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El libro que tienes en tus manos es la quinta edición del texto original que apareció por 
primera vez hace 17 años, en 1978. Es poco común para un texto de ingeniería, sobrevivir 
y mejorar a través de muchas ediciones durante varios años, en particular por el acostum- 
brado ritmo acelerado del mundo de la ingeniería y tecnología eléctricas. Existen numero- 
sos libros de introducción a los circuitos, algunos de gran calidad. Yo no sé de ninguna 
quinta edición sobre ellos. Estamos profundamente agradecidos a quienes han confiado en 
el Análisis Básico de Circuitos Eléctricos, y tenemos la confianza de que encontrarán 
firmemente cimentadas sus virtudes en la edición actual. 

La aceptación continua de este libro es consecuencia de dos características esencia- 
les: un diseño inicial apropiado y haber tenido un compromiso en el proceso para mejorar y 
adaptar reevaluando constantemente el contenido y acercándolo a la luz de la experiencia 
real. Para hacer esto en forma eficiente se requiere estar consciente de las necesidades de 
los maestros y estudiantes, no de manera abstracta sino “en la práctica”. Entre los cuatro 
autores de la presente obra tenemos más de un siglo de experiencia en la enseñanza de 
circuitos, y además permanecemos en comunicación constante con la comunidad de maes- 
tros y estudiantes más allá de nuestra ciudad universitaria mediante extensas encuestas 
regulares conducidas por Prentice Hall. Rastreando los cambios grandes y pequeños he- 
chos por comentarios de varios colegas y estudiantes con conocimientos profundos, y ade- 
más complementándolos con observaciones sobre circuitos específicos o partes del texto 
pudimos escribir con mayor claridad esta edición como resultado de dichas encuestas. A 
todos los que participaron, muy numerosos para ser enumerados, pero no para recordarse, 
les debemos un gran favor. 


PROPÓSITO Y OBJETIVO 


Este libro está enfocado a un curso de un año o un semestre de introducción al análisis de 
circuitos lineales con cierta dificultad para el segundo año de licenciatura. Está basado'en 
el cálculo, así como en las leyes fisicas sobre las cuales se asientan los métodos de análisis 
de circuitos. La exposición rutinaria del cálculo diferencial e integral, antecedente para 
estudiantes de ingeniería y física del primer año, es adecuado a su nivel. Los otros temas de 
matemáticas se presentan de forma moderada, y no se supone ni requiere que sea un ante- 
cedente como prerrequisito. Éstos incluyen la manipulación algebraica de números com- 
plejos, formulación de vector-matriz y soluciones de sistemas de ecuaciones lineales, 
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funciones singulares y más particulares, y la solución de ecuaciones diferenciales lineales 
con invariantes en el tiempo. Los primeros dos temas están en los apéndices A y B, respec- 
tivamente, con numerosos ejemplos y ejercicios; los dos posteriores temas se desarrollan 
en los capítulos en donde son requeridos. 

Se tuvo cuidado para modelar la selección y ordenar el material a utilizarse por los 
bachilleres de ingeniería eléctrica, pero también para ser usado por estudiantes de otras 
ingenierías y disciplinas técnicas de segundo o cuarto año de nivel postsecundario. Los 
métodos y conceptos matemáticos del análisis de circuitos eléctricos son separados cuida- 
dosamente de los fundamentos físicos de la ciencia eléctrica, tal como las leyes de Max- 
well, las cuales no son cubiertas aquí como conocimiento previo. El rigor matemático no 
tuvo que ser omitido en donde éste se justifica para ser usado. Pero donde una conclusión 
es obvia con la mejor intención ingenieril simplemente se menciona sin darle demasiada 
importancia. 

Se ha destinado el espacio suficiente a las repeticiones pertinentes, reforzando y 
aprendiendo con ejemplos, aunque hemos evitado que se expanda la longitud del libro alos 
extremos que a menudo se encuentran en la práctica común. Nosotros hemos encontrado 
que la gran longitud intimida a muchos estudiantes, e impide al instructor diseñar en uno o 
dos trimestres el curso. Puede dictar un enfoque a su conveniencia, saltando secciones y 
capítulos enteros dependiendo del tiempo que tenga. Pero esto puede dejar dudas en donde 
se necesiten conceptos más claros, por lo que seguramente no ayudará a desarrollar un 
sentido de continuidad. Los primeros nueve capítulos pueden cubrirse satisfactoriamente 
en una exposición única semestral de circuitos de DC y AC, aunque algunos maestros 
adelantan los capítulos 10 y 11 de potencia de AC, y los capítulos 12 y 13 de introducción 
al uso de la transformada de Laplace. Una práctica común para nosotros cubre todos los 16 
capitulos en un curso de circuitos de dos senestres. 


QUINTA EDICIÓN TOTALMENTE REESCRITA 


A lo largo de sus primeras cuatro ediciones este libro ha sido adoptado por numerosos 
instructores en casi cien instituciones. La experiencia en el tema se ha acumulado, por lo 
que decidió realizarse una revisión completa y minuciosa. Aprovechamos la oportunidad 
para generar un libro nuevo y fresco incorporando lo que se ha aprendido y acumulado por 
la experiencia; también se tuvo que actualizar el libro para reflejar las innovaciones y 
tendencias en ciencia y tecnología sobre circuitos eléctricos. Un nuevo autor y colabora- 
dor, Peter Scott, fue recibido para aportar y brindar una perspectiva nueva y jugar un papel 
importante en esta edición reescrita. El primer ajuste considerable que llegamos a realizar 
derivó de su profundo interés y talento en esta área cuando, como instructor que adoptó el 
libro, ofreció una amplia y brillante crítica de la edición anterior y de cómo podría mejorar- 
se, por lo que nosotros pedimos su colaboración. 


Lo nuevo de esta edición 


Esta edición incorpora en forma considerable más cambios que cualquiera de sus tres edi- 
ciones anteriores, Las formas en las que esta edición difiere de la cuarta edición son: 


Narrativa 


El texto narrativo ha sido reescrito en una gran parte. Más de la mitad de los párrafos 
son nuevos, y muchos otros han sido reconfigurados. La meta ha sido aclarar la corriente de 
ideas y acomodar los cambios en orden con un cierto énfasis, mientras que el libro guarda 
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su tamaño relativamente compacto. Nosotros no creemos que la gran extensión sea una 
virtud en los buenos libros para el estudiante y el maestro. 


Organización 


El orden y la secuencia tuvieron que ser reorganizados moderadamente. Los capítu- 
los de Independencia de Ecuaciones y Teoremas de Red han sido modificados, el primero 
en un apéndice y el segundo como contenido entre varios capítulos en que los teoremas 
provienen más naturalmente en el contexto. Las transformadas de Laplace se introducen 
algo más temprano, después de los fasores y circuitos de AC, pero serán usadas para sim- 
plificar, a la vez, el desarrollo de funciones de transferencia y el análisis de entrada-salida 
sin el recurso a la intervención de frecuencias complejas. 


Nuevos problemas 


Todos los problemas al final del capítulo son nuevos. En respuesta a las necesidades 
de quienes adoptan el libro, se hizo el esfuerzo de extender el rango de dificultad desde lo 
básico a lo complicado. Adicionalmente se han incluido problemas para reforzar cada 
ejercicio ofreciendo, además, más ejemplos a lo largo del libro. 


Nuevos ejemplos y ejercicios 


La mayoría de los ejemplos y los ejercicios son nuevos, Las ediciones anteriores se 
enfocaron hacia valores numéricos fáciles como el caso de C=1 Farad. Dando importancia 
a dichos valores principales, se han agregado más ejemplos prácticos y ejercicios. La re- 
ducción considerable de precios en calculadoras científicas en la década pasada las hace 
ahora universalmente accesibles, por lo que su uso disminuye los cálculos matemáticos 
difíciles en algunos ejercicios y lleva a respuestas más fácilmente comprensibles, como 
(6) =0.544 cos(377t+ 27.49). 


Nueva cobertura 


Algunos temas se han ampliado y otros nuevos se han incluido. Los amplificadores 
operacionales han estado presentes mediante una serie de modelos cada vez más refinados 
y el principio de corto circuito virtual se justificó en el contexto de circuitos de retroalimen- 
tación negativa. Retroalimentación, carga y el concepto de “blocks construidos” modular- 
mente, son todos esenciales para comprender los circuitos lineales modernos de 
amplificadores operacionales que se presentan. El requerimiento fundamental de estabili- 
dad, a veces se pasó poralto en cursos introductorios de circuitos, y su nexo con la respuesta 
en frecuencia y al estado estable de la AC. Para el diseño de circuitos activos usamos 
SPICE, en el que los estudiantes encuentran incentivo y satisfacción estimulando el interés 
en las tareas de análisis de rutina. Se desarrollan las gráficas de ganancia de Bode y su uso 
relativo al diseño ingenieril para filtros activos y otros circuitos activos de interés. 

Se incluye un apéndice de referencias de comandos de SPICE, El dominio públi- 
co de la computadora ayudó al análisis de circuitos y un programa de simulación de 
software tuvo que ser cubierto con sus instrucciones en el cuerpo del libro, en secciones 
tituladas como “SPICE y ...” al final de varios capítulos. Además hay un listado conciso de 
cada uno de los comandos de SPICE que son usados en este texto, sus reglas y formatos se 
incluyen en el apéndice. Mientras que el estudio del tutorial y de los ejemplos paso a paso 
son útiles para aprender en una forma eficiente el uso de SPICE, es conveniente no avanzar 
mucho antes de recordar, por ejemplo, cómo introducir un valor resistivo en el programa de 
SPICE. 
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DISEÑO Y ORGANIZACIÓN DEL LIBRO 


El libro contiene 16 capítulos y 4 apéndices. Éstos están divididos lógicamente en capítulos 
del dominio del tiempo, fasor y dominio de transformadas. Los primeros siete capí- 
tulos introducen los elementos pasivos (RLC) y los elementos activos (fuente, amplifica- 
dores operacionales) y un dominio del análisis del tiempo de circuitos de AC y DC los 
cuales se forman cuando estos elementos son conectados. Los capítulos 8 al 11 cubren los te- 
mas del análisis de fasores y el estado estable de los circuitos de AC, incluyendo potencia 
compleja y circuitos trifásicos. El conjunto final de capítulos, del 12 al 16, desarrollan los 
métodos de análisis de las transformadas de Laplace, Fourier y se aplican en diversas des- 
cripciones de entrada-salida. En los capítulos 12 y 13 se introduce la mecánica de la trans- 
formada de Laplace y circuitos en el dominio-s y funciones de transferencia. En el capítulo 
14 se ve la relación establecida entre las funciones de transferencia, respuestas de frecuen- 
cia y la respuesta de frecuencia estudiada como el puente entre el diseño y el análisis de 
circuitos lineales. El capítulo 15 se dedica a las descripciones de acoplamiento y circuitos 
de dos puertos, y el capítulo 16 introduce las series y transformadas de Fourier, 

Los capitulos 10 y 11 los cuales versan sobre el estado estable de la energía de AC y 
los circuitos trifásicos, pueden saltarse sin perjudicar el material siguiente. Asimismo el 
capítulo final, el capítulo 16 donde seve el análisis de Fourier puede ser considerado como 
opcional para un curso introductorio de circuitos. 

Los trece capítulos restantes se diseñaron para ser cubiertos en un orden, por lo que 
no es recomendable que ninguno de éstos se omita y pueda dejar dudas amplias en la 
preparación del estudiante para el material siguiente. Los cursos de un semestre básica- 
mente cubren los capítulos del 1 al 9 recompensando al estudiante que no continúe el 
segundo curso de circuitos con un provechoso conecimiento de las técnicas de análisis de 
ACyDC. 


PEDAGOGÍA DE LOS CAPÍTULOS 


USO DE SPICE 


Cada sección de cada capítulo contiene numerosos ejemplos resueltos paso a paso y finali- 
za con las respuestas de los ejercicios. Al final de cada capítulo hay problemas que fueron 
diseñados con un alcance más allá de los temas de cada sección y en todos los niveles de 
dificultad. Las ecuaciones enmarcadas son particularmente importantes y no deberían pa- 
sarse por alto, ya que una comprensión clara depende mucho de ellas. Áreas subrayadas en 
el texto:se destacan para darle un mayor énfasis, siendo los equivalentes narrativos de las 
ecuaciones enmarcadas. 

Los apéndices incluyen un material que contiene antecedentes para hacer el libro con 
un contenido de más personalidad sin interrumpir el flujo básico de la narrativa. El uso del 
material del apéndice A de álgebra lineal empieza en el capitulo 4 y continúa regularmente 
de ahí en adelante. 

El apéndice B de números complejos debería ser revisado antes de estudiar el capítu- 
lo 8, el cual depende básicamente del álgebra compleja y de las funciones complejas de 
tiempoexponencial. Elapéndice € sobre topología de circuitos tal vez sea menos necesario 
para resolver problemas simples, pero aclara puntos lógicos importantes relativos a la for- 
mación y resolución de ecuaciones algebraicas simultáneas del tipo que se necesitan en el 
análisis de nodo y de malla, 


SPICE ha legado a ser la norma oficial junto con la ayuda de la computadora en el análisis 
y simulación de circuitos en el salón de clases. Suuso es limitado pero de gran ayuda como 
herramienta en el estudio de circuitos eléctricos y es ampliamente aprovechada en este 
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libro. Existen dos razones por las que nosotros encontramos un valor especial en SPICE, en 
ganar experiencia con circuitos demasiado grandes para justificar el nivel a menudo catas- 
trófico del esfuerzo computacional que se requiere para extraer simplemente ciertas res- 
puestas, y en el diseño. En el primer caso los circuitos de cinco mallas son esencialmente 
simples así como los circuitos de una o dos mallas, y la experiencia con muchas resonan- 
cias, oscilaciones parásitas y el comportamiento de circuitos complejos pueden ser extre- 
madamente interesantes. En diseño SPICE permite que los estudiantes traten de usar sus 
propias ideas de cómo resolver problemas de circuitos reales y cómo pueden ser configura- 
dos; en nuestra experiencia esto frecuentemente forma el punto máximo del curso desde el 
punto de vista del estudiante. No es siempre fácil de mantener la motivación en un nivel 
alto, cuando las matemáticas y la ciencia básica están en el centro de atención y los estu- 
diantes, interesados en construir cosas para ejercitar la creatividad individual, comienzan a 
preguntarse si están en el lugar correcto. Ellos, desde luego, están en el lugar correcto; el 
diseño es parte de la ingeniería y SPICE es muy útil en acentuar este punto cuando sea 
necesario. 

Como no todos los instructores se ponen de acuerdo en lo que concierne al mejor uso 
de SPICE dentro de cursos introductorios de circuitos, se ha tenido el cuidado de separar de 
SPICE el material contenido en las secciones finales, reconocidas por su título de “SPICE 
y ...” en 8 capítulos separados. Estas secciones forman la descripción que contiene las 
instrucciones de ayuda, comandos y sintaxis de SPICE, Todos estos pueden ser omitidos 
sin la pérdida de continuidad si SPICE no está disponible o el instructor escoge no tener 
apoyo de computadora. Los problemas al final de cada capitulo que requieren el uso de 
SPICE son los problemas finales ofrecidos en cada capítulo que contienen material 
de SPICE y son marcados claramente. 
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Alessandro Volta 
1745-1827 


Esta circulación intermina- 
ble del fluido eléctrico pue- 
de parecer paradójica, pero 
no deja de ser verdadera y 
real, y puedes sentirla con 
tus manos. 


Alessandro Volta 


Introducción 


La teoría de los circuitos eléctricos comenzó en realidad el 20 de marzo de 1800, 
cuando el físico italiano Alessandro Volta anunció su invento de la batería eléc- 
trica. Este magnífico aparato le permitió a Volta producir corriente eléctrica, un 
flujo de electricidad continuo y estable, en oposición a la electricidad estática, 
producida en descargas por máquinas eléctricas anteriores como“la: botella de 
Leyden y el electróforo del mismo Volta. 

Volta nació.en la ciudad italiana de Como, cuando ésta formaba parte del im- 
perio austriaco. A. la edad de :18 años realizaba experimentos eléctricos y man- 


'«tenía correspondencia sobre el tema con reconocidos investigadores europeos. En 


1782 fue profesor de física en la Universidad de Padua, donde se involucró en una 
controversia con otro conocido pionero de la electricidad, Luigi Galvani, profesor 
de anatomía en Bolonia. Los experimentos de Galvani con ranas lo llevaron a creer 
que la corriente eléctrica era electricidad animal generada por los mismos Or- 


-ganismos. Volta, por otra parte, sostenía que la corriente eléctrica era electricidad 


metálica, cuya fuente eran las sondas de diferentes metales insertadas en las pier- 
nas de la rana. Ambos tenían razón. Hay una electricidad animal y Galvani alcanzó 
la: fama como fundador de la fisiología nerviosa. El gran invento de Volta, sin em- 
bargo, revolucionó el uso de la electricidad y aportó al mundo uno de sus mayores 
beneficios: la corriente eléctrica. Volta estuvo colmado de honores durante su vida. 
Napoleón lo hizo senador y posteriormente conde del imperio francés. Después de 
la derrota de Napoleón, los austriacos le permitieron a Volta recuperar su condición 
de ciudadano italiano con todas las consideraciones inherentes. Volta recibió un re- 
conocimiento 54 años después de su muerte cuando a la unidad de fuerza elec- 
tromotriz se le dio oficialmente el nombre de volt. 
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El análisis de circuitos eléctricos es la puerta a través de la cual los estudiantes de 
fenómenos eléctricos empiezan su carrera. Es el primer curso tomado en su especialidad 
por estudiantes de ingeniería eléctrica y tecnología eléctrica. Es la exposición primaria a la 
ingeniería eléctrica, a veces la única exposición, para estudiantes en muchas disciplinas 
conexas, como computación, mecánica e ingeniería biomédica. Se entiende que todas las 
áreas especializadas en la ingeniería eléctrica, tales como electrónica, sistemas de potencia, 
comunicaciones y diseño digital se basan en la teoría de circuitos. El único tema de in- 
geniería eléctrica más básico que los circuitos es la teoría del campo electromagnético 
(EM), la cual forma la fundación científica sobre los estándares del análisis del circuito. Sin 
embargo, la primacía de la teoría del campo EM sobre circuitos es incompleto; desde hace 
mucho los problemas de teoría del campo EM resultan ser mejor resueltos por el recur- 
so de la teoría de análisis de circuitos. Así pues, no se exagera al decir que las ideas y 
métodos de este primer curso de circuitos son, para muchos estudiantes, lo más importante 
en su currículum de estudiante universitario. Para empezar, nuestro estudio de circuitos 
eléctricos, necesitamos saber qué es un circuito eléctrico, qué entendemos por su análisis y 
diseño. Desde un estudio cuantitativo, nosotros debemos identificar con qué cantidades se 
relaciona, en qué unidades se miden esas cantidades y las definiciones y convenciones 
básicas usadas en la teoría de los circuitos. Son éstos los temas que trataremos en este ca- 
pítulo. 


FIGURA 1.1 Elemento 
eléctrico general de dos 
terminales. 


Z 


Un circuito eléctrico o red eléctrica, es una colección de elementos eléctricos inter- 
conectados en alguna forma específica. Posteriormente definiremos los elementos eléc- 
tricos de manera formal; por el momento nos satisfará representar un elemento general 
de dos terminales como se muestra en la figura 1.1. Las terminales a y b tienen acceso 
libre para conectarse con otros elementos. Los resistores, inductores, capacitores, bate- 
rías, generadores, etc., son ejemplos familiares para nosotros y los consideraremos for- 
malmente en secciones ulteriores. 

Hay elementos de circuitos más complicados que pueden tener más de dos ter- 
minales. Los transistores y los amplificadores operacionales son ejemplos comunes. 
También puede combinarse un cierto número de elementos interconectando sus termina- 
les para formar un solo paquete con un número cualquiera de terminales accesibles. Con- 
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FIGURA 1.2 Circuito 
eléctrico con seis 
elementos. 


sideraremos después algunos elementos multiterminales, pero nuestro principal interés 
serán los dispositivos simples de dos terminales. En la figura 1.2 se muestra un ejemplo de 
un circuito eléctrico con seis elementos. 

Para entender el comportamiento de un elemento de un circuito necesitaremos con- 
siderar ciertas cantidades relacionadas con él, tales como el voltaje y la corriente. Estas 
cantidades y otras, cuando aparezcan, deben definirse con todo cuidado. Esto puede ha- 
cerse si tenemos un sistema estándar de unidades de modo que al escribir una cantidad mi- 
diéndola, estemos todos de acuerdo en el significado de la medición. Por fortuna, hay un 
sistema estándar de unidades usado actualmente por la gran mayoría de las sociedades de 
ingenieros profesionales y los autores de la mayor parte de los libros de texto de ingeniería 
modernos. Ese sistema, el cual usaremos a lo largo del libro, es el Sistema Internacional 
de Unidades (abreviado SI), adoptado en 1960 por la Conferencia General de Pesas y 
Medidas. 

Hay seis unidades básicas en el SI, y las demás unidades se derivan de ellas. Cuatro 
de las unidades básicas, el metro, el kilogramo, el segundo y el coulomb, son importan- 
tes para los teóricos en circuitos, y los consideraremos con algún detalle. Las dos unidades 
básicas restantes, el grado Kelvin y la candela, las cuales no son esenciales para nuestro es- 
tudio y de este modo no serán consideradas posteriormente. 

Las unidades SI están definidas con mucha precisión en términos de cantidades per- 
manentes y reproducibles. Sin embargo, las definiciones completas son extensas y esoté- 
ricas.1 Por tanto, nos contentaremos con identificar los nombres de las unidades básicas y 
relacionarlas con el muy familiar Sistema Inglés de Unidades, el cual incluye pulgadas, 
pies, libras, etc. Se observa, sin embargo, que el SI incorpora el sistema métrico, preferido 
en casi todos lo países del mundo, antes que el incómodo Sistema Británico. Los prefijos 
de las potencias de 10 en el sistema SI son mostradas, junto con sus abreviaturas están- 
dares, en la tabla 1.1. 


refijos 
Múltiplo Prefijo 


1012 Tera T 
102 Giga G 
106 Mega M 
103 Kilo k 
10-3 Mili m 
10-6 Micro p 
102 Nano  n 
10-12 Pico p 
10-15 Femto  f 


La unidad básica de longitud en el Sl es el metro, abreviado m, relacionado con el sis- 
tema inglés por el hecho de que 1 pulgada equivale a 0.0254001 m/pulg (de seis dígitos sig- 
nificativos). La unidad básica de masa es el kilogramo (kg), siendo equivalente a la libra 
británica por 0.453593 kg/lb, y la unidad básica de tiempo en el sistema es el segundo (s). 


1 Pueden encontrarse definiciones completas de las unidades básicas, por ejemplo, en “Ejercicios para Unidades 
recomendados por la IEEE en Publicaciones Científicas y Trabajos Técnicos”, Estándar IEEE 268-1973, Nueva 
York, El IEEE, 1973; también ver 268-1978 y 268-1982 de la misma fuente. 
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La cuarta unidad en el SI es el coulomb (C), que es la unidad básica usada para me- 
dir carga eléctrica. Dejaremos pendiente la definición de esta unidad hasta la siguiente sec- 
ción, cuando tratemos de la carga y la corriente. El nombre de coulomb se escogió en honor 
del científico francés, inventor e ingeniero militar Charles Augustin de Coulomb (1736- 
1806), quien fue un pionero en los campos de la fricción, la electricidad y el magnetismo. 
Debemos advertir en este momento que todas las unidades SI con nombres de personas 
famosas tienen abreviaturas con letras mayúsculas; en los otros casos se usan las abrevia- 
turas con minúsculas. 

Las cantidades que vamos a encontrar comúnmente en nuestro estudio de circuitos 
son la corriente, voltaje y potencia. Las unidades SI de estas cantidades están derivadas de 
cuatro unidades básicas (metro, kilogramo, segundo y coulomb) antes mencionadas. 
Unidades de corriente, voltaje y potencia son descritas a continuación, las cuales están rela- 
cionadas con las unidades de fuerza y energía. Al mismo tiempo, las cinco unidades de- 
rivadas, con las cuatro unidades básicas, serán todas las que vamos a necesitar para 
describir el comportamiento fundamental cuantitativo de los circuitos eléctricos.2 

La unidad fundamental de fuerza es el newton (N), que es la fuerza requerida para 
acelerar una masa de 1 kg por 1 metro por segundo por segundo (1 m/s2). Por tanto, 
1 N = 1 kg-m/s?. El nombre del newton se debe, por supuesto, al gran científico inglés, 
astrónomo y matemático Sir Isaac Newton (1642-1727). Las hazañas prolíficas de 
Newton incluyen la ley de la gravitación universal, la naturaleza ondulatoria de la luz, 
y muchas otras contribuciones fundamentales. 

La unidad fundamental de trabajo y energía es el joule (3), llamado así en honor del 
físico británico James P. Joule (1818-1889), quien participó en el descubrimiento de la ley 
de la conservación de la energía y ayudó a justificar la idea de que el calor es una forma de 
energía. Un joule es el trabajo hecho por una fuerza constante de 1-N aplicada a lo largo 
de 1 m de distancia. Así, 1 J=1 N-m. 

La unidad fundamental de corriente es el ampere, llamado así en honor de André 
Marie Ampere (1775-1836), quien descubrió la relación entre la corriente eléctrica y la in- 
ducción magnética. Un ampere o un amp es la corriente que fluye cuando 1 coulomb de 
carga pasa por segundo (1 A = 1 C/s). Este tema va a ser tratado con detalle más adelante 
en la siguiente sección. 

La unidad fundamental de potencial eléctrico es el volt, llamado así por Alessandro 
Volta, cuya biografía, muy resumida, se presenta en la página 1. Si una carga de 1 coulomb 
pudiera ser movida entre dos puntos en el espacio con el gasto de 1 joule de trabajo, 1 volt 
sería la diferencia potencial existente entre estos puntos (1 V = 1 J/C). 

La última unidad derivada que consideraremos es el watt (W), que es la unidad fun- 
damental de potencia, el tiempo en el que se efectúa trabajo o se consume energía. El watt 
se define como 1 joule por segundo (1 J/s) y es llamado así en honor de James Watt, el in- 
geniero escocés cuyo diseño de una máquina permitió aprovechar prácticamente por 
primera vez la energía del vapor, desencadenando, así, la Revolución Industrial. 


Vamos a convertir la velocidad límite de 55 millas por hora en kiló- 
metros por hora. 

1 pulgada = 0.0254 metros 
así, 


1 milla = (0.0254 m/pulg) (12 pulg/pie) (5 280 pies/mi) (1/1000 km/m) 
2 Otras cantidades susceptibles de ser medidas en circuitos eléctricos, que están asociadas a los fenómenos mag- 


néticos y electro-ópticos, no son necesarias aquí. Estas cantidades y sus unidades no serán consideradas formal- 
mente. 
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o bien, 


1 mi = 1.609 km 
así, 


55 mi/h = (55 mi/h) (1.609 km/mi) = 88.5 km/h 
Obsérvese que las unidades se simplifican a cada paso, lo cual se 


puede usar para indicar qué factores se necesitan en el proceso de con- 
versión. 


EJERCICIOS 

1.1.1. Encontrar cuántos picosegundos hay en (a) 20 ps, (b) 2 ms, y 
(c) 100 ns. 

Respuesta (a) 2 x 107;(b) 2 x 109; (c) 1 x 105 
1.1.2. Si un microprocesador puede realizar 4 millones de instrucciones 
por segundo, ¿cuántos nanosegundos se requieren para ejecutar una operación 
que requiere 3 instrucciones? 

Respuesta 750 ns 
1.13. La masa de 10,000-libras de una nave espacial en el espacio exte- 
rior está siendo acelerada a 1.5 g (1 g = 32 pies/sec?). ¿Cuántos newtons de 
fuerza se aplicarán al motor? 

Respuesta 6.67 x 10% N 
1.1.4. El registro de la velocidad más alta alcanzada por un humano, 
para 10 m o más es de 26.32 mph, lograda conjuntamente por dos corredores 
en 1987. Si esta velocidad se sostuviera por 100 m, ¿cuánto tiempo podría 
tomar cubrir esta distancia? (El récord de los 100 m era en ese tiempo de 
9.83 s.) 

Respuesta 8.50 s 


Estamos familiarizados con las fuerzas gravitacionales de atracción entre los cuerpos, las 
cuales son responsables de sostenernos sobre la tierra y causan que una manzana despren- 
dida de un árbol caiga al suelo y no ascienda. Hay también fuerzas que no son propor- 
cionales a las masas de los cuerpos, las cuales son de atracción y repulsión. Estas fuerzas 
no pueden ser gravitacionales en la naturaleza. 

Una de las más importantes de estas fuerzas es la eléctrica y es causada por la pre- 
sencia de cargas eléctricas.! Explicamos la existencia de fuerzas eléctricas de atracción y 
repulsión proponiendo que hay dos clases de cargas, positiva y negativa, y que las cargas 
diferentes se atraen y las cargas iguales se repelen. 


1 Otras fuerzas magnéticas incluidas, llamadas fuerzas fundamentales débiles y fuertes, actúan entre las partícu- 
las subatómicas. 
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De acuerdo con la teoría aceptada, la cual ha tenido que ser verificada por cuidadosas 
y repetidas pruebas, la materia está hecha de átomos, compuestos de un cierto número de 
partículas. Las más importantes de estas partículas son los protones (cargas positivas) y los 
neutrones (neutros, sin carga) encontrados en el núcleo del átomo y los electrones (cargas 
negativas) que se mueven en órbita alrededor del núcleo. Normalmente, el átomo es eléc- 
tricamente neutro; la carga negativa de los electrones balancea la carga positiva de los pro- 
tones. Los átomos pueden llegar a cargarse positivamente al ceder electrones y llegar a 
cargarse negativamente al obtener electrones de otros átomos. 

Como un ejemplo, podemos transferir carga negativa a un globo frotándolo contra 
nuestro cabello. El globo se pegará a una pared o al techo, evidencia de la fuerza de atrac- 
ción entre los electrones excedentes del globo y la pared, los cuales se cargan positivamente 
cuando los electrones de la superficie llegan a una velocidad hacia el interior debido a la 
repulsión por la carga negativa neta del balón. 

Ahora definimos el coulomb (C), expuesto en la sección anterior, estableciendo que 
un electrón tiene una carga negativa de 1.6021 x 10-19 coulomb. Dicho de otra manera, un 
coulomb es el conjunto de cargas de aproximadamente 6.24 x 1018 electrones. Éstos son, 
por supuesto, números difíciles de concebir, pero sus tamaños nos animan a utilizar nú- 
meros más manejables, tales como 2 C, en el trabajo que sigue. 

El símbolo de la carga será tomado como Q o q, la letra mayúscula se acostumbrará 
para denotar cargas constantes tales como Q = 4 C, y la letra minúscula indicará una carga 
variante en el tiempo. En el último caso podemos enfatizar la dependencia con respecto al 
tiempo escribiendo q(t). Esta práctica que involucra letras mayúsculas y minúsculas se ex- 
tenderá a otras cantidades eléctricas. 

El propósito primario de un circuito eléctrico consiste en mover o transferir cargas a 
lo largo de trayectorias especificadas. Este movimiento de cargas constituye una corriente 
eléctrica, denotada por las letras i o 1, tomadas de la palabra francesa intensité. Formal- 
mente, la corriente es la razón de cambio de la carga respecto al tiempo, dada por 


Como se mencionó en la sección anterior, la unidad básica de la corriente es el am- 
pere. Un ampere de corriente, se dijo, era el flujo que pasa en una sección dada, si el valor 
neto de carga que se mueve es de 1 Coulomb por segundo (1 C/s). 

En la teoría de circuitos, la corriente es generalmente especificada como el movi- 
miento de cargas positivas. Esta convención fue propuesta por un gran científico ame- 
ricano, inventor y diplomático, Benjamín Franklin (1706-1790) quien supuso que la 
electricidad viajaba de lo positivo a lo negativo. Mientras que esto es desde luego cierto en 
algunos medios físicos, ahora sabemos que en el caso importante de conductores metálicos 
tan comunes en el mundo real de circuitos ocurre lo contrario. En metales y la mayoría de 
otros conductores los electrones libres con la carga negativa son los que llevan la corriente, 
más bien que el postulado de Franklin de la corriente de carga positiva. Afortunadamente, 
desde los puntos de la teoría de circuitos vistos no hay diferencias entre el movimiento de 
la carga positiva en una dirección e igual pero lo contrario en los otros movimientos de car- 
gas negativas. Así tomaremos la convención tradicional del movimiento de cargas positi- 
vas para definir la corriente convencional y usar esto para medir la corriente sin considerar 
la identidad verdadera del portador de la carga. La corriente convencional es la corriente 
equivalente de cargas positivas en un conductor determinado. A menos que se especifique 
de otra manera, todas las corrientes están para ser entendidas como corrientes conven- 
cionales. 
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FIGURA 1.5 Corriente 
fluyendo en un elemento 
general. 


El flujo de corriente a lo largo de un cable o a través de un elemento será especifica- 
da por dos indicadores: una flecha, que establece la dirección de referencia de la corriente 
y un valor (variable o fijo), que cuantifica el flujo de corriente en la dirección de referen- 
cia. La figura 1.3(a) muestra la corriente ¿, con un flujo de izquierda a derecha mediante un 
cable y la figura 1.3(b) muestra una corriente de 7 A con un flujo de la derecha a izquier- 
da a través de un elemento. En el caso posterior, 7 A de una carga (positiva) convencional 
que fluye de derecha a izquierda, la cual puede consistir físicamente de un valor igual de 
cargas negativas que fluyen de izquierda a derecha. Volviendo a la figura 1.3(a), notamos 
que si la variable ¿, es positiva la corriente convencional fluirá de izquierda a derecha, con- 
siderando si es negativa, la corriente fluirá de derecha a izquierda. La flecha no indica la 
dirección real del flujo de corriente, más bien indicará la dirección convencional del flujo 
de corriente si la señal algebraica del valor de la corriente es positiva. La flecha indicará 
la dirección contraria del flujo de corriente convencional si la señal del valor de la corriente 
es negativa. 


FIGURA 1.3 


Mientras que en otro ejemplo, suponemos que la corriente en el cable de la figura 
1.4 (a) es de 3 A. Esto es que en 3 C/s pasa en algún punto específico en el cable en direc- 
ción de izquierda a derecha. En la figura 1.4 (b), -3 A que pasan de derecha a izquierda. 
Estos dos casos dan por resultado exactamente la misma transferencia de carga y son las 
maneras equivalentes para denotar precisamente el mismo flujo de corriente. Podemos re- 
vertir siempre la señal algebraica y la dirección de referencia de una corriente sin cambiar 
su valor o dirección. Esto corresponde a revertir una señal de un número dos veces, deján- 
dolo así sin cambio. Observe que, sin saber la dirección de referencia, un solo valor numéri- 
co de corriente no es suficiente para especificar la corriente. Se necesitan ambos valores de 
dirección y referencia. 


3A -3A 
— <— 


AN O 
(a) (b) 
FIGURA 1.4 Dos representaciones de la misma corriente. 


La figura 1.5 representa un elemento general de circuito con una corriente ¿ fluyen- 
do desde la terminal izquierda hacia la terminal derecha. La carga total que entra al ele- 
mento entre el tiempo (y y £ se encuentra integrando (1.1). El resultado es 

1 


ar=a0-a0)= fiar (12) 
to 

Debemos notar en este punto que estamos considerando los elementos de la red como 

eléctricamente neutros. Esto es, no puede acumularse carga positiva o negativa en el ele- 

mento. Una carga positiva que entra debe corresponder a una carga positiva igual que sale 

(o de manera equivalente, una carga negativa igual que entra). Esta propiedad es la conse- 

cuencia de la ley de corriente de Kirchhoff, la cual es discutida en la siguiente sección. Así, 
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la corriente que se ve entrando por la terminal de la figura 1.5 debe salir por la terminal 
derecha. Adviértase que la flecha podría también estar señalando el lado derecho del ele- 
mento o bien el lado izquierdo sin cambio de referencia en la dirección de la corriente. 


Como ejemplo, supóngase que la corriente que entra a una ter- 
minal de un elemento es ¿ = 4 A. La carga total que entra a la 
terminal entre £=0 y £=3 s está dada por 


3 
a=/ 4dt =12C 
0 


Ciertos tipos de corriente son encontrados frecuentemente, algunos de los cuales se 
muestran en la figura 1.6. Una corriente constante, como la mostrada en la figura 1.6(a), 
será denominada corriente directa, o de. Una corriente alterna, o ac, es una corriente se- 
noidal tal como la de la figura 1.6(b). Las senoidales serán discutidas con detalle en el 
capítulo 8. Las figuras 1.6 (c) y (d) ilustran, respectivamente, una corriente exponencial y 
una corriente de dientes de sierra. 


(a) (b) 


(c) (d) 


FIGURA 1.6 (a) dc; (b) ac; (c) exponencial; (d) corriente diente de sierra. 


Hay muchos usos comerciales de la dc, tales como los destellos luminosos y el 
suministro de potencia para circuitos electrónicos, y la ac es la corriente doméstica que 
se encuentra en todo el mundo. Las corrientes exponenciales aparecen muy a menudo 
(¡las queramos o no las queramos!) cuando se opera un interruptor para cerrar una tra- 
yectoria en un circuito energizado. Las ondas de dientes de sierra son útiles en aparatos 
con tubos de rayos catódicos (CRTs) usados para desplegar visualmente las formas de 
onda eléctricas. 
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EJERCICIOS 


1.2.1. ¿Cuántos electrones hay en una carga de 0.32042 pC? 

Respuesta 2 millones 
1.2.2, La carga total que entra a la terminal de un elemento está dada por 
q = 48 — 5t mC. Calcular la corriente i cuando 1=0y1t=2s. 

Respuesta -5.43 mA 
1.23. La corriente que entra a una terminal está dada por: 
¿¡=1 + m1 sen 271 A. Calcular la carga total que entra a la terminal entre £=0 
yi=1.5s. 

Respuesta 2.5 C 


NERGÍA Y POTENCIA. 


Las cargas en un conductor, ejemplificadas por electrones libres, pueden moverse de ma- 
nera aleatoria. Sin embargo, si queremos un movimiento ordenado de su parte, como es el 
caso de la corriente eléctrica, debemos aplicar una fuerza externa llamada fuerza elec- 
tromotriz (fem). De ese modo se ejerce trabajo sobre las cargas. En la sección anterior 
definimos el voltaje a través de un elemento como el trabajo realizado para mover una 
carga unitaria (+1 C) a través del elemento de una terminal a la otra. 

El voltaje a través de un elemento estará designado por dos indicadores: un signo de 
más o de menos, en el que se establece la dirección de referencia del voltaje y un valor 
(variable o fijo) el cual va a cuantificar el voltaje que pasa por un elemento en la dirección 
de referencia especificada. En la figura 1.7(a), vemos un voltaje (o diferencia de potencial) de 
valor vg volts que pasa por un elemento, medido con un potencial mayor del lado izquier- 
do del elemento y un potencial menor del lado derecho. Así si yg > O V, el lado izquierdo 
será de mayor potencial, y si yg < O V, el lado derecho será de mayor potencial. Advierta 
que la referencia de dirección no indica por sí misma en qué lado del elemento está el ma- 
yor potencial. Necesitamos no tratar de adivinar la dirección de potencial menor cuando 
asignamos la dirección de voltaje de referencia para un voltaje variable. En la figura 1.7(b), 
el lado derecho del elemento es +23 V mayor que el izquierdo, así hay +23-V bajo de de- 
recha a izquierda cruzando el elemento o, igualmente hay +23-V mayor de izquierda a 
derecha cruzando el elemento. 


(a) (b) 


o A A 
FIGURA 1.7 Especificación del valor del voltaje y la dirección de referencia. 
+ - 
[] sv -5v 
- + 
: Como ejemplos, las figuras 1.8(a) y (b) son dos versiones del mismo voltaje exac- 
E tamente. En (a), la terminal A es +5 V sobre la terminal B, y en (b), la terminal B es -5 Y 
(a) (b) sobre A (o +5 V bajo A). 
FIGURA 1.8 Dos repre- Podemos usar una notación de doble subíndice donde v, denota el potencial del pun- 
sentaciones equivalentes to a con respecto al punto b. En este caso tenemos en general que, v,¿ = —Upg. Así en la 
de voltaje. figura 1.8 (a), vag =5 V y vga =-3 V. 
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Al transferir carga a través de un elemento, se efectúa un trabajo, como lo hemos afir- 
mado. O dicho de otra manera, se está suministrando energía. Para saber si la energía está 
siendo suministrada al elemento o por el elemento al resto del circuito, debemos conocer 
no sólo la polaridad del voltaje a través del elemento, sino también la dirección de la 
corriente a través del elemento. Si una corriente positiva entra por la terminal positiva, en- 
tonces una fuerza externa está impulsando a la corriente y, por tanto, está suministrando o 
entregando energía al elemento. El elemento está absorbiendo energía en este caso. Por 
otra parte, si una corriente positiva sale por la terminal positiva (entra por la terminal ne- 
gativa), entonces el elemento está entregando energía al circuito externo. 

Como ejemplos, en la figura 1.9(a) el elemento está absorbiendo energía. Una 
corriente positiva entra por la terminal positiva. Ese es el caso también en la figura 1.9 (b). 
En las figuras 1.9 (c) y (d), una corriente positiva entra por la terminal negativa, por tanto, 
el elemento está entregando energía en ambos casos. 


(a) (b) 
FIGURA 1.9 Diferentes relaciones voltaje-corriente 


Vamos a considerar ahora la razón en la cual la energía está siendo entregada por un 
elemento de un circuito. Si el voltaje a través del elemento es v y se mueve una pequeña 
carga Ag a través del elemento de la terminal positiva a la negativa, entonces la energía ab- 
sorbida por el elemento, digamos Aw, está dada por 


Aw = vAg 


Si el tiempo transcurrido es Át, entonces la razón a la cual se hace el trabajo o se con- 
sume la energía w, está dada, y como At se vuelve menor y menor, por 
LD eco 
lím LL = límv “2 
ar>0 Af — aro At 


VS = vi (1.3) 


Dado que por la definición la razón del consumo de energía es la potencia repre- 
sentada por p, tenemos 


Observemos que (1.4) es correcta dimensionalmente puesto que las unidades de vi 
son (J/CXC/s) o J/s, que son watts (W), antes definidos. 

Las cantidades v e ¿ son por lo común funciones del tiempo, las cuales podemos ex- 
presar por v(t) e i(t). Por tanto, la p dada por (1.5) es una cantidad variante en el tiempo. En 
ocasiones se le llama potencia instantánea porque su valor es la potencia en el instante 
en que se miden ve i. 
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Advierta cuidadosamente la relación entre las direcciones de referencia del voltaje 
y de la corriente del elemento de la figura 1.10. Sí la flecha que indica la dirección de 


des referencia de la corriente está en el lado positivo de la dirección de referencia del volta- 
FIGURA 1.10 Elemento Je, la corriente y el voltaje así definidos como se dijo satisfacen la convención de la señal 
en que las terminales pasiva. En este caso, vi > O significa que el elemento está absorbiendo potencia; vi < 0 
variables satisfacen la esto es entregando potencia en un instante de tiempo. Más acerca de esto en la siguiente 
convención de la señal sección. 
pasiva. 


Como ejemplos, en la figura 1.9(a) y (b) la convención de la señal 
pasiva es satisfactoria (el punto de la flecha está en el lado positivo 
o equivalentemente fuera del lado negativo). El elemento está absor- 
biendo potencia: p = (5)(2) = 10 W. En las figuras 1.9(c) y (d), están 
entregando 10 W al circuito externo, siendo vi = +10 W, pero estas va- 
riables violan la convención de la señal pasiva. 


Antes de terminar nuestra discusión de potencia y energía, vamos a resolver (1.4) 
para la energía w entregada a un elemento entre el tiempo ty y t. Tenemos, integrando am- 
bos miembros entre £y y £, 


t 


w(t) — wíto) = / vi dí 


to 


Por ejemplo, si, en la figura 1.10, /=2f A y v=6 V, la energía entre- 
gada al elemento entre £=0 y £=2 s está dada por 


2 
w(Q)— w(0) = 1] (6) Q7) dr =24 J 


Puesto que el miembro izquierdo de (1.5) representa la energía entregada al ele- 
mento entre ty y £, podemos interpretar w(*) como la energía entregada al elemento en- 
tre el inicio del tiempo y t y w(tp) como la energía entre el inicio del tiempo y fy. En el 
inicio del tiempo, el cual podemos considerar como £ =-os, la energía entregada al ele- 
mento es cero; esto es, 


wí—o00) =0 
Si fy = —>o en (1.5), entonces tendremos la energía entregada al elemento desde el inicio 


hasta £, dada por 


w(t) = N vi dt (1.6) 


—=00 


Esta es consistente con (1.5) puesto que 


t to t 
wo=f vidr= | vidr+ | vi dt 
00 —00 to 
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Por (1.6), esta puede escribirse 


t 
w(t) = wíto) +/ vi dt 
to 
que es la (1.5) 


EJERCICIOS 


13.1. Encontrar v si ¿=6 mA y el elemento está (a) absorbiendo potencia 
p= 18 mW y (b) suministrando al circuito externo una potencia p = 12 mW. 
Respuesta (a) 3 V; (b) 2 V 


EJERCICIO 1.3.1 


13.2, Si enel ejemplo 1.3.1¿=3 A y v= 6 V, calcular (a) la potencia 
absorbida por el elemento y (b) la energía suministrada al elemento entre 2 
y4s. 

Respuesta (a) 18 W; (b) 36 J 


1.3.3. Un elemento de dos terminales absorbe energía de valor w mili- 
joules de energía como se muestra. Si la corriente que por la terminal po- 
sitiva es ¿= 100 cos 1000£ mA, encontrar el voltaje del elemento en t=1 ms 


EJERCICIO 1.3.3 yent=4ms. 


Respuesta -50 V, 5 V 


ELEMENTOS ACTIVOS Y PASIVOS 
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Podemos clasificar los elementos de un circuito en dos grandes categorías, elementos pa- 
sivos y elementos activos, tomando en consideración la energía entregada a ellos o por 
ellos. 

Se dice que un elemento de un circuito es pasivo si éste no puede suministrar más 
energía que la que tenía previamente, siendo suministrada a éste por el resto del circuito. 
Esto es, en relación con la ecuación (1.6), que a cada +, la energía neta absorbida por un ele- 
mento pasivo hasta £ debe ser no negativa: 


t t 
w(t) si] p(Ndt Si vidt>0 ad.7 
00 —00 

Las direcciones de referencia de v e í en esta ecuación son supuestas para satisfacer 
la convención de la señal pasiva introducida en la sección anterior (la flecha para referir la 
corriente en el lado positivo de la dirección de referencia del voltaje). Solamente si la con- 
vención de la señal pasiva es satisfactoria la integral garantiza la no negatividad para 
elementos pasivos (los cuales explican la elección del nombre “convención de la señal 
pasiva”). Como veremos más adelante, ejemplos de elementos pasivos son los resistores, 
capacitores e inductores. 
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FIGURA 1.12 
Fuente de corriente inde- 
pendiente. 


Un elemento activo es un elemento que no es pasivo. Esto es, (1.7) no sostiene a cada 
tiempo £. Son ejemplos de elementos activos los generadores, baterías, y dispositivos elec- 
trónicos que requieren fuentes de alimentación. 

No estamos todavía preparados hasta el momento para iniciar una discusión formal 
de los diferentes elementos pasivos. Eso se hará en capítulos posteriores. En esta sección da- 
remos una breve explicación de dos elementos activos muy importantes, la fuente de vol- 
taje independiente y la fuente de corriente independiente. 

Una fuente de voltaje independiente es un elemento de dos terminales, como una 
batería o un generador, que mantienen un voltaje específico entre sus terminales a pesar del 
resto del circuito que está conectado a él. El voltaje es por completo independiente de la 
corriente a través del elemento. 

El símbolo para una fuente de voltaje se muestra en la figura 1.11(a). El valor v, es 
la función fuente y las señales más-menos dentro de la fuente dan la dirección de refe- 
rencia de la función de la fuente. La función fuente v,, la cual podrá ser constante o una fun- 
ción de tiempo v;(t), se considera conocida. En conclusión, siempre definiremos una 
terminal de voltaje variable a través de cada elemento en el circuito, incluyendo las 
fuentes de voltaje, v es una terminal de voltaje en la figura 1.11(a). Por definición de 
una fuente de voltaje independiente, es una terminal de voltaje simplemente igual al va- 
lor especificado. 


(1.8a) 


(a) (b) 
FIGURA 1.11 Fuente de voltaje independiente. 


En otras palabras, el voltaje a través de una fuente de voltaje independiente siempre 
es igual y es especificado por la función fuente, sin importar la corriente que lo atraviesa. 
Notamos que, si la terminal de la dirección de referencia del voltaje y la dirección de re- 
ferencia de la función fuente son opuestas una a la otra, una señal de menos se necesita 
insertar en la ley del elemento, v = —v,, por lo que la terminal de voltaje está definida en 
este caso como una función de fuente negativa. 

La ecuación (1.8a) es un ejemplo de una ley de elemento, una ecuación que envuelve 
la terminal del elemento de voltaje y/o corriente, la cual describe el comportamiento de un 
elemento. Cada elemento tiene una ley de elemento distinta, como lo veremos para fuentes 
de corriente, resistores, y otros tipos de elementos que serán presentados. 

Otros símbolos son a menudo usados para la fuente de voltaje constante, tales como 
una batería con 12 V a través de sus terminales, se muestra en la figura 1.11(b). En el 
caso de las fuentes constantes, usaremos las figuras 1.11(a) y (b) intercambiándolas. 

Una fuente de corriente independiente es un elemento de dos terminales a través de 
la cual fluye una corriente especificada. El valor de esta corriente está dado por la función 
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fuente (i, en la figura 1.12) y la dirección de referencia de la función fuente por la flecha 
dentro de la fuente. Mientras que en la fuente de voltaje independiente, la función fuente i, 
[o ¿¿(t) en el caso de tiempo variable] está asumida como conocida y están relacionadas a 
la terminal del elemento de corriente variable (i en la figura 1.12) por la ley del elemento 
para fuente de corriente independiente. 


i=i, (1.8b) 
Si la función fuente ¿, y la dirección de referencia de la terminal de corriente ¡ son opues- 


tas, como algo de acuerdo como se muestra en la figura 1.13, entonces un signo de menos 
se insertará dentro de la ley de la terminal, ¡ =-—¿,. 


ES 


12V 12v 


(a) (b) 


FIGURA 1.13 — (a) Fuente que suministra potencia; (b) fuente que absorbe potencia. 


A fin de mostrar que las fuentes independientes son, en general, ele- 
mentos activos, necesitamos solamente demostrar que existen cir- 
cunstancias en las que pueden hacer que se suministre más energía 
neta que la que se absorbe. Para una fuente de corriente con una fun- 
ción fuente ¿¿(£) A y la ley del elemento ¡(t) = ¿¿(t), suponemos que 
arreglamos para el voltaje que atraviesa la fuente será v(t) = —¿¿(£) V, 
con la dirección de referencia mostrada en la figura 1.12. Entonces, 
por la ecuación (1.5), p(t)= v(Di() = -iX0, y la energía neta w(t) 
absorbida por la fuente necesita ser no positiva para cada £. Si 1,(t£) no 
está indicada igual a cero para toda £, w(f) necesita no estar justificada 
como no positiva pero, en realidad la negativa es para alguna £. Esto 
viola el requerimiento (1.7) de que elementos pasivos nunca absorben 
la energía neta negativa, en otras palabras nunca suministran energía 
neta bajo ninguna circunstancia. Un argumento similar puede ser usa- 
do para mostrar que esta fuente de voltaje es también un elemento ac- 
tivo. Notamos que estos resultados asumen que la función fuente ¿,(£) no 
está identificada igual a cero todo el tiempo £. Fuentes con funciones 
fuente cero son elementos pasivos; todas las demás fuentes son capa- 
ces de producir energía neta siendo así elementos activos. 

Las fuentes independientes están usualmente para suministrar 
potencia a los circuitos externos, aunque en un circuito particu- 
lar puede ser que algunas absorban potencia y otras la suministren. 
En la figura 1.13(a), v = +12 V es la terminal de voltaje que pasa a 
través de la fuente e ¡=+2 A que es la terminal de corriente. Las di- 
recciones de referencia de estas terminales variables no satisfacen la 
convención de la señal pasiva (la flecha apunta en el lado de 
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menos), p = vi = 24 W > 0 que implica que esta fuente está sumi- 
nistrando 24 W de potencia al resto del circuito. En la figura 
1.13(b), la dirección de referencia está satisfaciendo la convención 
de señal pasiva de modo que p = vi = 24 W > 0 significando que 
la batería está absorbiendo 24 W, como puede ser el caso cuando 
está siendo cargada por alguna fuente poderosa en algún lugar en 
el circuito. 


Las fuentes que hemos explicado aquí, así como los elementos de los circuitos que 
consideraremos más adelante, son elementos ideales. Es decir, son modelos matemáticos 
que representan a los elementos reales o físicos en ciertas condiciones. Por ejemplo, una 
batería de automóvil ideal suministra 12 V constantes, sin importar el circuito externo 
conectado a ella. Puesto que su corriente es por completo arbitraria, en teoría podría en- 
tregar una cantidad infinita de potencia. Por supuesto, esto no es posible en el caso de un 
dispositivo real. Una batería de automóvil real de 12 Y suministra un voltaje constante 
aproximadamente sólo mientras la corriente que alimenta es baja. Cuando la corriente ex- 
cede unos cuantos cientos de amperes, el voltaje cae de manera apreciable de los 12 V. 


EJERCICIOS 


1.4.1. — Encontrar la potencia suministrada por las fuentes mostradas. 
Respuesta (a) 36 W; (b) 20 W; (c) -24 W; (d) -45 W 


+ 
3A 10 V 4A 75a 
12V  2A 6v_— -9 V 
(a) ( 


b) (c) (d) 


EJERCICIO 1.4.1 


1.42, El voltaje en las terminales de una fuente de voltaje es uv = 6 sen 

21 V. Si la carga que sale por la terminal positiva es q = -2 cos 2t mC, en- 

contrar la potencia suministrada por la fuente entre O y £ segundos. 
Respuesta 24"sen? 21 mW, 121 — 3 sen 41 m] 


Revisemos ahora las palabras análisis de circuitos, que forman parte del título del libro, y 
la relación a la idea de diseño de circuitos, y consideremos su significado. Generalmente, 
si un circuito eléctrico está sujeto a una entrada o excitación en la forma, de un voltaje o 
una corriente proporcionados por una fuente independiente, se producirá una salida o res- 
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puesta. La entrada y salida sor. voltajes o corrientes asociados con algún elemento en el cir- 
cuito. Puede haber más de una entrada y más de una salida. 

Hay dos grandes ramas de la teoría de los circuitos, y están conectados con detalle a 
los conceptos fundamentales de entrada, circuito y salida. La primera rama es el análisis de 
circuitos, en el cual, dados la entrada y el circuito, es el proceso de determinación de la 
salida. La otra rama es el diseño de circuitos (equivalente, a la síntesis de circuitos), en el 
cual están dadas la entrada y la salida, es el proceso de descubrimiento de un circuito dan- 
do lugar a la salida cuando la entrada está aplicada a él. 

El diseño de circuitos es a menudo visto como un proceso cíclico. Dada la entrada 
y salida deseada, se puede hacer una suposición inicial. Este circuito es después ana- 
lizado para determinar la salida actual para una entrada deseada, y el resultado es com- 
parado a la salida deseada. Se hará un juicio con base en ambos diseños y se tendrá la 
meta satisfactoria. Si no, se harán modificaciones al circuito y se repetirá el ciclo. 

Concibiendo un primer corte o suponiendo un circuito inicial y seleccionar las 
modificaciones exactas durante cada ciclo de rediseño depende fuertemente de la 
habilidad y experiencia del diseñador de circuitos. Confiando en su fallo y creativi- 
dad, constituyen el componente de “arte” del diseño del circuito. Ellos no pueden es- 
tar codificando explícitamente, las reglas del mecanismo y ningún otro proceso en el 
que los escultores tengan que trabajar. El diseño de circuitos es una actividad humana 
creativa. 

El análisis de circuitos constituye el componente de “ciencia” complementario en 
el proceso de diseño de circuitos. Sin el análisis, el comportamiento de entrada-salida 
de cada circuito inicial supuesto no podrá ser determinado y así un ciclo único en el pro- 
ceso de diseño no podría completarse. No podemos esperar mejorar lo que no se en- 
tiende. Mientras que el análisis pueda desempeñarse sin el diseño, lo contrario no es 
verdadero. 

Desde el análisis de circuitos se ha tenido que formar una base necesaria para el 
diseño de circuitos, la cual debe estudiarse primero. Desde luego la mayor parte del volu- 
men actual exclusivamente concierne al análisis de circuitos con esas excepciones en ca- 
pítulos anteriores donde fueron notados como surgían. Así como un músico de jazz debe 
dominar las escalas antes de crear música realmente interesante y original, los elementos 
del análisis de circuitos son nuestras escalas y deben dominarse si estamos interesados en 
llegar a la meta del diseño útil y circuitos interesantes. 


Empezamos nuestro estudio de circuitos eléctricos definiendo esas cantidades eléctricas 
las cuales son de interés como la corriente primaria, voltaje y potencia, y la selección de 
un sistema de unidades consistente para sus medidas. El sistema SI seleccionado in- 
corpora el sistema métrico (metros, kilogramos, segundos), y usa el coulomb, una medi- 
da de carga, como una unidad fundamental. Las unidades SI de la corriente, voltaje y 
potencia son respectivamente el ampere, volts y watts. 


sl La corriente tiene magnitud y dirección. Esta dirección es determinada en común por la 
flecha de dirección de referencia de la corriente y el signo de valor algebraico. Un valor 
positivo indica el flujo de corriente positiva equivalente en la dirección de la flecha, y la 
corriente negativa indica la dirección opuesta del flujo. 
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El voltaje, o diferencia de potencial, también tiene magnitud y dirección. Esta dirección es- 
tá determinada por el signo más-menos de la dirección de referencia del voltaje y el signo 
algebraico. Un voltaje positivo indica el voltaje que cae en la dirección más a menos (ma- 
yor potencial eléctrico como signo más), y el valor negativo indica la dirección opuesta de 
la caída de voltaje. 

Los elementos pasivos no pueden suministrar más energía y balancearla más que la que ellos 
reciben de otros elementos. Los elementos activos pueden ser fuentes independientes. 

La potencia instantánea absorbida por una subred de dos terminales es igual al producto 
corriente-voltaje si la dirección de referencia satisface la convención de la señal pasiva (los 
puntos de la flecha de la corriente dentro del voltaje con signo más o afuera signo menos). 
La potencia negativa absorbida es equivalente a la potencia positiva suministrada. 

El análisis de circuitos es el proceso de determinación de la corriente y el voltaje de sa- 
lida para un circuito específico. El diseño de circuitos es el descubrimiento de un circuito 
con cierto comportamiento de entrada-salida. 
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PROBLEMAS 


11. La fórmula de Einstein para la conversión de la masa a 
energía es E = mc?, donde E es energía, m masa, y c= 3.02 x 108 
m/s es la velocidad de la luz. ¿Cuántos joules de energía hay en 
5 microgramos de materia? 


1.2, Tomando la velocidad de la luz c = 3.02 x 108 m/s y un 
año contiene exactamente 365 y días, ¿cuántos kilómetros hay 
en un año luz? 


1.3. Un automóvil de 1 000-kg acelera a 55 mph y después 
frena totalmente de acuerdo a la gráfica mostrada. Encontrar la 
distancia atravesada en kilómetros, y la máxima fuerza (en new- 
tons) durante la aceleración y el frenado. 


55 


velocidad 
(mph) 


t(s) 


PROBLEMA P1.3 


1.4. La velocidad más rápida registrada por un vehículo te- 
rrestre fue de 6,121 mph (en un trineo cohete no tripulado en 
1982). Por muchos años, el record oficial de velocidad aérea fue 
para el vuelo tripulado (del avión SR-71 “Blackbird” en 1964) 
y fue en 980,4 m/s. Compara estas velocidades en kilómetros 
por hora. 


1.5. f(t) es la carga en coulombs que pasa en una cierta 
sección a lo largo de un cable. Encontrar (a) la carga total que 
pasa en la sección que cruza; (b) el tiempo en el que exac- 
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tamente 1 C tuvo que pasar; (c) la corriente en 1 =5 s; y (d) la 
corriente en 1=8 s. 


10 


108-114 ,0<t<8 

Z 0.667(10—£), 8<+<10 
$0 0 ,t+>10 
0 ,t<0 


Fc) 


1(s) 


PROBLEMA P1.5 


1.6. ¿Cuánto tiempo nos puede tomar con una fuerza de 
10 N acelerar un objeto de 1000-lb de masa a una velocidad 
de 55 mph? 


1.7. Un elemento de una pulgada de largo lleva una corriente 
uniforme de 2 mA. Si la energía suministrada al elemento es 
w(£) = 42 J, 0 < 1 <2s, dibuja v(x), la distribución potencial a 
lo largo del elemento, en 0 < x <= 1, y encuentra la potencia 
máxima suministrada al elementoen0=<1t=<=2s. 


1.8. Si 10J de trabajo son requeridos para mover 7 C de car- 
ga negativa del punto a al punto b, encontrar Uv, Y Ujg- 


1.9. Si v(t) = 4t V e ¡(£) está mostrada, encontrar la potencia 
p(t) disipada por el elemento y la energía total suministrada al 
elemento entre los tiempos t=0 y £= 10. 


17 


¿(A) 


¡(t) = <P - 101) 


PROBLEMA P1.9 


1.10. Repite el problema 1.9 para v(t) = 4(t — 5) V. 


1.11. La potencia suministrada a un elemento es p = 10f cos? 
EW y el voltaje es v(£) = 2 cos £ Y. Encontrar la corriente que en- 
tra a la terminal positiva y la carga entre los tiempos 0 y 27 s. 


1.12, Un elemento tiene v(t) = 4e* V para 1 = 0 s. Si desea- 
mos que este elemento suministre una energía neta de 21 J para 
1£ => 0, ¿qué i(£) necesitamos? 


v(t) 


in? 


PROBLEMA P1.12 


1.13. Muestre que por definición de un elemento pasivo, 
cualquier elemento satisface v = mi, donde m = 0 y los elemen- 
tos variables i y u satisfacen la convención de la señal pasiva, es 
pasivo. 


1.14, El elemento mostrado satisface v = 2i + 1. ¿Es éste 
un elemento activo o pasivo? Encontrar la energía neta entre 
t=-oyt=1ssiv=0parat<0Oyvu= 3 V para1=0. 


y, 
+ 
v 


PROBLEMA P1.14 


1.15. Un elemento tiene una corriente y un voltaje constante, 
v=+100 V e ¡ =+10 A, con / y y satisfaciendo la convención 
de señal pasiva. ¿Cuánta energía se requiere para mover cada 
coulomb a través del elemento? ¿Cuánto tiempo me toma mo- 
ver un coulomb a través del elemento? Repetir si ¿=-10 A. 
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116. Siv,¡ = 100 V e ¿, =-10 A, ¿qué fuente está sumi- 
nistrando energía y cuál está disipándola? Permaneciendo i¿o 
fija para -10 A, ¿cómo podrá ser v,¡ si 1000 J/h fueron sumi- 
nistrados por la fuente de corriente a la fuente de voltaje? 


PROBLEMA P1.16 


1.17. Si una fuente de corriente y una fuente de voltaje están 
conectados al costado uno de otro como en el problema 1.16, 
¿son los valores vs, e ¿,7 para ambas fuentes que están sumi- 
nistrando igual a la potencia no cero de una y otra? Si es esto, 
¿cuáles son los valores? Y si no, mostrar por qué no. 


1.18. La energía absorbida por un elemento de circuito está 
mostrada. ¿En qué tiempo está la energía neta en un máximo? 
¿Cuál es el máximo valor de la energía neta? 


p(w 


1(s) 


PROBLEMA P1.18 


1119. La energía neta f (1) en joules absorbida por un ele- 
mento es mostrada en la figura [ f (1) igual a energía neta des- 
de =-—oo al tiempo 1]. (1) = 6 sen Ff para O <= t= 3 y siendo 
después la pieza lineal mostrada. ¿Cuál es la potencia pico 
suministrada al elemento? ¿Cuál es la potencia pico disipada 
por el elemento? ¿Es esto un elemento pasivo o activo? 


(0) 


PROBLEMA P1.19 


1.20. Supongamos que un elemento cumple v = Ki” donde i y 
v satisfacen la convención de la señal pasiva, K > 0, y p es un 
número entero positivo. Encontrar esos valores de p para lo cual 
el elemento es pasivo. 


1.21. Un elemento tiene una potencia a razón de 1 kW. Si el 
elemento satisface la ecuación uv = 21 + di/dt, ¿cuál es el máxi- 
mo voltaje v(£) que necesitamos tener para atravesar el elemen- 
to si 1(t) = 4 cos 21 A? 


1.22. Un circuito interruptor se selecciona para abrirse si la 
corriente que atraviesa la fuente de voltaje alcanza los +20 A 
(Esto es, si | ¿| > 20). Si la energía neta suministrada por la fuente 
desde f = —<o al tiempo tes O para t< 1 s y 10(cos rt + 1) J para 
1 > 1 s, ¿el circuito interruptor alguna vez se activará? Si es así, 
¿cuándo se abrirá por primera vez? 


V 


12 V 


PROBLEMA P1.22 


1.23. Un cierto elemento con ¡ y v satisfacen la convención de 
la señal pasiva y obedecen a la ecuación (1) = j A v(tidt + i(to). 
deseamos suministrar a este elemento 5J de energía usando un 
voltaje constante entre £= 0 y £= 1 s. ¿Cuál debería ser el valor 
de este voltaje? ¿Cuál es la potencia pico que necesitamos su- 


ministrar? 


1.24. Una cierta batería con carga llena almacena +5 000 Cde 
carga. Si ¡(£) = 2e7! A (t medido en segundos). ¿Cuánto tiempo 
se necesitará si posteriormente la batería se descarga comple- 
tamente? 


1.25. Cuando es cargada completamente una batería de 
coche almacena carga dependiendo de la temperatura. Si 
go(T) =3+T + 15, donde gy(T) es la carga almacenada (uni- 
dades en kilocoulombs) y T es la temperatura Fahrenheit, 
¿cuánto tiempo necesitamos para intentar poner en marcha el 
coche en una temperatura de 100%F? Suponiendo que en cada 
intento nos lleva 10 s, jalando 90 A de corriente de la batería. 


1.26. Un tostador eléctrico está conectado al voltaje de línea 
v=115V2 cos 12071 V jalando una corriente de ¡ = 2 V2 cos 
120r1 A. ¿Cuáles son los valores mínimo y máximo de poten- 
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cia disipada del tostador? ¿Cuánto tiempo toma al tostador disi- 
par 6 000 J de energía? 


Problemas más complejos 

1.27. El potencial eléctrico en una distancia r a lo lejos de 
una cierta carga eléctrica es 20/r V (r en metros). ¿Cuánto tra- 
bajo se requiere para mover un +1-C de carga de 1 m de dis- 
tancia a 10 m? Si el movimiento fue hecho en una velocidad 
uniforme arriba de 9 s, ¿cuál podría ser la máxima potencia re- 
querida? 


1.28. El elemento mostrado tiene la relación v(t) = |i(£)| en- 
tre estos la corriente y el voltaje son variables. Esboza la po- 
tencia p(t) si ¡(£) = 10 cos 2rri. ¿Es el elemento activo o pasivo? 


y 


+ 
v 


PROBLEMA P1.283 


1.29. La potencia suministrada por una fuente de corriente in- 
dependiente es p(t) = 15e-2! sen 1 W para £ > 0. Si el voltaje que 
atraviesa la fuente es v(£) = 30e-* V para £ = 0, encontrar la fun- 
ción fuente ¿,(t) y determinar la energía total suministrada por la 
fuente para 0 =1< os, 


0 v 


PROBLEMA P1.29 


1.30. Determinar si el resto del circuito el cual describe la 
fuente en el problema 1.29 que está conectada es pasivo o acti- 
vo. Justifica tu respuesta. 
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El elemento en los circuitos más simples que se utiliza es la resistencia. Todos los con- 
ductores eléctricos exhiben propiedades características de una resistencia. Cuando fluyen 
corrientes por los conductores, los electrones que constituyen la corriente entran en colisión 
con la celosía o red de los átomos en el conductor. Esto impide o resiste el movimiento de 
los electrones. Mientras mayor sea el número de colisiones, mayor será la resistencia del 
conductor. En otros materiales la carga que llevan y el medio que los rodea pueden ser dis- 
tintos donde los electrones libres fluyen a través de celosías de cristal, pero el principio de 
movimiento de la carga se resiste y permanece igual. Consideraremos que una resistencia 
es cualquier dispositivo que posee una resistencia eléctrica. Materiales como éstos suelen 
utilizarse en la fabricación de resistencias que incluyen aleaciones metálicas y compuestos 
de carbono; en el caso de las resistencias éstos se depositan en substratos de circuitos- 
integrados (chips), semiconductores. 

En este capítulo, se introducen dos leyes generales que dominan el flujo de co- 
rriente y el patrón de voltajes en un circuito, éstas son la ley de corriente de Kirchhoff y 
la ley de voltaje de Kirchhoff. Después revisaremos la relación básica entre corriente 
y voltaje en resistencias, la ley de Ohm. Una vez que se conocen estas herramientas, se 
inicia el estudio del análisis sistemático de circuitos. Se introducen los conceptos funda- 
mentales de circuitos equivalentes. Las simplificaciones de que se dispone mediante el 
uso de circuitos equivalentes se descubren, por consiguiente, en el contexto de series en 
paralelo y de equivalentes de Thevenin-Norton. 


YES DE KIRCHHOFF ' 


Para propósitos del análisis de circuitos, un circuito eléctrico se describe con base en dos 
características específicas: los elementos que contiene y cómo se interconectan. Para deter- 
minar el voltaje y la corriente resultantes no se requiere nada más. 

En esta sección se consideran dos leyes básicas que determinó en 1847 el físico 
alemán Gustav Kirchhoff (1824-1887), quien en forma conjunta define cómo la inter- 
conexión de elementos los obliga a una posible corriente o voltaje. Estas leyes son válidas 
para circuitos que contienen elementos de todo tipo: resistencias, inductores, capacitores, 
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fuentes y otros. Estas leyes son la ley de corrientes de Kirchhoff y la ley de voltajes de 
Kirchhoff. Estas dos leyes de interconexión, junto con las leyes de elementos describen el 
comportamiento de cada elemento individual en el circuito, son todas las ecuaciones que 
se necesitan para el análisis sistemático de circuitos. La ley del elemento para una resistor 
y la ley de Ohm, se analizan en la sección siguiente, y los métodos de análisis sistemático 
de circuitos se estudian en el capítulo 4. 

Nuestro desarrollo en las leyes de Kirchhoff no incluye pruebas rigurosas. Éstas son 
mejor explicadas en el contexto del estudio de los campos electromagnéticos, la teoría en 
que se basan las leyes de Kirchhoff. Para propósitos de la teoría de circuitos, son suficientes 
la definición de leyes y la justificación de su uso. 

Un circuito consiste en dos o más elementos que se conectan mediante conductores 
perfectos. Los conductores perfectos son cables o alambres que permiten el flujo de co- 
rriente con cero resistencia (sin acumulación de carga o voltaje bajo a lo largo del cable, 
sin potencia o energía disipada). Para circuitos se define también que la energía puede 
considerarse como acumulada o concentrada, en forma completa en cada elemento del cir- 
cuito, por lo que también el circuito se denomina circuito de parámetros-concentrados. 

Un punto de conexión de dos o más elementos del circuito, junto con todo el cable! 
conectado sin lugares abiertos en este punto, se denomina nodo. En la figura 2.1(a) se 
muestra un ejemplo de un circuito con tres nodos. Hay dos formas de indicar los nodos 
en diagramas: encerrar en una línea punteada el nodo, como el nodo 1 y 3, o marcar con 
un punto en medio del nodo, como el nodo 2 de esta figura. Se puede utilizar cualquiera 
de los dos; es importante recordar que un nodo es todo el cable en contacto directo con 
un punto dado, por lo que dos puntos que son atravesados por un cable el cual está conec- 
tado a lo largo de éstos serán considerados partes del mismo nodo. Los puntos señalados 
como a y b en la figura 2.1(a) son parte del mismo nodo, designado como nodo 1. 
Estamos listos para estudiar todas las leyes importantes de Kirchhoff. 


FIGURA 2.1 (a) Circuito de tres nodos; (b) mismo circuito en otro dibujo. 


La ley de corriente de Kirchhoff (LCK) postula que: 


La suma algebraica de las corrientes que entran por cualquier nodo son cero. 


1 Los alambres de elementos que se conectan de manera frecuente se les llama “cables” aunque pueden tomar 
completamente diferentes formas físicas. Por ejemplo, las pistas de los circuitos-integrados (chips) son angostas 
y poco profundas, conducen canales llamados trazos depositados dentro del substrato del chip. 
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Por ejemplo, las corrientes que entran al nodo de la figura 2.2 son ¿,, 7, —¿3, e i¿ (ya 


* que ¿y sale, entonces —¿z entra). Por lo tanto, al aplicar LCK para este caso se tiene 


i1+1+(i)+i=0 


FIGURA 2.2 Corrientes fluyendo hacia un nodo. 


En apoyo al argumento, supongamos que la suma sea diferente de cero. En tal caso 
tendríamos 


i+i—i+i4=VWX0 


donde Y tiene unidades de coulombs por segundo y por tanto debe ser la razón de cambio 
con la cual las cargas se acumulan en el nodo. Sin embargo, un nodo consta de conductores 
perfectos y no puede acumular carga. Además, un principio básico de la física establece 
que las cargas no pueden crearse ni destruirse (conservación de la carga). Por tanto, nues- 
tra suposición no es válida, y Y debe ser cero, demostrando que la LCK es admisible. Por 
cada carga que entra al nodo, sale otra en forma inmediata, por lo que la corriente neta que 
entra y sale del nodo en un instante de tiempo es exactamente igual a cero. 

Existen varias formas de enunciar las LCK, lógicamente todas son equivalentes, pero 
cada una expresa una pequeña diferencia. Si multiplicamos ambos lados de la ecuación de 
la LCK por —1 obtenemos 


Ey) + Ela) + l3 + l4) =0 


Si examinamos esta ecuación, cada término del lado izquierdo es una corriente que existe 
en el nodo. Al generalizar llegamos a la segunda forma de la LCK. 


La suma algebraica de las corrientes que salen de cualquier nodo es cero. 


Después, volvemos a arreglar la ecuación anterior en la forma 
i++ i4=i 
donde las corrientes que tienen su dirección de referencia que entra al nodo son reunidas 


en un lado y las que salen del nodo en el otro lado. Todos los signos de menos desapare- 
cen, y obtenemos la tercer forma de la LCK. 


La suma de las corrientes que entran a cualquier nodo es igual a la suma de las 


corrientes que salen del mismo. 
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Dependiendo de la dirección de referencia de las corrientes que afectan a un nodo, 
una de estas tres formas puede ser utilizada de forma conveniente cuando es requerida una 
LCK. En general, una LCK puede ser expresada de forma matemática como 


donde ¡, es la n-ésima corriente que entra (o sale) del nodo y N es el número de corrien- 
tes de nodo. 


Como un ejemplo de la LCK, encontremos la corriente i de la figura 
2.3. Sumando las corrientes que entran al nodo, obtenemos 


S+i-(-393)-2=0 
o bien i¡=-6A 


Observemos que ¡es — 6 A que entran al nodo y es equivalente a 6 A 
que salen del mismo. Por tanto, no es necesario suponer la dirección 
correcta de la corriente cuando asignamos las direcciones de referen- 
cia de las corrientes variables. De todos modos llegamos a la respues- 
ta correcta al final. 

Podemos encontrar la corriente ¿ de una manera más directa si 
FIGURA 2.3 Ejemplo de la LCK. observamos, que si ¿ fluye entrando al nodo, debe ser igual a la suma de 
todas las demás corrientes si definimos que éstas fluyen saliendo del 
nodo (cambiando su dirección de referencia si es necesario), tenemos 


¡=-34+2+(-5) =-6 A 
la cual coincide con la respuesta anterior. 


Pasemos ahora a la ley de voltajes de Kirchhoff, la cual postula que 


La suma algebraica de los voltajes alrededor de cualquier trayectoria cerrada es cero. 


Para ilustrar lo anterior, apliquemos este postulado a la trayectoria cerrada abcda de la figu- 
ra 2.4, dando 


0 +%-u=0 


donde el signo algebraico de cada voltaje se ha considerado positivo al ir de + a — (de mayor 
a menor potencial) y negativo al ir de — a + (de menor a mayor potencial) al atravesar el 
elemento. 

Como en el caso de la LCK, supongamos temporalmente lo contrario, que la suma 
no es cero. Es decir 


-01+0-v=0X%0 


donde O tiene unidades de volts y es igual a la diferencia de potencial que pasa entre el 
* punto inicial y el punto final. Aunque esto es una trayectoria cerrada, los dos puntos son 
uno y lo mismo, además un nodo puede no tener diferencia de potencial en sí mismo. 
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+ Y - 


FIGURA 2.4 Voltajes alrededor de una trayectoria cerrada. 


Esta suposición es inválida, y la forma admisible de la LVK es demostrada. La LVK es una 
parte del principio general de física en el que la diferencia de potencial a lo largo de una tra- 
yectoria cerrada en algún campo de energía conservativo suma cero. Los campos eléctricos 
producidos en los circuitos de parámetros-agrupados son dichos campos, (por ejemplo) el 
campo de gravedad. Si exploramos a lo largo de una trayectoria con partes altas y bajas, la 
suma de todas las altitudes variables alrededor de una trayectoria cerrada son cero, por esto 
regresamos a la altitud (potencial gravitacional) en el que empezamos. 

Como en el caso de la LCK, hay dos declaraciones de importante valor de la LVK. 
Multiplicando cada lado en la suma de los bajos voltajes de la LVK por —1 obtenemos la 
suma de los altos voltajes. 


La suma algebraica de las caídas de voltaje a lo largo de alguna trayectoria ce- 
rrada es cero. 


La forma final de la LVK que se presenta cuando son encontrados los voltajes de + a — en 
la dirección del movimiento alrededor de la trayectoria cerrada son sumados en un lado de 
la ecuación y de — a + en el otro lado, como en la malla de la figura 2.4, nos da 


UV] + Uz = 0) 


La suma de las caídas de voltaje es igual a la suma de las elevaciones de volta- 
jes a lo largo de una trayectoria cerrada. 


En general la LVK puede ser expresada de forma matemática como 


donde v,, es el n-ésimo voltaje bajo (o alto) en una malla que contiene N voltajes. Los sig- 
nos de los voltajes son anotados como en las ilustraciones: positivo cuando pasan de + a — en 
la suma de voltajes bajos o cuando pasan de — a + en la suma de voltajes altos, y negativo 
cuando pasan en sentido opuesto. 
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Vamos a usar la LKV para encontrar uv en la figura 2.5. Empezando el 
recorrido de la malla en el sentido de las manecillas del reloj en el punto 
a, usando la suma de las caídas de voltaje de la LVK, tenemos 


-15+v+10+2=0 


o v=3 Y, Con un recorrido en sentido contrario a las manecillas del 
reloj desde el punto b, obtenemos 


+15-2-10-v=0 


da el mismo resultado. La suma de las elevaciones de voltaje altos 
nos da como resultado estas mismas dos ecuaciones, la primera 
empieza el recorrido en el sentido opuesto de las manecillas del reloj 
en el punto b, la segunda empieza su recorrido en el sentido de las 
manecillas del reloj en el punto a. Por último, igualando los voltajes 
de caída y de elevación en el sentido de las manecillas del reloj, te- 
FIGURA 2.5 Circuito que ilustra la LVK. nemos 


v+ 1042 =15 


De manera clara, ninguna de estas ecuaciones es más explicativa que las otras. Su 
elección es de conveniencia a la izquierda o de alguna convención arbitraria. Todas las for- 
mas son iguales, por lo que adoptamos la convención del uso de la suma de las caídas de 
voltaje que empiezan su recorrido en el sentido de las manecillas del reloj. 

Existe una situación común, sin embargo, donde la suma de las caídas de voltaje será 
muy útil. Supongamos que hay un simple voltaje desconocido en una malla, tal como v en 
la figura 2.5, el cual deseamos encontrar. Recorriendo la malla en la dirección + a— del vol- 
taje desconocido (en el sentido de las manecillas del reloj en la figura 2.5), sumando los 
voltajes de caída, igualándolos con cero y pasando todos los voltajes al otro lado de la ecua- 
ción a excepción del voltaje desconocido, tenemos 


v=+15-2-—10 


donde el valor de v puede calcularse de manera inmediata. Si examinamos esta ecuación, 
el lado izquierdo es el voltaje de caída que va del punto b al punto c, mientras que el lado 
derecho es la suma negativa de voltaje de caída que va desde c hasta b, en otras palabras, 
es la suma de caídas de voltaje entre el punto b al c por una ruta alternativa (en el sentido 
opuesto de las manecillas del reloj) badc. En realidad, la caída de voltaje entre dos nodos 
es el mismo a pesar de la trayectoria usada al calcularla, en el caso presente tenemos 


UV = Vbc = Uba “+ Vad + Ude 


o v=15-2-10=3V 


De este modo, usando el principio según el cual la caída de voltaje entre dos nodos es igual 
a la suma de caídas de voltaje entre los mismos nodos a lo largo de cualquier trayectoria, 
una malla que contiene un simple voltaje desconocido puede de manera conveniente 
resolver y encontrar dicho voltaje. 

Usando un mismo razonamiento, es fácil demostrar que una corriente deseada den- 
tro de un nodo es igual a la suma de las demás corrientes en el nodo, contando el flujo 
externo como positivo. Esto puede ser usado para encontrar una sencilla corriente des- 
conocida en un nodo y poder ser empleada para resolver el ejemplo final en la exposición 
de la LCK en esta sección. 
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Vamos a utilizar la LCK y la LVK para encontrar todas las corrientes y 
voltajes desconocidos en la figura 2.6. Sumando las caídas de voltaje 
alrededor de la malla derecha en sentido de las manecillas del reloj, 


1 +543+2=0 
0] vw =-10V 


Repitiendo para la malla izquierda, 
11—v-9-(-10)=0 
0) v, =12V 


En la ecuación de la malla izquierda tenemos que v, =-10 V. Podemos 
encontrar v, sin conocer v, por la ecuación dada de la malla externa: 


vw =-9+5+3+2+11=12V 


Aquí la caída de voltaje que pasa por un elemento se junta a la suma 
de caídas de voltaje entre los mismos dos puntos a lo largo de otra 
trayectoria. 


h 


SS Superficie S - 


FIGURA 2.6 Circuito para el ejemplo 2.3. 


Después determinamos las corrientes desconocidas. Desde la 
parte superior-izquierda del nodo, aplicando la LCK en que la suma 
de corrientes que entran es igual a la suma de corrientes que salen te- 
nemos 


la=6+(-3)=3A 
Desde el nodo inmediato a la derecha, tenemos 
l14=3+(-2=1A 


donde ¿, fluye hacia afuera, 3 A y 2 A fluyen hacia dentro (+2 A que 
salen es igual a -2 A que entran). Desde el lado superior-derecho del 
nodo, obtenemos 


is=2+(-1I)=1A 
mientras que desde la parte inferior derecha tenemos 


lg =1+(-10) =-9 A 
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Como final tenemos, 
i=itig=-8A 
y ig= A+ 101=-3A 


Observamos que estas leyes de Kirchhoff son indiferentes a los ras- 
gos de los elementos que se hayan en un circuito; ellas solamente le 
dan importancia a la topología de circuitos, es decir cómo están inter- 
conectados los elementos. 


Antes de concluir nuestro estudio de las leyes de Kirchhoff, observamos que si la 
suma de corrientes que entran a una región cerrada de un circuito, tal como está señalado 
por la superficie S de la figura 2.6, donde la carga no es cero, puede estar acumulada en al- 
gún lugar en esta área. Esto puede implicar una violación de la LCK en uno o varios nodos 
del área. Esto ilustra la forma generalizada de la LCK. 


La suma algebraica de corrientes que entran a una superficie cerrada es cero.! 


Aplicando la LCK generalizada al circuito de la figura 2.6 podemos sumar las co- 
rrientes dentro de la superficie S e igualarlas a cero, como 


6+ is) + (10) + ig) =0 


En el ejemplo 2.3, los valores de ¿sz e íz que fueron calculados usando la forma nodal de la 
LCK va aser is =1 Ac ig=-3 A, que es consistente con el resultado. 


EJERCICIOS 


2.1.1. Encontrar i; € >. 
Respuesta i¡=5A;i¿=-2A 


ú 


EJERCICIO 2.1.1 


2.1.2. Enel circuito del ejercicio 2.1.1, encontrar vz. 
Respuesta 12 V 


1 La superficie no puede pasar a través de un elemento, que es considerada a estar concentrada en un punto en 
las redes de parámetros-agrupados. 
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2.13, — Dibuje una malla que satisfaga la ecuación v¡- v¿+ v3— v4— 7 =0. 
Asuma que esta ecuación es la LVK en que la suma de las caídas de voltaje 
pasan en el sentido de las manecillas del reloj. 

Respuesta 


+ Eos A 


EJERCICIO 2.1.3 


FIGURA 2.7 Símbolo del 
circuito para la resistencia. 


Georg Simon Ohm (1787-1854), un físico alemán, tiene el crédito de la formulación de la 
relación corriente-voltaje en un resistor, basada en experimentos realizados en 1826. En 
1827 publicó los trabajos en una ponencia titulada “La cadena galvánica, tratada matemáti- 
camente”. Por su trabajo, la unidad de resistencia se llama ohm. Sin embargo, es una ironía 
que Henry Cavendish (1731-1810), un químico inglés, hubiera descubierto los mismos 
resultados 46 años antes. Si no hubiera omitido la publicación de sus hallazgos, la unidad 
de resistencia bien hubiera podido llamarse caven. 

La ley de Ohm postula que el voltaje a través de una resistencia es directamente pro- 
porcional a la corriente que pasa por la resistencia. La constante de proporcionalidad es el 
valor de la resistencia en ohms. El símbolo de circuitos de la resistencia se muestra en la 
figura 2.7. Para el elemento la corriente i y el voltaje v definidos para satisfacer la con- 
vención de la señal pasiva introducida en la sección 1.3 (la flecha indica la dirección de 
referencia de la corriente que entra y el signo más al final de la dirección de referencia del 
voltaje), la ley de Ohm es 


donde R = 0 es la resistencia en ohms. 
El símbolo utilizado para representar el ohm es la letra griega mayúscula omega (Q). 
Puesto que por (2.3), tenemos R = v/i también en forma dimensional, 


12=1V/A 


SiR=30 y v=6 V en la figura 2.7, la corriente es 


30 


Si R es cambiada a 1 k(Q (usando los prefijos de potencia a la 10 de la 
Tabla 1.1), entonces con el mismo voltaje llegamos a la corriente 
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FIGURA 2.9 Resistencia 
con variables ¡ y v, termi- 
nales sin cumplir la con- 


vención de la señal pasiva. 


El proceso se abrevia para anotar esto V/KQ = mA, V/MO = A, y así 
sucesivamente. 


Puesto que R es constante, (2.3) se describe una gráfica (i-v) de corriente-voltaje 
lineal, como está mostrado en la figura 2.8(a). Por esta razón, cuando una resistencia cum- 
ple la ley de Ohm se le llama resistencia lineal. Resistencias con características diferentes 
de ¡-v son llamadas resistencias no lineales. En las resistencias no lineales, la resistencia 
varía en función de la corriente que fluye a través de ellas. Un ejemplo sería una ordinaria 
lámpara incandescente, en la que se muestra su típica gráfica i-u en la figura 2.8(b). Dado 
que una serie de ecuaciones lineales son más fáciles de resolver que las serie de ecuaciones 
no lineales, la incorporación de resistencias no lineales dentro una red complica el análisis 
en forma drástica. 


(a) (b) 


FIGURA 2.8 (a) Gráfica ¡-v para un ejemplo de una resistencia lineal; 
(b) gráfica ¡- v para un ejemplo de una resistencia no-lineal. 


En realidad, todas las resistencias prácticas son no lineales debido a que la re- 
sistencia es afectada por condiciones tales como la temperatura, que se relaciona con la 
corriente que fluyó o fluye a través del elemento (cuando la corriente fluye ocasiona 
calor). Muchos materiales, sin embargo, se aproximan bastante a resistencias lineales 
ideales en un rango limitado de corrientes y condiciones ambientales. En este texto nos 
centraremos de manera exclusiva sobre elementos lineales, incluyendo resistencias li- 
neales (por lo que de aquí en adelante nos referiremos a ellas como “resistencias”). Im- 
plícito en la elección a concentrarnos en elementos lineales obtuvimos como resultado que 
nuestras ecuaciones y técnicas trabajarán solamente en un rango de operación limitado. De 
una resistencia de 1-kQ obtenida de un laboratorio se obtuvo 1 mA de corriente cuando 
se le aplicó un voltaje a través de una fuente de 1-V, pero no espere lo mismo en una 
resistencia de 1-k( en la que fluye una corriente de 1 kA y se excita con una fuente de 
alimentación de 1-MV. Con toda seguridad usted medirá cero corriente, debido a que des- 
pués de un impulso transitorio breve se quemará la resistencia dejando solamente un 
rastro de humo y un olor desagradable en el cuarto (o peor). 

Empezamos a considerar la forma normal la ley de Ohm v =Ri si la terminal varia- 
ble satisface la convención de la señal pasiva. Si elegimos exponer esta ley usando 
variables que violen la convención, la forma que tome la ley de Ohm cambiará. En la 
figura 2.9, suponemos que vamos a utilizar las variables i y v,, y también í y v que son 
usadas en la figura 2.7, como elementos de corriente y voltaje variables, donde v, = —u. 
Después, sustituyendo v, por v en v = Ri llegamos a la ley de Ohm v, = —Ri. Ambas 
v = Ri y esta última ecuación son expresiones válidas de la ley de Ohm. Para evitar el 
signo menos, tenemos que optar casi siempre por una corriente y voltaje variable del re- 
sistor satisfaga la convención de la señal pasiva. 
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En la sección 1.4, los elementos pasivos fueron definidos como aquellos incapaces 
de suministrar energía positiva neta. Para resistencias la potencia instantánea es 


donde v e ¡ tienen que ser asumidos a satisfacer la convención de la señal pasiva. Observe 
que, puesto que p es siempre positivo para un resistor (R = 0, y el cuadrado de i y v son 
además no negativos) entonces la energía neta disipada por un elemento, y la integral de 
esta potencia instantánea p, deben ser siempre no negativas. Así una resistencia en realidad 
satisface la definición de un elemento pasivo. Los resistores disipan, pero no suministran 
bajo ninguna circunstancia, potencia eléctrica o energía. 

Otra cantidad importante muy útil en el análisis de los circuitos es conocida como 
conductancia, definida por 


La unidad SI para la conductancia es el siemens, representado por S, en honor a los her- 
manos Werner y William Siemens, dos notables ingenieros alemanes de las pos- 
trimerías del siglo XIX. Así, 1 S = 1 A/V. (Otra unidad de conductancia, usada 
ampliamente en los Estados Unidos, es el mho, que es ohm escrito al revés. El símbolo 
para el mho es la omega invertida.) Al combinar (2.3) a (2.5), vemos que la ley de Ohm 
y las fórmulas para la potencia instantánea pueden ser expresadas en términos de con- 
ductancia como 


Los conceptos importantes de corto circuito y circuito abierto pueden ser defi- 
nidos en términos de resistencia. Un corto circuito es una resistencia de cero ohms, en otras 
palabras es un conductor perfecto capaz de llevar cualquier cantidad de corriente sin sufrir 
una caída de voltaje por donde pasa. Un circuito abierto es una resistencia de cero siemens 
de conductancia, en otras palabras es un perfecto aislante capaz de soportar cualquier volta- 
je sin permitir que fluya corriente a través de él. En forma clara de la (2.5), un circuito 
abierto es equivalente a una resistencia infinita o a un cable roto. Dos puntos pueden ser 
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corto-circuitados juntándolos con un cable, el que siempre vamos a asumir como conduc- 
tor perfecto. Vamos a poder abrir un circuito en estos puntos quitando todos los conductos 
que lleven corriente-directa entre ellos. 


Deseamos determinar la corriente ¡ y la potencia p absorbidas por una 
resistencia de 1-k(2 en la figura 2.10 y la energía que disipa cada me- 
dia hora. 

Puesto que i y uv juntos satisfacen la convención de la señal 
pasiva, vamos a utilizar la ley de Ohm en la forma u = Ri. Entonces 
¡= 10 V/1000 Q = 10 mA y p = vi =(10 V)(0.01 A), o 100 mW. Pues- 
to que esta potencia es constante cada media hora, el total de energía 
absorbida durante el periodo de ty a t, = ty+ (30 min)(60 s/min) s es, 
por (1.7), 


t] 


w(t1) — w(tp) = / pdt 


FIGURA 2.10 Circuito para el ejemplo 2.5. Y 


= (0.1 W)(1800 s) = 180 J. 


EJERCICIOS 


EJERCICIO 2.2.3 


2.2.1. El voltaje terminal de una resistencia de 10-k(2 es 5 V. Encontrar 
(a) la conductancia, (b) la corriente terminal, y (c) la potencia disipada. 
Respuesta (a) 0.1 mS; (b) 0.50 mA; (c) 2.5 mW 
2.2.2. Un cable largo lleva 3 A de corriente mientras que disipa 72 W. 
¿Cuál es la resistencia del cable y el voltaje bajo que cruza a lo largo de éste? 
Respuesta R = 8 (); v=24 V 
2.2.3. Encontrar (a) la corriente ¡ y (b) la potencia suministrada a los resis- 
tores si v=-100 V. 
Respuesta (a) +10A; (b) 1 kW al resistor de 100, 2 kW al resistor 


102 


de 5-1. 


E (corriente terminal) 
— 


(voltaje 
terminal) 


FIGURA 2.11 

Subcircuito de dos-termi- 
nales. La región sombreada 
puede contener cualquier 
interconexión de elemen- 
tos. 


Una estrategia general que vamos a utilizar en el análisis de circuitos eléctricos es la sim- 
plificación dondequiera que sea posible. Veremos cómo mover una parte de un circuito, 
reemplazando éste con subcircuitos sencillos que contengan algunos elementos, sin alterar 
la corriente o voltaje que salen de esa región. El circuito simple puede ser analizado, y sus 
resultados pueden igualmente aplicarse al circuito original complejo. Tal labor es posible 
cuando el circuito original y los subcircuitos reemplazados son equivalentes el uno al otro 
en un sentido específico el cual será definido. 

Un subcircuito es una parte de un circuito. Un subcircuito contiene un número de 
elementos interconectados, pero sólo dos terminales accesibles, por lo que es llamado 
subcircuito de dos-terminales. Ejemplos que incluyen elementos de dos-terminales están 
ilustrados en la figura 1.10 y cualquier circuito arbitrario en el que se tenga un par de cables 
se hará accesible para ser medido o para interconectarse con otros elementos. El voltaje que 
pasa a través y la corriente que entra en estas terminales son llamados voltaje terminal y 
corriente terminal del subcircuito de dos-terminales, como en la figura 2.11. 
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El comportamiento de un subcircuito de dos-terminales, que “hace” que cualquier 
circuito lo contenga, es descrito en forma completa por la ley terminal. La ley terminal está 
en función de la forma v =f(1) o i = g(v), donde ¡ y v son las variables terminales. 

Subcircuitos de dos-terminales que contienen solamente un simple elemento fueron 
introducidos en la sección 1.1. Para estos elementos sencillos del subcircuito, se les lla- 
mó elementos de dos-terminales, la ley de la terminal es también referida como la ley del 
elemento. La ley del elemento para una resistencia es la ley de Ohm, v =f(¿) =Ri [o i = 
£ (uv) = Gu]. La ley del elemento para la fuente de voltaje independiente de la figura 2.12(a) 
es, para la LVK, uv = v,. Esta ley del elemento es de la forma v = (1), donde la f(1) es la 
constante! igual a v,. La independencia del voltaje terminal v donde la corriente ¡ fluye a 
través de la fuente es lo que caracteriza a este elemento como una fuente de voltaje ideal. 
La ley del elemento para la fuente de corriente independiente como la mostrada en la figu- 
ra 2.12(b) es i = i, para la LCK. Una fuente de corriente independiente mantiene que esta 
corriente terminal ¡ se especifique como una función fuente con valor ¿,, a pesar de este 
voltaje terminal. 


1 t 


+ + 
v Ds v 


is 
(a) (b) 


FIGURA 2.12 Elementos de fuente independiente. v.,, ¡son las funcio- 
nes fuente y v, ¡las variables terminales. 


Las leyes de las terminales para las fuentes de corriente y voltaje ideal son especi- 
ficadas en términos de una sola terminal variable. Todos los demás elementos, tales como 
la resistencia y los subcircuitos con ciertos elementos, tienen leyes de terminales que son 
ecuaciones vinculadas a sus dos variables terminales. La ley de terminales es la necesaria 
para entender la acción de los elementos y los subcircuitos. 

Vamos al punto central de este tema. Subcircuitos con dos-terminales son consi- 
derados como equivalentes si tienen la misma ley de terminal. Un subcircuito con la ley de 
terminal v =f (1) y una segunda ley de terminal v =f,(1) son equivalentes si f, (1) =f2(1) 
para cada i, o si g¡(v) = g2(v) para cada v. 


Vamos a encontrar las leyes de terminales para los dos subcircuitos 
de la figura 2.13. Eso para 2.13(a) es claramente uv = 2í. En (b), por 
la ley de Ohm aplicada a cada resistor, vz; = 1, va, =i, y por la LVK, 
v=v), + uy 0 uv =i¿+i=2i. Puesto que las leyes de terminales son 
idénticas, los subcircuitos en equivalentes en realidad. 


1 Constante significa que no depende de í. Las funciones fuente v, e ¿, pueden siempre variar con el tiempo, 
y, = uv (1) e is= 0. 
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(a) (b) 
FIGURA 2.13  Subcircuitos equivalentes. 


El significado del concepto de equivalencia es que los subcircuitos equivalentes pue- 
den ser libremente cambiados sin alterar su corriente o voltaje externo. Suponemos que un 
circuito de dos-terminales A es movido desde un circuito a un subcircuito equivalente B 
insertado en este lugar como en la figura 2.14, Para alguna ecuación que tengamos que es- 
cribir para el circuito (a), debe de corresponder una ecuación idéntica y verdadera de (b). 
Por ejemplo, alrededor de la malla exterior vamos a tener para cualquiera de los dos casos 


vr+rvu=w-—vwx=0 


y reescribiendo esta ecuación en términos de corriente para aplicar las leyes de terminales 
tenemos, 


Sio+ f1(0) —5-4iy =0 


para (a) y 
Sot f(0)-5-41=0 
para (b) ha E h , 
— + E — EN 2 - 
A | i " 
+ + + 


FIGURA 2.14  Subcircuitos equivalentes intercambiados. 


Claramente, estas ecuaciones son idénticas solamente si los circuitos son equiva- 
lentes. Puesto que las ecuaciones corresponden a dos circuitos equivalentes y son idénti- 
cas, se necesitan sus soluciones. Concluimos que los circuitos equivalentes resultan en 
corrientes y voltajes iguales en un circuito al que ellos están conectados. 
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El concepto de equivalencia de circuitos nos demuestra su utilidad en simplificar 
problemas de circuitos. Procedemos por reemplazar algunos subcircuitos complejos por 
sencillos. Clases de circuitos equivalentes van a ser descubiertos en este capítulo inclu- 
yendo equivalentes serie-paralelo y Thevenin-Norton. La prueba para equivalencia siem- 
pre será identificada de las leyes de las terminales de dos subcircuitos. 

Mientras las corrientes y voltajes externos de subcircuitos equivalentes no cambian 
cuando uno es intercambiado por otro en algún circuito, el comportamiento interno de los 
equivalentes puede ser diferente por completo. Por ejemplo, en el caso anterior no hay un 
elemento en la figura 2.14(b) con el mismo voltaje terminal como el elemento en la figu- 
ra 2.14(a).Todo esto es protegido por su equivalencia es por esto que ellos pueden libre- 
mente intercambiarse en un circuito sin afectar alguna corriente o voltaje externo. Basado 
en sus efectos (corrientes y voltajes resultantes) en el resto del circuito, no hay forma de 
decir que haya dos equivalentes en el circuito. 

Por último, mientras haya una diferencia práctica entre los términos subcircuito y 
circuito, de las partes frente al todo, se aclarará a menudo de lo que se está hablando en 
el contexto. Dondequiera que esto ocurra, usaremos libremente el término circuito para 
referirnos a cualquiera de los dos ya sea un circuito completo o un subcircuito; así, de 
este modo utilizaremos los términos circuito equivalente y circuitos de dos terminales. 
Sólo donde sea necesario enfatizar la parte incompleta de un circuito usaremos el térmi- 
no subcircuito. 
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2.3.1. Encontrar las leyes de terminales para los dos circuitos dibujados. 
Respuesta (a) v=9i,; (b) v= (Q + R)i 


(b) 


EJERCICIO 2.3.1 


2.3.2, Encontrar el valor para R para que los dos circuitos del Ejercicio 
2.3.1 sean equivalentes. á 
Respuesta R=7 0 


2.3.3. Encontrar un equivalente del circuito de dos-terminales mostrado 


en 2.3.1(a) conteniendo solamente un simple elemento. 
Respuesta Resistor de 7 (2 
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EQUIVALENTES Y DIVISIÓN DE VOLTAJE 


Ahora que las leyes de Ohm y de Kirchhoff, así como la noción de circuitos equiva- 
lentes han sido introducidos, estamos preparados para analizar circuitos resistivos. Co- 
menzamos con un circuito sencillo, el cual definimos como aquel que puede describirse 
por completo por una sola ecuación. Un tipo, el cual será considerado en esta sección, es 
un circuito consistente en una sola trayectoria cerrada, o malla, de elementos. Por la 
LCK, cada elemento tiene una corriente común, digamos ¿. Entonces la ley de Ohm y la LVK 
aplicada alrededor de la trayectoria producen una ecuación en í que describe por com- 
pleto al circuito. 

Dos elementos contiguos se dice que están conectados en serie si en su parte de 
nodo común no tiene otras corrientes que entren a él. Elementos no contiguos están en 
serie si cada uno de ellos está en serie con el mismo elemento. También las cadenas de 
elementos en serie pueden formarse en cualquier longitud. Por ejemplo, en la figura 
2.15(a) las resistencias R; y R, están en serie debido a que ellos tienen un acceso único 
al nodo común; en forma similar, R, y Ry están en serie. Puesto que R, y Ry están ambos 
en serie con el mismo elemento R,, ellos están en serie tanto con uno como con el otro. 
Observamos esto, que por la LCK, elementos conectados en serie todos llevan la misma 
corriente. 


FIGURA 2.15 - (a) Circuito de malla-simple; (b) circuito equivalente. 


La redes de mallas-sencillas de esta sección consisten de manera íntegra de ele- 
mentos conectados en serie. Considerando el primer circuito de la figura 2.15(a). El primer 
paso en el análisis de éste o cualquier circuito es el asignar las variables de corriente o 
voltaje, poniendo nombres y dirección de referencia, a cada elemento. Puesto que todos los 
elementos en la malla están en serie, llevan una corriente común, la cual vamos a marcar 
como ¡ y le vamos a asignar la dirección de referencia en el sentido de las manecillas del 
reloj. Podemos tener asignado a ésta la dirección de referencia en sentido opuesto a las 
manecillas del reloj, tiene que ser de preferencia, al final para poder obtener las conclu- 
siones pertinentes. Esto nunca es necesario si de alguna manera sugerimos la dirección de 
referencia “correcta” en orden hasta llegar a la respuesta correcta. La elección opuesta de la 
dirección de referencia para i solamente nos dará el resultado con el signo opuesto cuando 
se calcule este valor. Por tanto para cada número de 1, T amps con el sentido de las ma- 
necillas del reloj es el mismo como —1 amps en el sentido opuesto de las manecillas del 
reloj, los dos resultados necesitan ser idénticos. 

Como siguiente vamos hacer que las variables de voltaje v,, vz y vz se asignen a los 
resistores R;, R,, R¿ de manera respectiva. Observamos que estas direcciones de referencia 
de voltaje escogidas tienen que satisfacer la convención de la señal pasiva en conjunto con 
la dirección de referencia de la corriente escogida para su corriente común ¿. Esto nos 
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permite utilizar la ley de Ohm para los resistores sin algún signo de menos. Aplicando la 
LVK, 


V=V0 +02 +03 


Aplicando la ley de Ohm a cada término en el lado derecho de esta ecuación y multipli- 
cándolos por el factor común i, 


v=(R¡ +Ra + Ra3)i (2.8) 


Después, conociendo la función fuente v, podemos resolver la corriente ¿ para la malla. 


] v 
i= == ——— 
Ri +R2+R3 (Q.9) 


Las ecuaciones (2.8) o (2.9) también cumplen la ley de terminales para el subcircuito de 
dos-terminales sombreado en azul en la figura 2.15(a), puesto que están ligadas a la corrien- 
te terminal í y al voltaje terminal v (por la LVK, v es tanto la función fuente de 
la fuente de voltaje como el voltaje terminal dentro de la región sombreada). Examinan- 
do la figura 2.15(b), la ley de la terminal de esta región sombreada es 


v=Ryi 


Comparando este resultado con la ecuación (2.8), observamos que estas leyes de termi- 
nales son idénticas; por tanto los dos circuitos sombreados de la figura 2.15 son equiva- 
lentes si R, es la suma de las tres resistencias 


Rs =R1+R2+R3 


De manera generalizada concluimos que, para N resistencias conectadas en serie tenemos, 


Una cadena de resistencias en serie es equivalente a una simple resistencia que es la suma 
de las resistencias en serie. Esta resistencia equivalente puede de forma fácil ser sustitui- 
do en cualquier circuito sin cambiar ninguna corriente o voltaje externo de los circuitos 
equivalentes de estos mismos. 

Continuando con nuestro análisis de la figura 2.15(a), sustituimos la corriente de la 
ecuación (2.9) en la ley de Ohm v, = R; para la primera resistencia, obtenemos 


eE Ri 
VU = E 
De manera similar, 
Va = Ro 
y vVy= yr 


Observamos que estos voltajes están en proporción a sus resistencias. Este es el principio de 
la división de voltaje: el voltaje que pasa a través de resistores en serie es divido en propor- 
ción directa a sus resistencias. Por esta razón, el circuito de la figura 2.15(a) se llama divisor 
de voltaje. Resistencias mayores tienen caídas de voltajes mayores en el divisor de voltaje. 
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Ejemplo 2.7 


FIGURA 2.17 Circuito de 
malla-simple 


Buscar los valores para R, y R, en la figura 2.16 si el voltaje que pasa 
por R, es de 8 V. Con v,= 8, por la LVK v, = 4. Puesto que R; y R) 
forman un divisor de voltaje, sus voltajes están en proporción a sus 
resistencias. Entonces una razón de voltaje de uv, /v, = 2 requiere una 
razón de resistencia Ry/R| = 2. Despejando R, tenemos que R, =2R,, 
por lo tanto obtenemos que R; = 1(2 y R,=2(. 


FIGURA 2.16 Ejemplo de divisor de voltaje. 


Como otro ejemplo, suponemos u = 120 sen £ V en la figura 2.17. 
Vamos a determinar la corriente de la malla, los voltajes resistivos, y 
la potencia disipada o entregada del elemento. Reemplazando las tres 
resistencias en serie por una equivalente de 60-£2, la corriente de la 
malla por la ley de Ohm es 


¡=120sen1/60=2sentA 


y los voltajes son 


v¡ =Ryi=60 sen 1 V 
vz = Rai = 40 sen t V 


vz = Ri = 20 sen t V 


Aunque no especificamos el uso del principio del divisor de voltaje, 
observamos que estos tres voltajes están en proporción a sus resis- 
tencias. 

Después calculamos las potencias. Puesto que v;, uv, y vz satis- 
facen cada uno la convención de la señal pasiva relativa a i, la poten- 
cia disipada para estos elementos es sólo su producto vi O 


py =vji = 120 sen? t W 
p,=uzi =80 sen? 1 W 
pz = ui =40 sen? 1 W 


Observamos que estas potencias disipadas son también propor- 
cionales a las resistencias. Estos resultados del principio del divisor de 
voltaje y de estos elementos en serie llevan una corriente común. Fi- 
nalizando, ¡ y v juntas violan la convención de la señal pasiva para la 
fuente (los puntos fuera de la dirección de referencia de la corriente, 
no están dentro del final del signo + de la dirección de referencia del 
voltaje). Así de este modo el producto vi significa que la potencia 
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instantánea es suministrada, y no disipada, por el elemento. Entonces 
la potencia entregada por la fuente es 


vi = 240 sen? ¿ W 
Por lo que la potencia entregada en este circuito es igual, en cada ins- 
tante de tiempo, de la potencia total disipada. Esto está ilustrado en el 


teorema de Tellegen, o conservación de la potencia eléctrica, la cual 
se estudia en el capítulo 10. 


En forma posterior vamos a considerar la conexión en serie de N fuentes de voltaje como 
en la figura 2.18(a). Por la LVK, el voltaje total v es la suma algebraica de todas las fun- 
ciones fuente: 


VU=051 +02 +++ UsNy 


Esto también es la ley de la terminal para un circuito de dos-terminales. Comparando la ley 
de la terminal v = v, para la figura 2.18(b), concluimos que estas dos son equivalentes si 


Us = Usi + 052 + cc + Usy 


Una cadena de fuentes de voltaje son equivalentes a una simple fuente de voltaje donde la 
función fuente es la suma algebraica de las funciones fuentes en serie. 


+ 
e 
+ 


(a) (b) 


FIGURA 2.18 (a) Fuentes de voltaje en serie; (b) circuito equivalente. 


Encontrar t. 

Puesto que las tres fuentes de voltaje están en serie, vamos a po- 
der reemplazarlas por una simple fuente equivalente. Con las direc- 
ciones de referencia como están indicadas en la figura 2.19, 


Vs = Vda = 74 184+5=16V 


donde vz = 16 = 4i, de este modo ¡ = 4 A. Observamos que tenemos 
que asignar la dirección de referencia opuesta para la función fuente 
v,, en el que en este caso podemos tener v, =-16 V y ug + v, = 0, de 
este modo vz = +16 V y otra vez tenemos í = 4 A. Esto no es nece- 
sario si suponemos la óptima dirección de referencia para una función 
fuente equivalente; tenemos que hacerlo para ambos casos. 
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(a) (b) 


FIGURA 2.19 (a) Circuito de malla-simple; (b) circuito equivalente. 


Por último, consideremos la interconexión en serie del último elemento encontrado 
en circuitos resistivos, la fuente de corriente. De la figura 2.20(a), tenemos ¿,¡ = 1 = ---= 
iy y en la parte superior del nodo ¡es igual a este valor común ¡=¿,¡. De la figura 2.20(b), 
observamos ¡ = ¡,, y los circuitos son equivalentes si la función fuente simple ¿, es igual al 
valor común de las funciones fuente de la corriente en serie. 


+ 


la 


e 


in 


(a) (b) 
FIGURA 2.20 (a) Fuentes de corriente en serie; (b) circuito equivalente. 


Pero, ¿qué pasará si las funciones fuente de la corriente en serie son dadas sin estar 
todas iguales? De manera aparente, se va a acumular carga en un nodo conectado a dos 
fuentes diferentes y la LCK va a ser violada. Sin embargo sabemos que esto no puede pasar, 
puesto que hemos acordado que esta LCK no puede ser violada por ningún circuito de 
parámetros-agrupados. Este es el caso de suposiciones matemáticas inconsistentes. Cual- 
quiera de las dos leyes de elementos dadas son incorrectas o la LCK es violada. Una vez 
que la inconsistencia matemática es descubierta en algún problema presentado, no hay nada 
más que hacer que anotar esto y detenernos. Ecuaciones inconsistentes no pueden ser re- 
sueltas. En la realidad, si tuviéramos conectado en serie dos fuentes de corriente con fun- 
ciones de fuente diferente, ellos no podrían comportarse como fuentes de corriente ideal 
donde sus corrientes fueran independientes de sus voltajes. Lo “dado” puede ser una parte 
de la ley del elemento, ocasionando las anteriores suposiciones de la consistencia. 

Concluimos que una cadena de fuentes de corriente en serie necesita tener funciones 
de fuente iguales, en que el caso de la cadena es equivalente a cualquiera de ellas. Si las 
funciones fuente dadas no son iguales, existe una inconsistencia matemática y el circuito 
no puede ser analizado. 
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EJERCICIOS 


2.4.1. Reduce el circuito a dos elementos equivalentes, encuentra ¿ y la 
potencia instantánea disipada por la fuente de 50-V. 
Respuesta 2-—4cos 2t A, 200 cos 2£ — 100 W 


100 cos 21 V 


EJERCICIO 2.4.1 


2.4.2, Encuentre R. 


Loa Respuesta 6 


2.4.3, Encontrar los valores para ¿,¡ y vs teniendo que v= 4 V. 
$ Respuesta —6 A; 0 V 


1V R (E) sv 
Do qe 


EJERCICIO 2.4.2 6A 1 v 


EJERCICIO 2.4.3 


Otro importante circuito simple es el circuito resistivo con un solo par de nodos. Sólo como 
circuitos de malla-simple producen en forma natural las interconexiones seriales y divi- 
sores de voltaje, circuitos con un solo par de nodos son mostrados en esta sección llegan- 
do a igualar las ideas prácticas de interconexión paralela y división de corriente. 

Dos elementos están conectados en paralelo si forman una malla sin contener otros 
elementos. Por la LVK, elementos en paralelo tienen el mismo voltaje que pasa por ellos. 
El circuito con un solo par de nodos de la figura 2.21 contienen tres resistencias y una fuen- 
te de corriente estando todos en paralelo, puesto que ningún par de los cuatro elementos 
forma una malla que contenga otros elementos. 
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FIGURA 2.21 (a) Circuito con un solo par de nodos; (b) circuito equivalente. 


Nombramos el voltaje común de estos elementos como v y definimos las corrientes 
resistivas a satisfacer la convención de la señal pasiva con respecto de v. Aplicando la LCK 
a la parte superior del nodo tenemos, 


i= 1 +12+1 


Usando la ley de Ohm en la forma ¡ = Gu para cada término en el lado derecho de la ecua- 
ción y multiplicándolo por el factor de voltaje común tenemos, 


¡ =(G¡ + G2+G3)u (2.11) 


donde cada conductancia G, es la inversa de la resistencia correspondiente R;. Entonces, 
conociendo la función fuente de corriente i, podemos resolver para u: 
a i 

G1+G2+6G5 
La ecuación (2.11) o (2.12) cumple también con la ley de la terminal para el circuito de 
dos-terminales sombreadas en azul en la figura 2.21(a), puesto que está ligada a la co- 


rriente terminal ¡ y el voltaje v. La ley de la terminal para el circuito sombreado en la 
figura 2.21(b) en términos de la conductancia G, = 1/R, es 


VU 


(2.12) 


i¡=GpU 


Comparando ésta con la ecuación (2.11), los dos circuitos sombreados de la figura 2.21 son 
equivalentes si G, es la suma de las tres conductancias. 


G, = G¡+G2+6G5 


Generalizando llegamos a la conclusión que para N resistencias conectados en paralelo, una 
serie de resistencias en paralelo son equivalentes a una resistencia simple en donde su 
conductancia es la suma de las conductancias paralelas. Para señalar la resistencia equi- 
valente tenemos 
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donde R, = 1/G, y recordando que R; = 1/G; para cada i, tenemos la ecuación (2.13) en tér- 
minos de las resistencias 


Una serie de resistencias en paralelo son equivalentes a una resistencia simple donde su 
valor es la inversa de la suma de las inversas de las resistencias en paralelo. 

Esta ley inversa-inversa tiene una forma uniforme simple cuando N = 2. En este caso 
(2.14) favorece 


Tor, 
Ro Ri Ra; 
Ri¡R> 
O R,= —— (2.15) 
P RI+R) 


La resistencia equivalente de dos resistencias en paralelo es el producto de sus resisten- 
cias divididas por la suma. Desgraciadamente, esta regla del producto-por-la-suma no se 
aplica de manera directa a la serie de más de dos resistencias en paralelo. En este caso, va 
a ser usada la ecuación (2.13) o (2.14). 

Observamos que por la ecuación (2.13) esta suma de resistencias en paralelo pueden 
solamente incrementar la conductancia equivalente, en otras palabras decrece la resistencia 
equivalente. Poniendo resistencias en paralelo reduce por debajo de esto la resistencia total 
de alguno de ellos de manera individual. Para N igual a R-( resistores en paralelo, por la 
ecuación (2.14) R, = R/N; en otras palabras poniendo N igual resistencias en paralelo redu- 
ce la resistencia por un factor de N. 

Continuando nuestro análisis de la figura 2.21(a), sustituimos el voltaje de la ecua- 
ción (2.12) en la ley de Ohm en la forma i, = Gu para el primer resistor, obtenemos 


is o (2.16a) 
De forma similar, 
S G». 
1= e (2.16b) 
G; 
la = —i 2.16c 
y l3 G/ ( ) 


Observamos que estas corrientes están todas en proporción a sus conductancias. Este es el 
principio de la división de corriente: la corriente que pasa por resistores paralelos se di- 
viden en proporción directa a sus conductancias. Por esta razón, el circuito de la figura 
2.18(a) es llamado divisor de corriente. Pequeñas resistencias (mayores conductancias) tie- 
nen mayores flujos de corriente en un divisor de corriente. 
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Para dos resistencias en paralelo, G, = G, + G, y las ecuaciones (2.16a) y (b) pueden 
ser reescritas en términos de las resistencias R, = 1/G,, R, = 1/G,, y R, = 1/G,, como en la 
ecuación (2.17a) 


R> 


a (2.17a) 
y 

: Ro, 

la = RR (2.17b) 


Para dos resistencias en paralelo, la corriente es dividida inversamente con sus resisten- 
cias. Observamos que hay que tener el mismo cuidado con esto que con la regla del pro- 
ducto-por-la-suma: éste trabaja sólo en el caso de dos resistores exactos en paralelo. 


Vamos a determinar cómo fueron entregados los 18 mA por una 
fuente divididos entre cuatro resistencias en la figura 2.22. Dadas 
sus resistencias, observamos que sus conductancias son G, =4 mS, 
G,=G;3¿=2mS8, y G¿= 1 mS. Después las corrientes van a ser, por 
el principio del divisor de corriente, en las siguientes proporciones 4 
a2a2a1,conR; teniendo la mayor corriente y R¿la menor. La con- 
ductancia paralela equivalente es la suma 


G,=4+2+2+1=9m8 


y por la ecuación (2.16), para este caso de las cuatro resistencias en 
paralelo tenemos, 


G¡ 4 
y = —i= (18 mA) =8 mA 
Í1 E gl ) m 
G, 2 
2 = Hi = (18 mA) =4 mA 
1) Es gl mA) 
G3 2 
ig = Hi = -(18 mA) =4 mA 
13 Gr gl ) m 
Ga 1 
la = —i=-(18 A) =2 mA 
la G/ gl mA) 
Observamos que estas corrientes están en proporciones previsibles 
(4:2:2:1). 
18 mA 


FIGURA 2.22 Ejemplo de divisor de corriente. 
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Continuando el ejemplo, vamos a ver cómo se divide la potencia. El 
voltaje v es encontrado desde la equivalente 


o dividiendo cualquiera de sus corrientes resistivas calculadas arriba 
por la conductancia de este resistor. Entonces observamos que este y 
y cada corriente resistiva en la figura 2.22 satisfacen la convención de 
la señal pasiva, la potencia disipada en R, es 


Pi = vi = Q V)GB ma) = 16 mW 


De manera similar, p, y pz son encontrados siendo 8 mW y p¿ es 4 mW. 
Girando a la fuente, puesto que v e i juntas violan la convención de la 
señal pasiva para la fuente, la potencia suministrada por el elemento (es 
algo más que disipada por) está dada por el producto vi 


vi = (2 V)(18 mA) = 36 mW 


Así, de este modo los 36 mW producidos por la fuente son divididos 
entre las resistencias que comprenden la corriente dividida en la mis- 
ma razón como las corrientes mismas, y la potencia suministrada es 
igual a la potencia disipada por el circuito entero. 


Continuamos considerando las fuentes de corriente conectadas en paralelo. Estudian- 
do la figura 2.23(a), 


l=i1 + 124: o +isn 


mientras, que para la figura 2.23(b), ¡ = i,. La ley de la terminal se identifica si 


ls =11 + 1924 + isn 


Una serie de fuentes de corriente en paralelo son equivalentes a una fuente de corriente 
simple donde su función fuente es la suma de las funciones fuente en paralelo. 


(b) 
FIGURA 2.23 (a) Fuentes de corriente en paralelo; (b) circuito equivalente. 


Encontrar vu e ¿, en la figura 2.24. 
Puesto que las dos fuentes de corriente están en paralelo, pue- 
den ser reemplazadas por una fuente de corriente equivalente como 
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24 A se 1892 


(a) (b) 


FIGURA 2.24 (a) Un circuito; y (b) su equivalente. 


la mostrada. Observamos que, con la dirección de referencia selec- 
cionada para la fuente equivalente, ¡, = +24 — 4 = +20 A. Los dos re- 
sistores en serie son equivalentes al resistor simple de 18-(2, que está 
entonces en paralelo con el resistor de 6-£2, y por la regla del pro- 
ducto-por-la-suma para dos resistencias en paralelo, 


_- 186 _ 9, 


Res = = 
STARS 2 


Entonces v = Regis = (9/20) =90 V e i, =—v/18 =-5 A. Observamos 
aquí el signo de menos en la ley de Ohm, puesto que ¡| fluye afuera 
del final positivo de v y este par de variables violan la convención de 
la señal pasiva. 


Finalizando, las fuentes de voltaje en paralelo son vulnerables a los problemas de in- 
consistencia matemática; esto lo observamos en la sección anterior con fuentes de corriente 
en serie. Si dos o más fuentes de voltaje en paralelo son todas iguales, podrán ser reem- 
plazados por una fuente simple equivalente de valor común, y si no son iguales, entonces 
habrá una inconsistencia entre la LVK y las leyes de los elementos para estas fuentes. Una 
serie de fuentes de voltaje en paralelo necesita tener iguales funciones fuente, en donde el 
caso de cualquiera de ellos serán equivalentes a la serie entera. Si las funciones fuente 
dadas no son todas iguales habrá una inconsistencia matemática y el circuito no podrá ser 


analizado. 
EJERCICIOS 
2.5.1. Encontrar Ryvusii=1A 
Respuesta 10; 4 V 
2.5.2. Determinar la resistencia equivalente de este circuito. 
+ Respuesta 3 0 
SA 0d) 42 » 


EJERCICIO 2.5.1 
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sov (+) 8n 


22 
Ñ Ñ NS - 


EJERCICIO 2.5.2 


2.5.3. Deseamos construir una resistencia equivalente 6/5-( colocando 
algún número de resistores N, de 100-£2 y algún número de resistores N, de 
68 <v 3-(2 todos en paralelo. ¿Cuántos se necesitan de cada uno? 
Ml Respuesta N¡ =50; N,= 1 
ji 2.5.4. Encontrar la resistencia equivalente vista por la fuente y utilizada 
por ésta para encontrar i, [;, y v. 


EJERCICIO 2.5.4 Respuesta 100; 8 A; 7 A; 56 V 


Los equivalentes series y paralelos descritos hasta este momento son limitaciones de ele- 
mentos del mismo tipo: resistencias en serie con otras resistencias, fuente de corriente en 
paralelo con fuentes de corriente. En esta sección vamos a desarrollar un par de equiva- 
lentes, llamados formas de Thevenin y Norton, conteniendo ambos, resistencias y fuentes. 
Son demostrados para ser de gran utilidad en la simplificación de cualquier análisis de 
problemas de circuitos. 

Consideremos el par de circuitos de dos-terminales mostradas en la figura 2.25. 
Aplicando la LVK a (a), 


v=-—Rri + ur (2.18) 
mientras que la LCK se aplica también a la parte superior del nodo de (b) obtenemos 


in=i+ 3 (2.19a) 


FIGURA 2.25 (a) Forma de Thevenin y (b) subcircuitos en la forma de Norton. 
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Resolviendo lo último para v, 
vV —Rni + Rynin (2.19b) 


Comparando la ley de la terminal para el circuito (a) dado en la ecuación (2.18) como con 
la (b) en la ecuación (2.19b), son idénticas y de este modo los circuitos son equivalentes si 
Ry = Ry y vr = Ruip. El circuito de la figura 2.25(a) es llamado la forma de Thevenin, una 
combinación en serie de una fuente de voltaje equivalente de Thevenin v, y una resistencia 
equivalente de Thevenin R», y en la figura 2.25(b) la forma de Norton, una combinación en 
paralelo de una fuente de corriente equivalente de Norton iy y una resistencia equivalente 
de Norton Ry. 


La forma de Thevenin con una fuente de voltaje vy y una resistencia en 
serie Ry es equivalente a la forma de Norton con una fuente de corriente ¡y y una 
resistencia en paralelo Ry, si 


(a) Ry = Ry, 
(b) UT = Ryvin 


(2.20) 


De nuestro tema anterior de equivalencias tratado en la sección 2.3, sabemos que dos 
subcircuitos equivalentes pueden ser fácilmente intercambiados en cualquier circuito sin 
alterar alguna corriente o voltaje externo de los subcircuitos. Si esto es a nuestro favor, 
podemos reemplazar la forma de Thevenin por la forma de Norton (o viceversa) antes de 
calcular la corriente o voltaje deseado. 

El siguiente ejemplo muestra cómo esto lo podemos hacer a nuestro favor. 


Encontrar ¿, en la figura 2.26. 

Primero, reemplazamos la forma de Norton a la derecha de la lí- 
nea punteada por su equivalente de Thevenin. Puesto que Ry=4 Qe 
i 22 iy = 1 A, para ser equivalente requerimos que Ry =4 (2 y vy = (4) 

(1) = 4 V. Realizando este intercambio, tenemos el circuito de la 
figura 2.27(a). Esta red de malla-sencilla puede ser nuevamente 
simplificada combinando las resistencias en serie y las fuentes en 
1A serie, obtenemos el circuito de la figura 2.27(b). Para este circuito, 
i, = 12/6 = 2 A. Observamos que estas simplificaciones en serie adi- 
cionales no son posibles antes de la transformación Thevenin-Norton. 


16V 


' 
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FIGURA 2.26 — Circuito para el ejemplo 2.11. 4 22 49 4 sn 


(a) (b) 


FIGURA 2.27 - (a) Circuito de la figura 2.26 después de la transfor- 
mación de Thevenin-Norton; (b) elementos en serie resumidos. 
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Como siguiente paso vamos a considerar un circuito resistivo con dos-terminales 
arbitrario con la ley de la terminal v = f(i) como está mostrado en la figura 2.28(a). 
Comparando la ley de la terminal con la forma de Thevenin. La ecuación (2.18), los dos 
circuitos de la figura 2.28(a) y (b) son equivalentes si 


F() =-—Rri +7 (2.21) 


(a) (b) 
FIGURA 2.28 (a) Circuito de dos-terminales; (b) forma de Thevenin. 


Dando (Ki), podemos encontrar el elemento superior (-Ry) y mientras los valores inter- 
ceptados de (uz) satisfacen este requisito la ley de la terminal v = f(i) describe una línea 
recta. Esto siempre será en el caso con circuitos resistivos de interés aquí, que sólo con- 
tengan resistores lineales y fuentes independientes. Estos resultados desde la linearidad de 
las leyes de Kirchhoff y las leyes de los elementos nos dan como conclusión que las com- 
binaciones de las ecuaciones lineales permanecen siempre de manera lineal. 

La ecuación (2.21) se concluyó por la selección de Ry y vr así, de este modo la parte 
superior de f(1) es igual a —Rr y la intersección es vy. La forma de Thevenin resultante, de 
la figura 2.26(b), es entonces equivalente al circuito dado, de la figura 2.26(a). El equi- 
valente de Norton puede ser encontrado hallando primero el equivalente de Thevenin y 
después realizar la transformación de Thevenin-Norton descrita por la ecuación (2.20). O 
el equivalente de Norton puede ser encontrado de manera directa igualando la parte supe- 
rior de f(i) a —R y y la intersección a Ryiy. 


Se requiere el voltaje uy de la figura 2.29(a). Primero simplificamos el 
circuito reemplazando el circuito del lado derecho de la línea pun- 
teada por su equivalente de Norton. Para hacer esto, calculamos su ley 
de la terminal. Por la LCK, 

1 =10+i-6=i+4 
y por la LCK 

v= Ai —8i, -2i +4 
Combinando ambas, tenemos la ley de la terminal 

v =-14 - 28 

Entonces por la forma de Thevenin equivalente tenemos que Ry = 14 (2 
y uy = 28 V, y por la forma equivalente de Norton tenemos que 


Ry = Ry = 14 0 e iy = vr/Ry = 2 A. Seleccionamos la forma de 
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+ 
(b) 


FIGURA 2.29 Circuito para el ejemplo 2.13. 


Norton y después el circuito es reemplazado, como se muestra en la 
figura 2.29(b). Este es un circuito simple del tipo de -un-solo-par-de- 
nodos, por la LCK 


Vo VO 
EAS 
271 


o uy = 42 V. 


Como ilustra este ejemplo, un circuito con varios elementos teniendo equivalentes de 
Thevenin y Norton puede llegar a tener sólo dos elementos. Si reemplazamos el circuito 
original por su equivalente de dos-elementos se tiene el efecto deseado de la simplificación 
del circuito, 

Si damos la ley de la terminal para un circuito, esto facilita el encontrar los equi- 
valentes de Thevenin y Norton. En ejemplos anteriores hayamos la ley de la terminal desde 
el diagrama de un circuito aplicando las leyes de Kirchhoff y las leyes de los elementos. 
Esto puede ser más conveniente para determinar de forma directa los equivalentes del dia- 
grama del circuito. Asignando i = 0 en la ecuación (2.21) tenemos, 


F(0) = uy (2.22) 


Por la ley de la terminal v = f(i), f(0) necesita ser el voltaje terminal del circuito dado 
cuando su corriente terminal ¡ sea cero. Puesto que ninguna corriente puede fluir si las ter- 
minales del circuito están abiertas, f(0) es llamado el voltaje del circuito-abierto y = Up 
del circuito, y vemos que por la ecuación (2.22) este voltaje equivalente de Thevenin uf 
es igual al voltaje del circuito-abierto del circuito. Si en cambio las terminales abiertas- 
del-circuito las corto-circuitamos fluirá una corriente de corto-circuito i = 1,,. Puesto que 
v=f(i), y a través de un corto circuito no hay voltaje v = 0, la ecuación (2.21) en el caso 
de un corto-circuito será 


O=- Ri, +7 (2.23) 
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que será resuelta por Ry. Combinando estos dos resultados, 


Dando un subcircuito con un voltaje v,¿ de circuito-abierto y una corriente ¿de 
corto-circuito, su equivalente de Thevenin puede ser encontrado de 


(a) UT=Vo0c Y 


(b) Ry =%.0 Asc 


(Q.24a) 


Utilizando la ecuación (2.20) no permite la traducción de estos resultados a la forma de 
Norton. 


Dando un subcircuito con un voltaje de circuito abierto v,, y una corriente de 
corto-circuito ¡,, sus equivalentes de Norton pueden ser encontrados de 


(a) in 5 Ls y 


(db) Ry =Voc/isc 


(2.24b) 


Encontrar los equivalentes de Thevenin y Norton para el circuito de la 
figura 2,30, 

Para encontrar v,,, asumimos que las terminales del circuito 
están abiertas, en otras palabras i = O. Después, sin corriente en el re- 
sistor 6-0, por la división de voltaje 


12 
Y = (55) 2 = 18 V 


y por la LVK alrededor de la malla izquierda v = v,, =0+18=18 V. 
Así, de este modo la fuente de voltaje equivalente de Thevenin es 
uy = 4, = 18 V. Para encontrar ¡,,, asumimos que las terminales están 


24N corto-circuitadas, v = 0. Después las dos resistencias agrupadas del 
lado izquierdo están en paralelo (forman una malla que no contiene 
otras caídas de voltaje), y por la regla de producto-por-la-suma 
1216 
FIGURA 2.30 Circuito para el ejemplo 2.14. Reg = a =490 


En este caso uy es, por la división de voltaje de 24 V entre los dos re- 
sistores de 4-(2, 


4 
Ue ATEN 


Puesto que v, es también el voltaje que pasa por el resistor de 6-( 
sobre estas condiciones de corto-circuito, por la ley de Ohm v, = 6i. 
Entonces, resolviendo para i = ¿,,, 
UY 12 

lsc 6 6 
Por lo tanto Ry = v,¿/i;. = 18/2 = 9 (2. La forma de Thevenin co- 
rresponde a la forma de Norton (Ry = Ry = 9 O, vz = v,, = 18 V, 
iy = i;, = 1/2 A) como está mostrado en la figura 2.31. 
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(b) 


FIGURA 2.31 (a) Equivalente de Thevenin; (b) equivalente de Norton. 


Hay otra forma de encontrar la resistencia común Ry = Ry en las formas de Thevenin 
y Norton, que es más fácil que calcular la razón del voltaje de circuito-abierto v,, y la co- 
rriente corto-circuitada ¡,,. Regresando a la ecuación (2.20) y recordando que f(¿) para cir- 
cuitos resistivos lineales describe una relación de línea-recta, observamos que si todas las 
fuentes internas independientes de un circuito se fijan a cero (se “suprimen”, para usar más 
terminología gráfica), esto puede hacer que la intersección de esta línea recta sea cero; esto 
es, la ley de la terminal v =—Ryi + vy llega a su forma simple v = —Ryi. Estos resultados nos 
demuestran que, en la ausencia de fuentes internas, el voltaje de circuito abierto v,, necesi- 
ta ser cero, puesto que no hay una fuente de potencia que se quede para crear algunas co- 
rrientes o voltajes en algún lugar del subcircuito. Entonces, con todas las fuentes internas 
suprimidas, y definiendo ¿' =-—¿, tenemos v =-—Ry/(-i”) o 


Ry =uli' lfuentes suprimidas Q.25) 


La ecuación (2.25) sugiere que Ry (o Ry) puede ser calculada como una resistencia que 
aparece en las terminales de una subred cuando todas las fuentes internas tengan que ser 
suprimidas. El signo cambia i' = —i siendo necesario crear un par de terminales variables 
(1', v) y que éstas satisfagan la convención de la señal pasiva así, de este modo la ley de 
Ohm se queda sin signo de menos. 

Observamos que estas fuentes suprimidas significan que están fijando sus funciones 
fuente a cero. Puesto que una fuente de voltaje de 0-V es sencilla en un corto circuito, fuen- 
tes de voltaje independientes que son suprimidas se reemplazan por cortos circuitos. De 
manera similar, puesto que una fuente de corriente de 0-A está en un circuito abierto, las 
fuentes de corriente independiente suprimidas son reemplazadas por circuitos abiertos. 


Considerando el circuito de la figura 2,30. Después de suprimir las 
fuentes internas, tenemos el circuito mostrado en la figura 2.32, La re- 
sistencia mostrada dentro de estas terminales es encontrada por la 
combinación de los resistores de 12-£2 y 4-(2 en paralelo en una 


i 
< 62 48 


ne 


e 


FIGURA 2.32 Circuito para el ejemplo 2.15. 
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equivalente simple de 3-(2 y sumando ésta a la resistencia de 6-0) 
dicha equivalente está en serie, con lo que obtenemos Ry = Ry = 9 £). 
Coincidiendo esto con nuestro cálculo anterior en el ejemplo 2.14, 


Encontrar las equivalentes de Thevenin-Norton para un circuito dado no es ni más ni 
menos difícil tan sólo hay que encontrar alguna de las dos de su voltaje de circuito-abier- 
to, corriente de corto-circuito, y mostrando la resistencia con las fuentes internas suprimi- 
das. Si los circuitos contienen varias mallas y nodos, esto todavía no puede dejarnos claro 
cómo encontrar estas cantidades. Los métodos sistemáticos para encontrar cualquier co- 
rriente o voltajes en algún circuito van a ser desarrollados en el capítulo 4. Por ahora nos 
conformamos con estar conscientes del poder de los equivalentes de Thevenin y Norton 
para simplificar el análisis de circuitos y ser capaces de calcular y además utilizar estas 
equivalentes en circuitos sencillos. 


EJERCICIOS 


2.6.1. Encontrar el equivalente de Thevenin del circuito de la derecha de 
la línea cd. 
Respuesta vy=6 V;Ry=1.5kQ 


2v 


EJERCICIO 2.6.1 
2.6.2. Repetir el ejercicio 2.6.1 para el circuito de la derecha de la línea ab. 
Respuesta vy=14 V; Ry=2k0 


2.6.3. Usar los resultados de los ejercicios anteriores para encontrar v;. 
Respuesta —1 V 


El comportamiento de un circuito eléctrico es una consecuencia de dos factores: los com- 
portamientos individuales de cada elemento que se hayan en el circuito, y la manera en que 
son interconectados. Hay dos leyes de interconexión, las leyes de corriente y voltaje de 
Kirchhoff. Cada tipo de elemento tiene sus leyes características del elemento (o ¿-v), una 
ecuación implica a sus terminales variables. Este capítulo introduce dos elementos, resis- 
tencias y fuentes independientes que, cuando son interconectados, forman circuitos resisti- 
vos. Otros van a ser introducidos en capítulos posteriores. 


m La LCK afirma que la corriente neta que entra a un nodo o región es cero. 


= La LVK afirma que la caída de voltaje neta alrededor de una malla cerrada es cero. 
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" La ley de i—u para resistencias, la Ley de Ohm, es v = Ri, en donde R es la resistencia en 
Ohms, y es válida mientras [ y v satisfacen la convención de la señal pasiva. 


" Las resistencias son elementos pasivos, esto es, no pueden suministrar potencia. 


" Dos subcircuitos son equivalentes si tienen la misma ley ¿-v. Subcircuitos equivalentes 
pueden de manera fácil ser intercambiados sin cambiar alguna variable externa. Son inclui- 
dos ejemplos de equivalentes serie-paralelo y Thevenin-Norton. 


" Son añadidas resistencia en serie y conductancia en paralelo. 


"La resistencia en paralelo cumple la ley recíproca-recíproca: la resistencia equivalente co- 
rresponde a la suma de las correspondientes resistencias en paralelo. 


"E Voltajes en serie se dividen en proporción a su resistencia, corrientes en paralelo se divi- 
den en proporción a su conductancia (o inversamente proporcional a su resistencia). 


E _ Una forma de Thevenin es la interconexión en serie de la fuente de voltaje y un resistor en 
un circuito de dos-terminales y una forma de Norton es la interconexión en paralelo de la 
fuente de corriente y un resistor. 


NH Cualquier subred de dos-terminales tienen una forma equivalente Thevenin y una forma 
equivalente de Norton. Éstas pueden ser encontradas determinando el voltaje de circuito- 
abierto, la corriente de corto-circuito, y la resistencia mostrada en el par de terminales. 


" Las transformaciones de Thevenin y Norton son útiles en reemplazar una región selec- 
cionada de un circuito para ser analizado por uno más sencillo sin que resulte algún cam- 
bio de corrientes o voltajes externos. 


Mientras que la LCK, la LVK, las leyes i-v y los subcircuitos equivalentes son introduci- 
dos aquí en el contexto de circuitos resistivos estudiados en el dominio del tiempo, estas 
ideas fundamentales pueden aplicarse igualmente para ensanchar nuestro alcance en capí- 
tulos posteriores a incluir otros tipos de elementos y otros dominios de análisis. 


PROBLEMAS 
2.1. Escribe la LCK para cada nodo. 


PROBLEMA P2.2 


2.3. Las ecuaciones de la LCK para un cierto circuito de tres- 
PROBLEMA P2.1 nodos son : 
Nodo 1: i, +i,-i3=0 
Nodo 2: —¿, —i¿-1¿=0 
Nodo 3: iz + ¿¿=0 
Dibuja el circuito, indicando las direcciones de referencia de las 
corrientes. 


2.2. Escribe la LCK para este nodo: 

(a) En la forma el total de las que entran es igual a cero. 
(b) En la forma el total de las que salen es igual a cero. 
(c) En la forma las que entran es igual a las que salen. 2.4. Escribe la LVK alrededor de cada una de las tres mallas. 
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PROBLEMA P2.4 


2.5, Escribe la LVK para esta malla: 
(a) En la forma el total de las caídas es igual a cero. 
(b) En la forma el total de los aumentos es igual a cero. 


En la fi l total de 1 Í igual al total de 1 - 
e SrDA ELIO de a Ae E Ieu oli econ 2.8. ¿Cuántas respuestas diferentes hay en el Problema 2.7 


anterior, en que LCK de cada nodo está dada la diferencia? 
Justifica. 


PROBLEMA P2.7 


2.9. En un circuito dado, suponemos que escribimos la LCK 
para cada nodo en la forma el total de las que entran es igual a 
- COro. 

(a) ¿En cuántas ecuaciones dando un elemento se presenta la 
corriente? ¿Con qué signos? Justifica. 

(b) Si todas estas ecuaciones son asociadas, ¿qué obtenemos? 

(c) Utilizar (b) para mostrar que la última ecuación del nodo es 
exacta a la suma negativa de todas las anteriores. 


2.10. Asignar nombres y direcciones de referencia; después 


escribir la LCK a cada nodo y la LVK alrededor de cada malla. 
PROBLEMA P2.5 


2.6. Asignar nombres y direcciones de referencia a todos los 
voltajes, después escribir la LVK para cada una las siete mallas 
de este circuito. 


PROBLEMA P2.10 


2.11. Asignar las direcciones de referencia del voltaje para 
cada resistencia cumpliendo con la convención de la señal pasi- 
va. Determinar cada voltaje sii, =2Ae¿i¿=4A. 


i 
IS 4Nn 


PROBLEMA P2.6 


2.7. Suministrar las direcciones de referencia siendo que estas 
ecuaciones de la LCK son todas válidas, y la convención de la 
señal pasiva se cumple en cualquier lugar. 

Í; + la => h = 0 

iy+ii5=0 

i¡+i-i=0 

is-i¿—-1i3=0 


ipri-i¿-1,=0 PROBLEMA P2.11 
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2.12. Asignar las direcciones de referencia del voltaje para los 
cinco elementos siendo que la caída de voltaje que pasa por 
cada elemento es positiva en la dirección del sentido de las 
manecillas del reloj; después, asignar las direcciones de refe- 
rencia de la corriente cumpliendo con la convención de la señal 
pasiva. 


49 32 


PROBLEMA P2.12 


2.13. Encontrar el v para cada subcircuito. En cada caso, 
R=1kx0 


pa 


0OmA 0mA 


— — 

+ - + 

y) R v R v 

» + —= 10mA 
—e 


(a) (b) (c) (d) 


pen, 


PROBLEMA P2.13 


2.14. Encontrar todas las corrientes y voltajes. 


5 sen 21 V 


PROBLEMA P2.14 


2.15. Determinar la potencia suministrada por, o disipada por, 
cada uno de los cuatro elementos en el circuito del problema 
2.14, 


2.16. ¿Mediante qué factor podemos aumentar la función 
fuente en el circuito del problema 2.14 si deseamos que se su- 
ministre el doble de potencia al resto del circuito? Justifica. 


Problemas 


2.17. Encontrar el v;, i, y la potencia producida (o disipada) 
por la fuente de voltaje de 7-V, 


PROBLEMA P2.17 


2.18. Diseñar un divisor de voltaje el cual entrega +3, +6, +12 
y +24 V, todos con una terminal negativa común. Todos los 
resistores necesitan ser números enteros múltiplos de 1 k(), y la 
fuente de voltaje debe de tener el mayor voltaje posible. 


2.19, Sielv,=10V y el v, = 20 V, encontrar la R, y la R,. 


PROBLEMA P2.19 


2.20. ¿Qué R necesito tener para fijar la resistencia equi- 
valente de este circuito a 300 (7 
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R 
ZE | 
R R 
PROBLEMA P2.20 


2.21. Encontrar ¿ y la potencia total disipada para este circuito 


sii =1A. 
i 
— 
42 
490 
1 
49 
428 


PROBLEMA P2.21 


2.22. Determinar la resistencia equivalente del circuito del 
Problema 2,21. 


2,23. Encontrar la ley de la terminal v = fi). Reescribir ya, 
que í= g(v). 


PROBLEMA P2.23 


2.24. Encontrar la ley de la terminal v = f(1). Reescribir ya, 
que í = g(u). 
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PROBLEMA P2.24 


2.25, Encontrar la ley de la terminal para este circuito. Obser- 
vando que sólo existe en este caso una de las dos formas v = (1) 
ei= el). 


PROBLEMA P2.25 


2.26. Un divisor de voltaje es construido utilizando una ba- 
tería de +24-V y resistores de 1-k(2. Diseñe un divisor de vol- 
taje con una salida de +18 V utilizando los menores resistores 
posibles. Diseñe otro con una salida de +18.1 V. 


2.27. Un divisor de corriente es construido utilizando una 
fuente de corriente constante de +2-mA y resistores de 1-M(). 
Diseñe un divisor de corriente con una salida de +1.5-mA. Dise- 
ñe otro con una salida de +1.51-mA. 


2.28. Si todos los resistores en un divisor de voltaje están en 
escala por el mismo factor a, ¿cómo afecta éste a los voltajes 
que pasan por ellos? ¿Cómo a las corrientes que pasan por 
ellos? ¿A la potencia? Utilice estos resultados para diseñar un 
divisor de voltaje usando una fuente de +5-V con salidas de 
+4.0, +3.0, y +1.5 V (todas con respecto a la terminal negativa 
común) y una potencia disipada de 1 mW. Empiece por consi- 
derar que R, es 1 (2; calcule las otras R en escala. 


+ 


+5 V 


+ 


+40V 
+30 V 


PROBLEMA P2.28 


2.29. Si las conductancias de todas las resistencias en un divi- 
sor de corriente están en escala por el mismo factor a:, ¿cómo 
afecta éste a las corrientes que pasan por ellos? ¿A los voltajes 
que pasan por ellos? ¿A la potencia? Utilice estos resulta- 
dos para diseñar un divisor de corriente usando una fuente de 
+1-A con salidas de 0.4, 0.3, y 0.1 A y una potencia disi- 
pada de 1 mW. Empiece a considerar que G, es 1 S; calcule las 
otras G en escala. 


PROBLEMA P2.29 


2.30. Encuentre el circuito equivalente de Thevenin 


PROBLEMA P2.30 


2.31. Encuentre el equivalente de Norton del lado izquierdo 
de ab, después el equivalente de Thevenin del lado izquierdo de 
cd, después el equivalente de Norton del lado izquierdo de ef. 
Como punto final hay que encontrar v teniendo que simplificar 
todo a un circuito de dos-nodos. 


Problemas 


PROBLEMA P2.31 


2.32. Suponer que las leyes de las terminales para N, y N, son 
v=-—2i+1 y y = Ai-— 7. Encontrar el equivalente de Thevenin 
si N, y N, se encuentran en serie, 


PROBLEMA P2.32 


2.33. Diez copias idénticas de un subcircuito N con la ley de 
la terminal i = g(v) =— + v + 2 están puestos en serie. Encontrar 
la ley de la terminal del subcircuito nuevo y su equivalente de 
Norton. 


PROBLEMA P2.33 


2.34, Utilice las series de transformaciones de Thevenin- 
Norton y serie-paralelo para reducir este circuito mostrado a un 
circuito sencillo de dos-nodos. ¿Cuáles variables del circuito 
original permanecen inmóviles en el circuito simple? 
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22 22 


PROBLEMA P2.34 


2.35. Encuentre el equivalente de Thevenin para este circuito; 
primero encuentre y utilice el equivalente de Thevenin de la 
fuente de corriente y sus resistores en paralelo. 


PROBLEMA P2.35 


2,36. Encuentre el equivalente de Norton del subcircuito del 
Problema 2.35, 


2.37.  N cumple con la ley de la terminal v=-—7i + 4. Encontrar 
las equivalentes de Thevenin y Norton para este circuito dado. 


PROBLEMA P2.37 


2.38. ¿Bajo qué circunstancias existe el equivalente de The- 
venin de un subcircuito dado, pero no existe el equivalente de 
Norton? Dé un ejemplo. 


2.39, ¿Bajo qué circunstancias existe el equivalente de Nor- 
ton de un subcircuito dado, pero no existe el equivalente de 
Thevenin? Dé un ejemplo. 
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2.40. Encuentre el equivalente de Thevenin de todo el circuito 
a excepción del resistor R-ohm. Después encuentre R siendo 
quei=1A. 


22 8a 


OE 89 


PROBLEMA P2.40 


2.41. Encuentre el equivalente de Thevenin de este subcir- 
cuito. Utilice esto para demostrar que las resistencias en parale- 
lo con las fuentes de voltaje no tienen efecto en el resto del 
circuito. Encuentre una relación similar que involucre resistores 
y fuentes de corriente. 


PROBLEMA P2.41 


2.42. Encuentre v. Utilice una transformación de Thevenin- 
Norton para ayudarse. 


62 8Q y 


PROBLEMA P2.42 


2.43. Encuentre un valor para R siendo que ¿= 1 má. 


Í e] | 
1kQ 
PROBLEMA P2.43 


2.44. Encuentre los equivalentes de Thevenin y Norton. 


12v 


PROBLEMA P2.44 


Problemas más complejos 


2,45. Un cierto circuito tiene 7 elementos y las ecuaciones 
obedecen la LCK 

i= 

la = iz = la 

l7 = Í + ls 

ij+ig+ti=0 

(a) Dibuja el circuito, colocando las corrientes ¿,, ¿>, ..., Ey y los 
voltajes v;, ..., 7. Define que los voltajes de cada elemento 
cumplen con la convención de la señal pasiva. 

(b) Escribe las tres ecuaciones distintas de la LCK para este cir- 
cuito. 

2.46. (a) Encuentre la ley i-v uv, = f,(1,) para el circuito 
mostrado en (b). 

(b) Si v, = 31, —sen £, los nodos a-a' están conectados juntos, y 
los nodos b-b' están conectados juntos, encuentre i, y uv». 


Problemas 


» 6A 48 


1 


(b) 


PROBLEMA P2.46 


2.47. Utilizando algún número de resistores de 10 (2, diseñe 
un subcircuito donde su resistencia equivalente sea 144.7 (). 


2.48. Una corriente total de 20 A se divide entre 3 resistores 
como se muestra. Si el mayor es R, = 1 kQ, encuentre R, y Ry 
siendo que los 12 A fluyen a través de R; y R, = 2R3. 


PROBLEMA P2.48 


2.49. Dibuje los equivalentes de Thevenin y Norton del cir- 
cuito mostrado. 


3V 


492 292 


PROBLEMA P2.49 
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E piensa 
operacionales (Op Amps). 


. La más básica y amplia nente utilizada de todas las leyes de electricidad, la Ley de | 
. Ohm, fue publicada . en 1827 por el físico: alemán Georg Simon Ohm, en su gran 
obra La cadena galvánica, tratada matemáticamente. Sin la Ley de Ohm, no 
: podríamos « analizar: ni siquiera la cadena galvánica más simple (circuitos eléctricos), E 
pero al momento de su publicación, la obra de Ohm, fue denunciada a los críti- 
Cos como “una red de veleidades desnudas”, a “Único ES era. “apartarse En 
E e la dignidad de la naturaleza”... . a 
E - Ohm nació en Erlangen, Bavaria, y fue el progánia de siete Jujos en nd E 
E familia: de clase media baja. Fracasó en sus estudios en la Universidad de Erlangen, | 
- peroen 1811 regresó y recibió su doctorado y el primero de una serie de puestos de 
enseñanza de matemáticas, todos ellos modestos y mal pagados. Para mejorar su 
-- situación, se inició en la investigación eléctrica aprovechando cualquier. oportu- o 
nidad permitida por. sus labores. magisteriales, y sus actividades culminaron en su 
- famosa ley. A pesar de las erróneas críticas de su: obra, Ohm recibió durante su vida | 
la fama que le fue debida, La Real Sociedad de Londres le otorgó la medalla Cople: A 
—en1841, y la Universidad de Munich le otorgó el puesto de profesor de física en: o 
1849. Fue también honrado ad cuando se: as el ohm como unidad de 
o «resistencia eléctrica. E . 
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Las fuentes de voltaje corriente de los capítulos 1 y 2, son fuentes independientes, como se 
definió anteriormente en la sección 1.4. También tenemos fuentes dependientes que son su- 
mamente importantes en materia de circuitos, particularmente para comprender los cir- 
cuitos electrónicos (circuitos que contienen elementos como transistores o bulbos que 
necesitan ser conectados a fuentes de poder). En el presente capítulo, definiremos las fuen- 
tes dependientes y consideraremos un elemento adicional de circuitos, el amplificador 
operacional u op amp. Las fuentes dependientes son vitales en el diseño de amplificadores 
electrónicos y una gran variedad de otros circuitos de gran interés práctico. Los op amps se 
comportan como fuentes dependientes y son una forma conveniente de satisfacer el requi- 
sito de fuentes dependientes en estos circuitos. 

En primer lugar, analizaremos unos cuantos circuitos simples que contienen resis- 
tencias y fuentes, tanto dependientes como independientes. Como veremos, el análisis es 
muy similar al que se realizó en el capítulo 2. Luego volveremos nuestra atención al op amp 
y su comportamiento como elemento de circuito lineal. Se presentarán modelos ideales y 
no ideales de op amps y se explorarán los usos de estos modelos en el análisis de circuito 
de op amp. Se presentará un conjunto de circuitos de unidades de op amp, circuitos fácil- 
mente analizables de los que puede construir comportamientos de circuitos complejos me- 
diante su combinación. El capítulo concluye con una revisión de los op amps prácticos en 
el mundo real de paquetes físicos, limitaciones finitas y límites ambientales. 


Una fuente de voltaje dependiente o controlada, es una fuente cuyo voltaje entre terminales 
depende de, o está controlado por un voltaje o corriente definido en otro lugar del circuito. 
Las fuentes de voltaje controladas están categorizadas por el tipo de variable de control. Una 
fuente de voltaje controlada por voltaje (FVCV) está controlada por un voltaje, y una fuente 
de voltaje controlada por corriente (FVCC) está controlada por una corriente. El símbolo para 
una fuente de voltaje dependiente con una función de fuente v, aparece en la figura 3.1 (a). 
y Una fuente de corriente dependiente o controlada, es una fuente cuyas corrientes 

(a) Fuente de voltaje y : ; ; : 
dependiente; (b) fuente de dependen de, o están controladas por, un voltaje o corriente definidos en otro lugar del cir- 
corriente dependiente. cuito. Una fuente de corriente controlada por un voltaje (FCCV) es controlada por un 
voltaje y una fuente de corriente controlada por corriente (FCCC) está controlada por una 


(a) (b) 
FIGURA 3.1 
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corriente. El símbolo para una fuente de corriente dependiente con un valor (fuente de fun- 
ción) i, aparece en la figura 3.1(b). 

La figura 3.2 ilustra los cuatro tipos de fuentes controladas lineales, y muestra el 
voltaje o corriente del que dependen. Las cantidades y y fB son constantes adimensionales, 
designadas comúnmente como ganancia de voltaje y ganancia de corriente, respectiva- 
mente. Las constantes r y g tienen dimensiones de ohms y siemens, unidades de resisten- 
cia y conductancia, y por consiguiente son designadas respectivamente transresistencia y 
transconductancia el prefijo trans, es para recordarnos que la corriente y el voltaje no son 
medidos en el mismo lugar. Estos cuatro parámetros miden cada uno la proporción de la 
variable de control producida por unidades de variable de control. 


“o 
+ + + 
Y vV=pv] il, v=ri; 
po ri] 
o ———= 
(a) (b) 
i=gv i= Bi, 
<= <— 
oo 
+ 
Y il 
811 Bi; 
9 


(e) (a) 
FIGURA 3.2 (a) FVCV; (b) FVCC; (c) FCCV; (d) FECC. 


Las fuentes dependientes no lineales son aquellas en donde la variable controlada no 
es simplemente proporcional a la variable de control, como en las fuentes dependientes 
lineales descritas anteriormente. En el presente texto, nos interesaremos únicamente en el 
estudio de los circuitos lineales, y por consiguiente, las fuentes controladas no lineales no 
se volverán a considerar. 

Como ejemplo de un circuito que contiene una fuente dependiente, en la figura 3.3 
tenemos una fuente independiente, una fuente dependiente y dos resistencias. La fuente de- 
pendiente es una (FVCC) con corriente de control ¡, y transresistencia r = 0.5 (2. Nótese 
que si ¿, fuera redefinida como la corriente que fluye hacia abajo por el ramal derecho de 
este circuito, en lugar del ramal medio, la fuente controlada sería entonces un elemento 
cuyo voltaje sería 0.5 veces su propia corriente, y por consiguiente, sería idéntica a una 
resistencia ordinaria de 0.5-(2. Esto ilustra que solamente si la variable de control está si- 
tuada en otra parte del circuito, entonces el elemento debe ser representado verdadera- 
mente como fuente controlada. 

Las fuentes dependientes son esenciales para producir amplificadores, circuitos que 
producen salidas más potentes que sus entradas. También son integrales a los filtros activos 
(que se estudiarán en el capítulo 14) y para circuitos electrónicos de todo tipo. Entre la mul- 
titud de sus usos importantes, las fuentes dependientes son utilizadas para evitar la sobre- 
carga, para aislar una parte del circuito de la otra, y para obtener exóticos comportamientos 
como resistencia negativa. Como vimos en el capítulo 2, el resistor es un elemento pasi- 
vo con resistencia positiva. Sin embargo, mediante las fuentes dependientes, podemos 
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FIGURA 3.3 Circuito que contiene una fuente dependiente. 


crear circuitos que presenten resistencia negativa como lo veremos posteriormente (ejer- 
cicio 3.2.3). 


JENTES DEPENDIENTES 


Los circuitos que contienen fuentes dependientes son analizados del mismo modo que 
aquellos que no poseen fuentes dependientes. Pueden aplicarse todas las herramientas pre- 
sentadas en el capítulo 2, las leyes de voltaje y corriente de Kirchhoff, la ley de Ohm para 
resistencias, equivalentes en series-paralelo, equivalentes de Thevenin-Norton y divisores 
de voltaje y corriente. En el capítulo 4, desarrollaremos resistencias sistemáticas para uti- 
lizar estas herramientas, siguiendo un plan paso a paso que nos permitirá resolver cualquier 
variable en cualquier circuito. Por ahora, nos conformaremos con utilizar las herramientas 
del análisis del circuito sobre una base “ad hoc”, y limitar nuestro tratamiento a circuitos 
relativamente pequeños. 


Obténgase la corriente ¡ en la figura 3.4. La fuente dependiente es una 
FVCV con ganancia de voltaje de +3 controlada por el voltaje v;. 

Aplicando la ley de voltaje de Kirchhoff (LVK) alrededor del 
circuito obtenemos 


—u1 + 3u, +6=6 ES) 
y por la ley de Ohm 
vy = 2i) =-2i (3.2) 


Utilizando (3.2) podemos eliminar v;, de (3.1), lo que resulta en 


FIGURA 3.4 Ejemplo de fuente dependiente. 221) + 61 =6 


o ¡= 3 A. Por consiguiente, la fuente dependiente complicó el pro- 
cedimiento, pero sólo en la medida en que se requirió la ecuación adi- 
cional (3.2). 

Utilicemos este ejemplo para considerar además el significado 
de la ganancia de voltaje p. Teniendo la ganancia de voltaje de 3, he- 
mos determinado que la corriente ¡ es de 3 A. Si esta ganancia se 
duplicara, simplemente reemplazaríamos 3v, por 6v, en (3.1), y re- 
petiríamos los pasos subsiguientes para obtener ¿ = —-1.5 A. Previa- 
mente se definió que el parámetro de fuente controlada (pL, B, r, o 2) 
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multiplica el tamaño de la variable controlada por unidad de variable 
de control. Esto no implica que los voltajes y corrientes del circuito 
se multipliquen en la misma proporción. Al duplicarse la ganancia de 
voltaje en este ejemplo, se modificó ¡ de 3 A a-—1.5 A, en tanto que 
el voltaje controlado (voltaje de terminal FVCV) invirtió el signo, 
pero no modificó su magnitud. Lo único que se duplicó fue la pro- 
porción del voltaje controlado por unidad de voltaje de control, y no 
una corriente o voltaje en particular. 


EJERCICIOS 


3.2.1. Enel circuito de la figura 3.4, añádase una resistencia de 18-42 para- 

lelo con la resistencia de 6-£2 dado, y obténgase i, v,, y la resistencia vista por 

la fuente independiente (es decir, la resistencia que, al unirse a través de la fuen- 

te independiente en lugar del resto del circuito, tendría la misma respuesta i). 
Respuesta 12 A; -24 V; 0.5 Q 


3.2.2.  Obténgase la ganancia de corriente f que resulta en v= 8 V. 
Respuesta 1 


3.2.3. Enel circuito del ejercicio 3.2.2, cámbiese la resistencia de 2-0 a 
EJERCICIO 3.2.2 12 (2 y obténgase la resistencia vista por la fuente independiente para B = 2 
(ver el ejercicio 3.2.1 para una definición de “resistencia vista”). Nótese que 
es posible una resistencia negativa, únicamente cuando está presente una 
fuente dependiente. 

Respuesta -12 Q 


Una fuente dependiente tiene la importante capacidad de generar una corriente o voltaje 
que es una versión amplificada de su variable de controladora. Un elemento de circui- 
to práctico que representa esta capacidad es el amplificador operacional (op amp), definido 
como un dispositivo electrónico que bajo las circunstancias adecuadas se comporta como 
una fuente de voltaje controlada por voltaje (FVCV) con una ganancia sumamente eleva- 
da. El símbolo de circuito para el op amp aparece en la figura 3.5(a). La terminal marcada 
por un signo positivo en el símbolo del circuito, se conoce como entrada no inversora, la 
entrada de inversión mediante el signo menos, y la terminal no marcada es la salida. Los 


(a) (0) 
FIGURA 3.5 Amplificador operacional (op amp): (a) símbolo de 
circuito; (b) corrientes y voltajes. 
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FIGURA 3.6 Símbolo de 
circuito alternativo para el 
op amp. 
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voltajes en estos tres nodos, v;], U¡2 Y U,, Tespectivamente, están todos definidos en relación 
a tierra, un nodo que generalmente se omite del símbolo de circuito del op amp, pero que 
es parte de todo circuito op amp. El voltaje de entrada del op amp, o voltaje a través de las 
terminales de entrada del op amp, es 


Vin = Uy — Uy 


A veces se añade un cuarto cable al símbolo de circuito, como se muestra en la figura 3.6, 
para mostrar explícitamente la conexión al nodo de tierra. Adoptaremos la convención de 
tres cables de la figura 3.5(a) al dibujar op amps en circuitos. 

Puesto que el op amp es un dispositivo electrónico, debe conectarse correctamente 
una fuente de poder del régimen adecuado para darle energía. Esta es una de las “cir- 
cunstancias adecuadas”, requeridas en la definición para obtener un comportamiento útil 
del op amp, y estas consideraciones serán discutidas brevemente en la sección 3.7. Aunque 
los circuitos de op amp con buen comportamiento no pueden ser construidos y operados 
físicamente sin la debida consideración a la forma en que púeden asegurarse estas circuns- 
tancias adecuadas, el comportamiento de los op amps como elementos de circuitos lineales 
pueden analizarse suponiendo que esto ya ha sido hecho. Una discusión satisfactoria de 
estas condiciones, y cómo satisfacerlas, debe ser diferida a un curso de electrónica, que con 
frecuencia sigue cursos de circuitos básicos como el presente. Para nuestro propósito de 
comprender cómo se comportan los op amp en circuitos lineales, supondremos que el 
entorno adecuado para este comportamiento fue establecido en todas las redes de op amp 
que analizaremos. En particular, puesto que las fuentes de poder nos ayudan a establecer 
estas circunstancias, pero por otra parte no influyen en el comportamiento lineal del op 
amp, por lo general se omitirán de los diagramas de circuito con op amps. 

Bajo las condiciones de operación adecuadas, presumiblemente un op amp se com- 
porta como una FVCV con alta ganancia. El modelo de circuito más simple para un op 
amp, llamado modelo de amplificador ideal de voltaje ideal y que aparece en la figura 3.7, 
consiste únicamente en una FVCV y un cable de conexión. Nótese que este modelo mues- 
tra que v,, el voltaje de salida del op amp, está controlado por v;y, la diferencia entre los 
voltajes de las terminales de entrada del op amp. La ganancia de voltaje A dicta el grado de 
amplificación del voltaje de entrada al pasar por el op amp (proporción de v, contra v;). 
Con frecuencia se designa a A como la ganancia de trayectoria abierta del op amp. Esta 
nomenclatura se relaciona con el concepto de retroalimentación que se discutirá en la si- 
guiente sección. Como veremos, los op amps son frecuentemente utilizados en configu- 
raciones donde la salida del op amp está conectada de vuelta a la entrada. Estos circuitos 
se conocen como trayectoria cerrada, y en general tienen diferentes ganancias (proporción 


Capítulo 3 Fuentes dependientes y amplificadores operacionales (Op Amps) 


de salida contra entrada) que el op amp de trayectoria abierta (sin retroalimentación), cuya 
ganancia de trayectoria abierta es simplemente la ganancia de voltaje FVCV A. 

Para utilizar este modelo, simplemente reemplazamos el símbolo de circuito op amp 
por el modelo, y aplicamos los métodos de la sección anterior para analizar el circuito re- 
sultante. 


Supóngase que conectamos una fuente independiente a través de las 
terminales de entrada de un op amp, y una resistencia de carga entre 
la salida y tierra. La fuente tiene una equivalencia Thevenin de volta- 
je de 1 mV y una equivalencia Thevenin de resistencia de 10 kQ. La 
resistencia de carga es 50 k(2, y el op amp tiene una ganancia de 
trayectoria abierta de 100,000. Obténgase la corriente de fuente i, y el 
voltaje de carga v;. 

Examinando la figura 3.8(b), no puede haber una corriente 
(i, = 0 A) a través de la resistencia de 10-k(2, puesto que está en se- 
rie con un circuito abierto. Por consiguiente, por LVK, vj, = 0.001 V. 
De este modo, el voltaje de la FVCV es 100,000 x 0.001 = 100 V, que 
por LVK es también v,. Podemos ver que el voltaje de fuente fue 
amplificado por la ganancia de trayectoria abierta, y transferida a 
través de la carga. Nótese también que el poder transmitido a la 
carga no provino de la fuente independiente, la cual no produce 
poder puesto que ¿, =0 A. Debió provenir del op amp o, específica- 
mente, de la fuente de poder que da energía al op amp, aun cuando 
esta necesaria fuente de poder no se muestra explícitamente. 


(a) 


FIGURA 3.8 Circuito para el ejemplo 3.2: (a) módulos de circuito; (b) sus- 
titución del modelo de amplificador de voltaje ideal. 


Al reflexionar sobre el modelo del amplificador de voltaje ideal de la figura 3.7, se 
hacen patentes algunas limitaciones aparentes. En primer lugar, el modelo predice que el 
op amp no utiliza ninguna corriente de la fuente de entrada (las terminales de entrada están 
en circuitos abiertos), por consiguiente, ningún poder, y sin embargo, realiza su labor de 
amplificación. Pero la física básica sugiere que cualquier amplificador debe utilizar por lo 
menos algo de poder de su fuente con el fin de captar la señal que se supone debe ampli- 
ficar. La comunicación siempre requiere que la fuente tenga un mínimo gasto de poder con 
el fin de transmitir el mensaje, y sin embargo, el modelo predice que no se requiere de 
ningún poder. En segundo lugar, se hace aparente una predicción igualmente dudosa en el 
lado de salida del modelo. Si se aplica una resistencia de carga a través de la salida, al re- 
ducir su valor una y otra vez, la corriente, y por consiguiente la potencia transmitida a la 
carga mediante el op amp, puede hacerse arbitrariamente grande (el voltaje de carga queda 
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fijo por el voltaje de entrada y la ganancia de trayectoria abierta, en tanto que la potencia a 
la carga es de ví/R). Sin embargo, todo dispositivo en el mundo real, tiene una capacidad 
finita de poder máximo. 

Un modelo mejorado de op amp, que da un remedio a estas limitaciones al añadir dos 
resistencias al modelo ideal de amplificador de voltaje, aparece en la figura 3.9, R; se desig- 
na como resistencia de entrada, y R, como resistencia de salida. El modelo de amplificador 
de voltaje ideal, puede considerarse como un caso especial del modelo mejorado, con 
R; = infinito y R, = 0. Mediante la condición de que estos valores sean ambos distintos 
de O y finitos en el modelo mejorado, garantizamos que la fuente gastará algún poder, y 
que se desarrollarán corrientes y poderes finitos máximos a través de la carga, sin impor- 
tar cuán pequeña sea la resistencia de carga. Los valores típicos para op amps comunes 
son: R;=1 MO y R,= 30 (. Al igual que el modelo anterior, el modelo mejorado se uti- 
liza sustituyéndolo por el símbolo de circuito op amp en el circuito que se analizará. 


70 


Utilizaremos el modelo de op amp mejorado con R;=1MQ, R,= 300, 
y A = 10% para determinar uv, en el circuito que aparece en la figura 
3.10(a). Luego de la sustitución, el circuito es igual al que aparece en 
la figura 3.10(b). Para simplificar el análisis, todo aquello que está a 
la izquierda de la línea punteada, se convierte primeramente a su equi- 
valente de Thevenin. El voltaje de circuito abierto en las terminales a 
y bes, por divisor de voltajes, 
60 x 10? 2 
Doe = 97 = gps 3 

y la resistencia que entra en las terminales ab con la fuente v, elimi- 
nada, es el equivalente paralelo de las resistencias 60-k(Q y 30-k(2: 


(30 x 10%)(60 x 10*) 
y 90 x 105 


Sustituyendo el circuito equivalente de Thevenin, obtenemos el cir- 
cuito de la figura 3.11. Designando i, a la corriente de la trayectoria 
cerrada, aplicando LVK alrededor de la trayectoria cerrada, 


T =20k8 


Z 
2.02 x 10% ¿ + 10% vin — ¿U= 0 
Pero puesto que ¡ = vjp/106, esto puede ser resuelto para v;p; 


Vin = 3 x 10%p, 
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30k9Q 30k9 , 1MO 


b 
(a) (b) 


FIGURA 3.10 (a) Circuito para el ejemplo; (b) después de sustituir el op 
amp por el modelo mejorado de op amp. 


1 20k9 1MQ  1MQ 
— 


FIGURA 3.11 Circuito de la figura 3.10, después de la sustitución por los 
equivalentes de Thevenin. 


Finalmente, puesto que 
v, = 105 y;, + 301 


Obtenemos el resultado deseado: 


A 
2 e: 


¿Qué modelo de op amp debe usarse en un problema dado? Como en muchos análi- 
sis basados en modelos, siempre hay cierta distancia entre los objetos físicos y cual- 
quiera de sus modelos. Podría pensarse en una secuencia infinita de modelos cada vez más 
precisos y complejos para representar un objeto dado. El mejor modelo que se utiliza no es 
necesariamente el más preciso, sino más bien el más simple con el que se obtiene la pre- 
cisión requerida para un cierto propósito. Por ejemplo, la ley de Ohm por sí misma es 
únicamente un modelo simple y de bajo orden para el comportamiento de corriente y vol- 
taje de una resistencia física típica. Ninguna resistencia física obedece exactamente la ley 
de Ohm. Por consiguiente, puede mejorarse las predicciones de las leyes de Ohm utilizando 
modelos más complejos. Existen modelos más precisos sobre rangos específicos de co- 
rriente y voltaje para tipos específicos de resistencias, pero son innecesarios para la mayoría 
de los propósitos del análisis de circuito y ciertamente son más difíciles de utilizar. 
Utilizamos la ley de Ohm porque es simple, y sin embargo, es preciso para muchas resis- 
tencias físicas sobre un rango relativamente amplio de corrientes, voltajes y temperaturas. 

Debe utilizarse el modelo de amplificador de voltaje ideal más simple en aquellas cir- 
cunstancias donde sus predicciones no difieren significativamente de las del modelo mejo- 
rado. En el ejemplo 3.2, utilizamos el modelo mejorado con R;= 1 MO y R, = 30 0 y el 
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mismo Á = 100,000 del caso anterior y por un cálculo de divisores de voltajes en la trayec- 
toria cerrada de entrada, el voltaje de entrada es 


. — O.001R; 
"Ri + 10,000 


en comparación a los 0.001 V del caso anterior, en tanto que una segunda división de volta- 
je es aplicada a la trayectoria cerrada de salida demuestra que 


= 0.00099 V (3.3) 


_ (99.0)50000 
— 50,000+ R, 


Ninguna corriente o voltaje cambió en más de una fracción de 1% que, para casi todos los 
propósitos, significa que el modelo simple es suficientemente preciso. Conforme avan- 
cemos en nuestro conocimiento de los análisis de circuitos con op amps, desarrollaremos 
criterios para una selección de modelos. Por lo pronto, el modelo que utilizaremos siempre 
será especificado en cada problema que requiera análisis de un circuito con op amps. 

Los dos modelos presentados en esta sección son fáciles de utilizar, y en muchas cir- 
cunstancias predicen con mucha precisión, el comportamiento real de los op amp físicos. 
Sin embargo, nunca debemos olvidar que un modelo es distinto del dispositivo en modelo. 
Un op amp físico es construido con muchos transistores, resistencias y otros elementos. La 


vi = 98.9 V (3.4) 


Entrada 
inversora 


Entrada no 
inversora 


Salida 


Quitar 
offset 


Quitar offset 


FIGURA 3.12 El op amp 741. (Cortesía de Fairchild Semiconductor Corp.) 
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figura 3.12 es el diagrama de circuito para el op amp 741, uno de los op amps más popu- 
lares, económicos y de baja potencia. Aparece para ilustrar la distancia entre un modelo sim- 
ple, como los de las figuras 3.7 y 3.9 y el circuito que se modela. Este diagrama de circuito 
es complicado porque no es cosa sencilla crear un dispositivo que, bajo las circunstancias ade- 
cuadas, se consulta como una fuente de voltaje controlada por voltaje de alta ganancia. Se 
necesita una considerable complejidad de circuitos para diseñar un dispositivo calculado para 
comportarse de modo tan simple. 


EJERCICIOS 


3.3.1.  Determínense los voltajes uv, y uv; utilícese el modelo de amplifi- 
cador de voltaje ideal con ganancia de trayectoria abierta A = 1 000,000. 
Respuesta 0.200 V; 2.00 V 


EJERCICIO 3.3.1 


3.3.2.  Repítase el ejercicio 3.3.1. con el modelo mejorado de op amp utili- 
zando R; = 1 MO, R, = 30 (2. ¿Los voltajes están dentro del 1% del ejercicio 
3.3.1? ¿Dentro del rango de 0.1%? 

Respuesta 0.200 V; 2.00 V; sí; sí 


3.3.3. Utilizando el mismo circuito que aparece en el ejercicio 3.3.1, el 
modelo de op amp mejorado del ejercicio 3.3.2, supóngase que se conectó una 
resistencia de carga R, a través de v,, ¿Para qué valor de R, la corriente trans- 
mitida a R, será máxima? ¿Cuál sería esta corriente máxima? 


Respuesta 0 0; A 
3.3.4,  Vuélvase a hacer el ejemplo 3.3 utilizando el modelo de amplifica- 


dor de voltaje ideal para op amp. ¿Concuerdan los resultados con el ejemplo 
en el que se utilizó el modelo mejorado de op amp? 


Respuesta uv, = ¿ Uv; SÍ 


Los op amps típicos pueden tener ganancias de trayectoria abierta que están en el rango de 
105 a 106 o más, sin embargo, relativamente pocos circuitos requieren de amplificaciones 
de voltaje tan grande. ¿Por qué se requiere del op amp que se comporte como una FVCV de 
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alta ganancia, si esta ganancia pocas veces se utiliza para crear una amplificación de volta- 
je tan extrema? Para comprender cómo la ganancia de trayectoria abierta puede convertirse 
en otros beneficios no menos importantes para un buen diseño del circuito que la simple 
amplificación, consideraremos el concepto de la retroalimentación negativa. 

Se dice que existe retroalimentación negativa en el circuito eléctrico, o sistema diná- 
mico de cualquier tipo, si cualquier cambio en la salida tiene el efecto algebraico opuesto 
sobre la entrada. En un sistema de retroalimentación negativa, un aumento en el valor 
algebraico de la salida (más positivo o menos negativo), produce una disminución en el 
valor algebraico de la entrada (menos positivo o más negativo), y viceversa. Considérese a 
un atleta que corre en un maratón. Defínase como entrada la concentración de oxígeno en 
la sangre, y como salida la velocidad de carrera resultante del atleta. Si en cierto punto se 
decide aumentar el ritmo (aumento de salida), se consumirá oxígeno con más rapidez, y los 
niveles de oxígeno disminuirán a su vez (disminución de entrada). Si en vez de ello se reduce 
el ritmo, se quema menos oxígeno por unidad de tiempo, y aumentará su concentración en la 
sangre (aumento de entrada), debido a la disminución del ritmo (disminución de salida). Esto 
es un ejemplo de un sistema de retroalimentación negativa. Los cambios en la salida de un 
sistema de retroalimentación negativa producen cambios de entrada opuestos, que hacen que 
la salida tienda a su valor inicial. Por este proceso los sistemas de retroalimentación negativa 
tienden a resistir el cambio y, por consiguiente, a estabilizar sus propias salidas. 

En un circuito con op amps puede lograrse una retroalimentación negativa al dotarla 
de una trayectoria de corriente entre la terminal de salida y la terminal inversora de entrada. 
Considérese el circuito de la figura 3.13(a), llamado circuito seguidor de voltaje por ra- 
zones que inmediatamente serán aparentes. Sustituyendo el op amp por su modelo ideal de 
amplificación de voltaje de la figura 3.8(b), aplicando LVK alrededor de la trayectoria 
izquierda se obtiene 


—W] + Vin + AVin =0 (3.5) 


O Vin = U/(A + 1). La trayectoria derecha demuestra que v, = Av». Eliminando v;, de estas 
dos últimas ecuaciones, y despejando para uv», se obtiene el resultado de la ecuación (3.6) 


UY (3.6) 


Verifiquemos primero qué es verdaderamente un circuito de retroalimentación nega- 
tiva. Si el voltaje de salida del op amp vu, se incrementara ligeramente, el voltaje en la ter- 
minal inversora de salida v,, se incrementaría por la misma cantidad, en tanto que el voltaje 
en la entrada no inversora no sería afectada (es determinada solamente por vj). 
Puesto que v;, = v;¡ — U;2, el incremento en la salida v, del op amp ciertamente provocará 


Yi 


(a) (b) 


FIGURA 3.13  Seguidor de voltaje: (a) diagrama de circuito; (b) utilizando el modelo de 
amplificador de voltaje ideal. 
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una disminución algebraica en la entrada v;, del op amp, señal definitiva de una retroali- 
mentación negativa. 

A continuación, comparemos el comportamiento resumido en (3.6), con los circuitos 
op amp de la sección anterior, en donde no se aplica retroalimentación negativa. Cuando se 
aplicó directamente el voltaje v; a través de las terminales de entrada del op amp sin retro- 
alimentación, el voltaje de salida del op amp vu, era Av,. Con retroalimentación negativa, la 
proporción de la salida v, contra la entrada del circuito v,, o proporción de transferencia 
de voltaje, cayó de A a A/(A + 1). Para A = 100,000, esta es una caída de una proporción de 
transferencia de voltaje de 100,000 a una cantidad que es un poco menos que 1. Cier- 
tamente, para cualquier valor razonablemente grande de A, la proporción de transferencia 
de voltaje es muy cercana a uno; de ahí su nombre seguidor de voltaje (la salida v, “sigue” 
o coincide con la entrada v, sin amplificación o cualquier otro cargo). 

Al hacer la conexión de retroalimentación negativa, parece que hemos desechado la 
ganancia A = 100,000, y lugar de ello, nos quedamos con una proporción de transferencia 
de voltaje (con retroalimentación, de aproximadamente uno). ¿Qué hemos ganado a cam- 
bio de la tremenda reducción de amplificación disponible? Y supóngase que con el tiem- 
po, y conforme el circuito envejece, la ganancia de trayectoria abierta en nuestro op amp 
se reduce en 10%, de 100,000 a 90,000. En el circuito que no tiene retroalimentación nega- 
tiva, la proporción de transferencia de voltaje cambiará entre estos dos valores, o cambiará 
a razón de una parte en 10. En nuestro seguidor de voltaje, A/(A + 1) irá de 0.999990 a 
0.999989 cuando A declina de 100,000 a 90,000, un cambio de una parte en 106, Por con- 
siguiente, con un costo de una reducción de cinco órdenes de magnitud en la amplificación, 
hemos ganado un incremento de cinco órdenes de magnitud en la constancia (disminución 
en la sensibilidad) del factor de amplificación en el circuito. 

La constancia de ganancia es de vital importancia en muchas aplicaciones, y muy útil 
en casi todas las demás. Utilizando la tecnología moderna de circuitos integrados, es fácil 
construir op amps con alta ganancia de trayectoria abierta, y hacerlo de modo económico. 
Pero es muy difícil regular el valor de la ganancia con alta precisión. Supóngase que dos ops 
amps que salen de la línea de producción tienen ganancias de trayectoria abierta que difieren 
en 10%. En circuitos donde se utilizan estos op amps, que de otro modo serían idénticos, 
tienen salidas que también difieren el 10%, y la eficiencia del producto electrónico resultante 
no podría garantizarse en ningún grado de precisión. Utilizando op amps únicamente para 
estabilizar configuraciones de retroalimentación negativa, puede hacerse que las variaciones 
de un circuito final a otro sean muy bajas, aun cuando las variaciones de un op amp a otro 
sean también altas. Otras variaciones de ganancia compensadas por la retroalimentación ne- 
gativa incluyen las relacionadas con la temperatura, el envejecimiento de otros elementos de 
circuitos conectados al op amp, y una resistencia de carga variable. La retroalimentación ne- 
gativa es también esencial para disminuir variaciones indeseables de ganancia con la frecuen- 
cia, es decir, aumentar la amplitud de banda de la etapa, como se discutirá en el capítulo 14. 

En resumen, utilizar la retroalimentación negativa cambia la ganancia bruta por 
constancia en la ganancia. Los circuitos resultantes son altamente sensibles al valor nu- 
mérico de la ganancia A del op amp de trayectoria abierta, únicamente a condición de que 
A sea razonablemente grande. Las proporciones de transferencias de voltaje en estos cir- 
cuitos puede fijarse seleccionado el tipo de circuito y los valores de cualquier elemento 
externo (por ejemplo, resistencias como las de la figura 3.15), lo cual es más fácilmente 
controlable por el diseñador del circuito, que las ganancias de op amp de trayectoria abier- 
ta. Las configuraciones de retroalimentación negativa son a veces designadas como cir- 
cuitos de trayectoria cerrada, puesto que la trayectoria de alimentación transmitida a través 
del op amp, y la trayectoria de retroalimentación, en conjunto, forman una trayectoria ce- 
rrada. Debido a su extrema utilidad para crear diseños confiables de circuitos, todos los cir- 
cuitos con op amps analizados en el resto de este texto, serán del tipo de retroalimentación 
negativa. 


Sección 3.4 Papel de la retroalimentación negativa 75 


EJERCICIOS 


3.4.1.  Determínese la proporción de transferencia de voltaje vy/v, de un 
seguidor de voltaje utilizando el modelo op amp mejorado con A = 100,000, 
R, =1 MO, y R,= 30 4 y con una resistencia de carga de R; = 100 () conec- 
tado a través de v,. ¿Está dentro del rango del 1% del que se calculó utilizando 


¿> pl el modelo ideal de amplificador de voltaje? 


Respuesta 1.00; sí 
A E Y 
S0K0 Ñ 


3.4.2.  Determínese la proporción de la transferencia de voltaje vz/v;. 
Utilícese el modelo de amplificador de voltaje ideal. 


ó + 


Respuesta 2A/(A +2), o en el límite alto de ganancia de trayecto- 


EJERCICIO 3.4.2 ria abierta, v/v, = 2. 


NES BÁSICAS UTILIZANDO OP-AMPS 


En la presente sección presentaremos varios circuitos simples con op amps que se utilizan 
frecuentemente como módulos o configuraciones en el diseño de circuitos más complejos. 
Cada configuración realiza una sola operación básica, tales como la amplificación de su 
entrada, o la adición de dos entradas o más. Interconectando estas configuraciones, pueden 
construirse resultados más complejos, en la misma forma en que una expresión matemáti- 
ca arbitrariamente complicada puede evaluarse por la simple aplicación paso por paso de 
operaciones de suma, resta, multiplicación y división, o una pared construida apilando ade- 
cuadamente unidades hechas de ladrillos o de piedra. 

La primera configuración básica es el seguidor de voltaje que aparece en la figura 
3.14. Para ésta y otras configuraciones que se describirán en esta sección, lo que el circuito 
“hace” queda resumido en su ecuación de transferencia de voltaje. La ecuación de trans- 
ferencia de voltaje especifica el voltaje de salida en términos del voltaje (o voltajes) de en- 
trada cuando la puerta de salida está en circuito abierto. El circuito seguidor de voltaje 
fue analizado en la sección anterior, donde se obtuvo que la ecuación de transferencia de 
voltaje es simplemente uv, = v,. Por consiguiente, lo que el seguidor de voltaje hace es pro- 
ducir un voltaje de salida que es igual (sigue) al voltaje de entrada. Esto puede parecer un 
logro más bien modesto, pero como veremos en la siguiente sección, los seguidores de vol- 
taje son de extrema utilidad práctica. Nótese que el voltaje de entrada a este circuito, v,, no 
debe confundirse con el voltaje de entrada al op amp, v;,. La ecuación de transferencia de vol- 
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Ecuación de transferencia de voltaje: v)= =R FRA (3.8) 


- FIGURA:3.15. Amplificador inversor. 


(a) 


FIGURA 3.16 Análisis del amplificador inversor: (a) utilizando el modelo 
de amplificador de voltaje ideal; (b) redibujado para más claridad. 


taje y la proporción correspondiente de transferencia de voltaje (proporción del voltaje de sa- 
lida contra el voltaje de entrada, v,/v, en la figura 3.14) son definidos en términos de la en- 
trada a y la salida del circuito, y no la entrada del op amp que está contenida en el circuito. 

La ecuación de transferencia de voltaje para el seguidor de voltaje, fue derivada uti- 
lizando el modelo ideal de amplificación de voltaje. Puede derivarse este mismo resultado 
utilizando el modelo mejorado de op amp de la figura 3.9, como se muestra en el ejercicio 
3.5.1. Para cada configuración, el uso de los modelos de amplificador de voltaje ideal y de 
op amp mejorado, se obtiene la misma ecuación de transferencia de voltaje en el límite, 
conforme A tiende a infinito (que utilizaremos para definir la función de transferencia de 
voltaje, porque sabemos que A será muy grande para op amps prácticos). Debido a que el 
análisis es un poco más laborioso utilizando el modelo mejorado del op amp con sus dos 
resistencias adicionales, pero los resultados no difieren en el límite de ganancia alta de op 
amp de los que se derivan utilizando el modelo de amplificador de voltaje ideal que es más 
simple, utilizaremos este último para estudiar cada configuración. 

La segunda configuración es el amplificador inversor de la figura 3.15. Adviértase 
que este circuito incorpora la retroalimentación negativa, como lo demuestra la trayectoria 
de la corriente de la salida a la entrada inversora. Ciertamente, todas las configuraciones 
incorporarán retroalimentación negativa. Reemplazando el op amp por su modelo ideal de 
amplificador de voltaje, se obtiene el circuito de la figura 3.16(a). 

Examinando la figura 3.16(b) 


Vin = -— ÁVin —Ri 
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Resolviendo para í y utilizando el hecho de que vz = AUjp, 


R F R F A 
Aplicando LVK alrededor de la trayectoria cerrada exterior, 
Y =01 — (Ra +Rp)i (3.10) 
Sustituyendo (3.9) en (3.10) para eliminar ¿, se obtiene 
Ri+RFA+1 
Y) =V o” m7 07) (3.10 
Reagrupando los términos con uv, y despejando para uv», se obtiene el resultado 
=R 
Y) E (3.12) 


O A a! 
Ra+ 4(Ra + Rp) 


En el límite superior de ganancia de op amp, conforme A se hace arbitrariamente grande, 
tenemos la ecuación de transferencia de voltaje para el amplificador inversor: 


Rp 
Y = Ra v (3.13) 

De (3.13), vemos que la proporción de transferencia de voltaje es siempre negativa 
para el amplificador inversor, y de ahí su nombre. Esta configuración funciona para crear 
una copia invertida y a escala de la entrada con el factor de escala (amplificación) impuesto 
por la elección del diseñador de las resistencias externas Ry y R¿. Igual que el resto de las 
unidades, la ecuación de transferencia de voltaje no presenta dependencia de la ganancia de 
trayectoria abierta A, una consecuencia de nuestra insistencia en la retroalimentación ne- 
gativa. 

La siguiente configuración es el sumador inversor de la figura 3.17. Difiere del 
amplificador inversor en el hecho de que tiene más de una entrada. Para analizar este cir- 
cuito, primero lo convertimos a un amplificador inversor equivalente, y luego utilizamos 
los resultados que obtuvimos para este circuito. El equivalente de Thevenin de este circuito 
a la izquierda de la línea punteada en la figura 3.18(a) se evalúa convenientemente primero 
sustituyendo cada combinación de series de fuentes de voltaje y resistencias por su equiva- 
lente menor, y luego sumando las fuentes de corriente y combinando resistencias paralelas. 
El resultado aparece en la figura 3.18(b). 
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(a) (b) 


FIGURA 3.18 Análisis del sumador inversor: (a) utilizando el modelo de 
amplificador de voltaje ideal; (b) luego de la transformación de Thevenin. 


En la figura 3.18(b), 


1 
Rr =R¡//R2//R3 = MEAN 


(3.15) 


(3.16) 


Para fijar las ideas, en la figura 3.18(a) se han mostrado exactamente tres entradas, y se han 
utilizado en los cálculos anteriores. La figura 3.18(b) contiene un amplificador inversor de 
una sola entrada con voltaje de entrada vz y una proporción de transferencia de voltaje 
-Rp/Ry. Aplicando la ecuación de transferencia de voltaje (3.13) para este circuito con una 
entrada v, = vy y una resistencia de entrada Ry = Rr, se obtiene la ecuación de transferen- 
cia de voltaje para el caso de tres entradas, o en general, (añadiendo la elipsis, “. . .”) la 
ecuación de transferencia de voltaje de la ecuación (3.14). Esta salida de sumador inversor 


es la suma de sus entradas invertidas y a escala. 


Si se desea amplificar sin cambio de signo puede utilizarse el amplificador no inver- 
sor que aparece en la figura 3.19. Reemplazando el op amp con su modelo ideal de ampli- 


Sección 3.5 Configuraciones básicas utilizando Op Amps 


(3.17) 


79 


80 


ficador de voltaje, se obtiene lo que aparece en la figura 3.20. Examinando el circuito de 
salida, Ry y R, están en series a través de v, , o por división de voltajes 


UR, = e (3.18) 
Aplicando LVK alrededor de la trayectoria izquierda, se obtiene 
V1 = Vin + UR, (3.194) 
Sustituyendo vy/A por v;, y (3.18) por vz, se obtiene 
e A (3.19b) 


AER 


El primer término tiende a cero en el límite de ganancia de op amp, con lo que se obtiene 
la ecuación de transferencia de voltaje (3.17). De este modo, por ejemplo, Ry = 10 k0, 
R4= 5 KO resulta en una proporción de transferencia de voltaje de +3. Obsérvese que, aun 
cuando el amplificador inversor no tiene restricciones sobre la magnitud de transferencia 
de voltaje, la proporción de transferencia de voltaje no inversora debe ser mayor que uno 
(para resistencias pasivas con resistencia no negativa). Para conseguir valores menores a 
uno, el voltaje debe ser primero dividido (ver ejercicio 3.5.2) antes de ser una entrada a un 
amplificador no inversor. 

El sumador no inversor, de la figura 3.21 puede utilizarse exactamente como el su- 
mador (inversor) anterior. Primero conviértase a un circuito equivalente de una sola entrada 


(3.20a) 


-(3.20b) 
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por la transformación de Thevenin y luego aplíquese la ecuación de transferencia de volta- 
je para el caso de una sola entrada que ya fue determinado. Por (3.17), la ecuación de trans- 
ferencia de voltaje para el sumador no inversor es 


vo = ( + E) Ur (321) 


con vy dado por (3.16). Aunque (3.16) es específica a tres entradas, la elipsis... en (3.20), 
indican nuevamente, la generalización inmediata a cualquier cantidad de entradas v,, vz, ... 
Esta unidad tiene el efecto de triplicar y sumar sus entradas (sin inversión de signo). 

Estos cinco circuitos constituyen la mayor parte de las configuraciones que utiliza- 
remos. Posteriormente, se presentará un circuito adicional. Esto es de algún modo sorpren- 
dente, dada la simplicidad de estos circuitos, que sean suficientes para construir muchos 
circuitos de considerable significado práctico. Lo único que debemos considerar, es la for- 
ma en que se interconectan, como lo haremos en la siguiente sección, y permitir que los 
inductores y capacitores en las unidades estén listos, con el fin de comprender y diseñar 
muchos circuitos interesantes como filtros y computadoras analógicas. 


EJERCICIOS 


3.5.1. Utilizando el modelo de op amp mejorado (figura 3.9) con R; = 
1 MO y R, = 30 (), determínese primero la salida v, del seguidor de voltaje 
(figura 3.14) en término de la ganancia A del op amp, y luego en el límite su- 
perior de ganancia de op amp. ¿La ecuación de transferencia de voltaje con- 
cuerda con lo que se calculó anteriormente en (3.7)? 


A + 0.00003 , 
Respuesta ————— VU; Uy; SÍ 

A + 1.00003 
3.5.2. Este ejercicio demuestra cómo obtener una proporción de transfe- 
rencia de voltaje positiva menor a uno. Utilizando el modelo de op amp ideal, 
determínese el voltaje vg,. Luego determínese v,, haciendo notar que up, es la 
entrada al amplificador no inversor. Especifíquense valores para las resisten- 
EJERCICIO 3.5.2 cias que resulten en una proporción general de transferencia de voltaje de un 
tercio (la respuesta no es única). 


Ra Ra 
RI+4R O Ri +Ro 


R 
Respuesta (+2) vs Re = Ra; Ri =SR> 
A 
3.5.3.  Diséñese un sumador no inversor cuya ecuación de transferencia de 
voltaje es v,=2 v, +53 u». 
Respuesta En la figura 3.21, elíjase cualquier R, y R); luego fíjese 
Rp=6R¿yR¡=2.5R.,. 


Las configuraciones de op amp son módulos simples que pueden conectarse entre sí para pro- 
ducir comportamientos de circuito más complejos. En esta sección consideraremos una forma 
particularmente útil de interconectar estos módulos, y cómo predecir el comportamiento del 
circuito interconectado a partir de los módulos que conforman sus partes. 
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Una puerta en un circuito es un par de cables a los que puede conectarse otro sub- 
circuito. Los circuitos con configuraciones con op amp tienen cada uno una puerta de sa- 
lida, y por lo menos una puerta de entrada. Los circuitos que contienen una sola entrada y 
una sola puerta de salida, por ejemplo el seguidor de voltaje y los amplificadores inversores 
y no inversores de la sección anterior, son designados circuitos de dos puertas. Aquellas 
puertas adicionales, tales como los sumadores inversores y no inversores, son designados cir- 
cuitos de n-puertas. 

La forma más directa de conectar un par de circuitos de dos puertas, es conectar la 
puerta de salida de uno con la puerta de entrada del otro. Esto se conoce como interco- 
nexión en cascada de dos puertas. Conectar en cascada dos (o más) circuitos de dos puer- 
tas, da como resultado un circuito interconectado que también tiene dos puertas, como se 
muestra en la figura 3.22. Aquí, v, es el voltaje de entrada al circuito general en cascada y 
vz es el voltaje de salida. 


FIGURA 3.22 Interconexión en cascada de dos configuraciones con op amp. 


Cada unidad op amp se caracteriza por su ecuación de transferencia de voltaje, que 
especifica el voltaje de salida como función de voltaje o voltajes de entrada, bajo la con- 
dición de que la puerta de salida esté en circuito abierto. Cuando las unidades op amp están 
interconectadas, lo que describe su comportamiento es la función de transferencia de vol- 
taje a través de todo el circuito interconectado. Por consiguiente, para unidades op amp de 
dos puertas en cascada, determinaremos la ecuación de transferencia de voltaje en general. 

En referencia a la figura 3.22, sea que la puerta de salida (uz) esté en circuito abier- 
to, como se requiere por la definición de la ecuación en transferencia de voltaje. Aplicando 
la ecuación a transferencia de voltaje para la unidad B, vz = Kyu), donde Ky es la propor- 
ción de transferencia de voltaje. Luego, para obtener la ecuación a transferencia de volta- 
je vz = K¿v, para la cascada general, lo único que necesitamos es expresar vz en términos 
de v,. Si ¿, =0 la salida de la unidad A también está en circuito abierto, y v, se obtiene apli- 
cando la ecuación de transferencia de voltaje v, = Kyv; de A. El resultado total es por con- 
siguiente vz = K¿Kguy; es decir, K¿ = K¿Kp. 


Téngase la ecuación de transferencia de voltaje (entrada v,, salida uz, 
para el circuito de la figura 3.23. Utilícese el modelo de amplificador 
de voltaje ideal para los op amps. 

La configuración a la extrema derecha, es un amplificador no 
inversor con vz = (1 + Ry/RyJu, o vz = 3u». iy = 0 puesto que el mode- 
lo de amplificador de voltaje ideal para su op amp tiene una entrada 
en circuito abierto. La configuración a la izquierda es un amplificador 
inversor con proporción de transferencia de voltaje —Rp/Ra = -4. 
Puesto que su puerta de salida está en circuito abierto (¿, = 0), vz puede 
evaluarse exactamente utilizando la ecuación de transferen- 
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cia de voltaje para esta unidad, vz = —4v,. Luego, combinando, 
vz = 3(-4v,) = —-12v,. La proporción de transferencia de voltaje 
para la cascada es producto de las proporciones de transferencia de 
voltaje individuales. 


FIGURA 3.23 Circuito para el ejemplo 3.5. 


Supóngase que i, no es igual a cero en la figura 3.22. El modelo de amplificador de 
voltaje ideal del op amp predice que el voltaje de salida de cada unidad debe ser inde- 
pendiente de ¿,, puesto que es sólo el voltaje a través de una FVCV (véase figura 3.7), cuya 
función de fuente no depende de la corriente de salida ¿,. De modo que aunque se suponga 
en su definición la salida de circuito abierto, la ecuación de transferencia de voltaje sigue 
aplicándose al calcular el voltaje de salida para un circuito de unidades, aun cuando la sa- 
lida no está en el circuito abierto. Este análisis utilizando el modelo de amplificador de vol- 
taje ideal sugiere que conectar una carga, como en el caso de ultra unidad op amp, a la 
puerta de salida de una unidad anterior, no afectará el voltaje de salida. 

Por consiguiente, para unidades en cascada, la proporción general de transferencia 
de voltaje es simplemente el producto de las proporciones individuales de wransferencia de 
voltaje, únicamente a condición de que el modelo de amplificador de voltaje de los op amps 
pueda utilizarse con precisión. El mismo principio también se aplica a unidades op amp de 
n-puertas, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Obténgase la ecuación de transferencia de voltaje del circuito de la 
figura 3.24. Utilícese el modelo de amplificador de voltaje ideal para 
los op amps. 


100 k82 


60 k92 


FIGURA 3.24 Circuito para el ejemplo 3.6. 


La unidad de la derecha es un sumador no inversor de dos en- 
tradas con el voltaje de uv, y vz y salida v,. Utilizando la ecuación de 
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transferencia de voltaje 3.17 para esta unidad, 


100K Yo.» 
=[1p A 
vo ( 0 ) (60K //30K) ( dd 2) 


donde K es la multiplicación por 103, y || es el operador paralelo 
equivalente. 


60K//30K = 20K 


1/60K + 1/30K — 
Entonces, 

Vo = 2v2 + 4uz (3.22) 
La unidad restante es un amplificador inversor del 


—40K 
Y = —_ =— 


Combinando estos dos resultados, la ecuación de transferencia de vol- 
taje total es 


Vo = 27 + A—v1) = 2, — 4u; (3.23) 


Combinando unidades de distintos tipos, debemos obtener resultados que van más 
allá de lo que sería posible utilizando uno solo. Este ejemplo demuestra cómo una diferen- 
cia, en contraposición a una suma inversora o no inversora de voltajes, puede generarse 
combinando unidades inversoras y no inversoras. 

El principal resultado de esta sección, es decir, que cuando las configuraciones con 
op amps se conectan en cascada, y que por consiguiente la ecuación general de transfe- 
rencia de voltaje puede obtenerse simplemente combinando las ecuaciones de transferen- 
cia de voltaje de cada unidad individual, se justifica utilizando el modelo de amplificador 
de voltaje ideal para cada op amp. El resultado se obtuvo a partir de la falta de dependen- 
cia del voltaje de salida y sobre la corriente de salida. El modelo op amp mejorado de la 
figura 3.9 contiene una resistencia adicional R, en su trayectoria cerrada de salida. La co- 
rriente producida por sus FVCV, que abastece tanto la corriente de salida (i, en la figura 
3.22) y la corriente a la trayectoria de retroalimentación presente en toda configuración con 
op amp, deben todas pasar a través de R,. Por LVK, el modelo op amp mejorado predice, 
por consiguiente, que el voltaje de salida se reducirá conforme aumenta la corriente de sa- 
lida (su suma es igual a Av;,, que no depende de esta corriente). Los dos modelos parecen 
discordantes respecto a si el voltaje de salida quedará constante, como lo predice el mode- 
lo de amplificador de voltaje ideal, o disminuirá conforme aumente la corriente de salida, 
como lo sugiere el modelo mejorado. 

¿Qué modelo nos da la predicción correcta? Como puede anticiparse al llamarlo un 
modelo de op amps “mejorado”, las mediciones directas verifican que, conforme se incre- 
menta la corriente de salida en cualquier configuración, su voltaje de salida declina como lo 
predice el modelo mejorado. La disminución de voltaje de carga (salida) con corriente de 
carga se conoce como cargar y es un fenómeno general, que no sólo está restringido a las 
configuraciones con op amps. Como se exploró en el ejercicio 3.6.1, la carga es una con- 
secuencia de la división de voltaje entre la resistencia interna y la resistencia de carga. Debe 
ocurrir un cierto grado de carga cada vez que una fuente tiene una resistencia equivalente de 
Thevenin no nula, y está conectada a través de una resistencia de carga finita. 
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¿Debemos entonces abandonar nuestros resultados principales, derivados mediante el 
modelo de amplificador de voltaje ideal, que no tiene resistencia interna y por consiguiente no 
manifiesta carga? Para niveles suficientemente bajos de corriente de salida el grado de car- 
ga, es decir, la reducción del voltaje de salida es despreciable, y nuestros resultados tienen una 
excelente precisión. Los niveles de corriente pueden mantenerse bajos al hacer que las resisten- 
cias de los circuitos de unidades se mantengan altos, lo que explica por qué se utilizan valores 
de 5k(2 y más en ejemplos y problemas. 

En resumen, para obtener una buena aproximación, una cascada de configuraciones 
con op amps tiene una ecuación de transferencia de voltaje que puede calcularse simple- 
mente combinando las ecuaciones de transferencia de voltaje individuales. Para dos-puer- 
tas en cascada, la proporción general de transferencia de voltaje es el producto de las 
proporciones de transferencia de voltaje de dos-puertas que constituyen el circuito. Utili- 
zando esta regla de combinación, los circuitos que involucran unidades múltiples pueden 
destinarse para lograr objetivos relativamente complejos, y sin embargo ser analizados fá- 
cilmente multiplicando estas proporciones de diferencia de voltaje. El rango y versatilidad 
del enfoque de unidades para el diseño de circuitos con op amps, sugerido por los resul- 
tados de esta sección, serán apreciados en su totalidad al introducir capacitores e inductores 
en las unidades, lo cual se hará en el capítulo 7. 


po A q A qLÓ q oO A A A — 


EJERCICIOS 


3.6.1.  Considérese una fuente con resistencia equivalente de Thevenin Ry 
y un voltaje equivalente de Thevenin vz. Si se coloca una carga de R, ohms a 
través de las terminales de la fuente como en la figura 3.25(a), (a) ¿Cuál es el 
voltaje de la carga del circuito abierto (es el voltaje a través de R, cuando R, 
es infinito)? (b) Obténgase el valor para la resistencia R, en donde la carga ha 
reducido v, a la mitad de su valor máximo (circuito abierto). (c) Si se inserta 
un seguidor de voltaje entre la fuente y la carga como se muestran en la figu- 
ra 3.25(b), demuéstrese que se elimina la carga. La amortiguación de una 
fuente desde una carga para eliminar la carga, es uno de los principales usos 
de un seguidor de voltaje. 


Respuesta vr, Ry, V, (sin amortiguador) = (R, + VAR; + Rp), 
pero V, (con amortiguador) = Vy. La carga reduce el voltaje de salida por un 
factor igual a la proporción de divisor de voltaje. 


Fuente Carga Fuente Seguidor de voltaje Carga 


FIGURA 3.25  Sobrecarga con y sin un aislador entre la fuente y la carga: (a) 
conexión directa; (b) conexión aislada utilizando un seguidor de voltaje. 
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EJERCICIO 3.6.3 


3.6.2.  Diséñese un circuito con una ecuación de transferencia de voltaje 
v, = 81, — 2v,- uz. Utilícense únicamente unidades inversoras, y selecció- 
nense todas las resistencias para que estén en el rango de entre 5 k( a 500 k£). 


Respuesta Exprésese vu, como v, = -2(-4v,) — 2v, — vz. Consi- 
dérese el término entre paréntesis como la medida de un amplificador inver- 
sor con salida v, y proporción de transferencia de voltaje -4. Luego diríjase 
este voltaje, junto con los voltajes v, y vz, a un sumador inversor con propor- 
ciones de transferencia de voltaje apropiados (-2, -2 y -1). 


25 k82 


EJERCICIO 3.6.2 


3.6.3.  Determínese la proporción de transferencia de voltaje vo/v;. 


Ra RF Ra 
R ta ——|[|1+ ==] —— 
espuesta RAR ( 7) FR 


Empaque físico 


86 


Los op amps no son meramente diagramas esquemáticos a los que se pueden aplicar las 
leyes de los análisis de circuitos, sino dispositivos físicos con tamaño y peso, que requieren 
fuentes de poder y atención a otras consideraciones prácticas. A continuación, se hará una 
breve introducción a las cuestiones de presentación física y límites en su eficiencia y 
entorno. Estos temas se examinan a un nivel de detalle más satisfactorio en los cursos de 
circuito electrónicos, que típicamente siguen un primer curso en un análisis de circuitos. 


Las primeras generaciones de op amps comerciales, que hicieron su aparición hace más de 
50 años, eran dispositivos grandes y pesados fabricados con bulbos y componentes RLC 
discretos. Su tamaño, costo y apetito de energía, limitaron su uso a las aplicaciones más 
críticas, particularmente para realizar operaciones matemáticas cruciales en computadoras 
predigitales para unidades de control de disparo en baterías de defensa aérea. De ahí el 
nombre “amplificador operacional”. En 1962, la empresa Fairchild Electronics introdujo 
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el A709, el primer op amp monolítico, miniaturizado en un chip de silicón del grosor de 
una cáscara de huevo y que ocupaba una fracción de pulgada cuadrada. Las notables reduc- 
ciones en tamaño y costo creados mediante este uso de la tecnología de circuitos integra- 
dos, abrieron las puertas al uso generalizado de op amps en un amplio rango de 
aplicaciones industriales y electrónicas al consumidor. Las sucesivas generaciones de op 
amps han aprovechado los avances en microelectrónica, lo que dio por resultado una inte- 
gración, eficiencia y confiabilidad constantemente mejoradas, y a precios menores que el 
de un timbre postal. Actualmente, el op amp es una verdadera maravilla de la invención y 
el refinamiento, y es una de las principales piezas de batalla del diseño electrónico moderno. 

Los op amps actualmente están disponibles en una variedad de empaques y usos con- 
venientes. El más popular de ellos, el op amp 4741 para propósitos generales, en una pre- 
sentación dual de 8 clavijas en línea (DIP) aparece en la figura 3.26. Las clavijas 4 y 7 están 
asignadas para conectarse a la fuente de poder. Si no se“aplican las corrientes adecuadas de 
por la fuente de poder a los niveles de voltaje que se indican, los transistores contenidos en 
el circuito con op amp no actuarán para producir la FVCV con comportamiento de alta 
ganancia que caracteriza a todos los op amps funcionales. 


FIGURA 3.26 Un op amp (el LA741 en una presentación DIP 
de 8 clavijas). Escala en milímetros. 


Además de su presentación como chips separados, los op amps son frecuentemente 
utilizados como módulos contenidos en otros chips de circuitos integrados. Los seguidores 
de voltajes se utilizan comúnmente como aisladores en las clavijas de entrada y salida de 
circuitos integrados para evitar la sobrecarga. Los op amps conforman partes esenciales 
de convertidores analógicos a digitales (AD) y digitales a analógicos (DA), amplificadores de 
instrumentación, filtros activos y muchos otros módulos electrónicos a nivel de chip. No 
es infrecuente que se designen docenas de módulos op amp en un solo chip de circuito in- 
tegrado a gran escala (CIGE). 


Eficiencia y límites del entorno 


El op amp fue definido en la sección 3.3 como un dispositivo electrónico que, bajo ciertas 
circunstancias, se comporta como una FVCV con alta ganancia. Entre las circunstancias 
que necesitan establecerse de incluyen condiciones y operaciones adecuadas del entorno 
dentro de una “envoltura de eficiencia” o rango permisibles de las variables de circuito. 
Poniendo cuidadosa atención a estas limitaciones, el op amp, a pesar de su complejidad 
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física, ciertamente se comportará como se predice por su simple modelo de amplificador 
de voltaje ideal. 

Las condiciones del entorno que necesitan mantenerse, incluyen utilizar una fuente de 
poder que desarrolle los voltajes correctos y que esté libre de picos y caídas, una protección 
adecuada de otras señales electrónicas y magnéticas, y que opere en el rango correcto de tem- 
peratura. La microminiaturización, con todos sus beneficios, pone muchos elementos en una 
superficie sumamente pequeña, lo que puede provocar sobrecalentamiento y fallas del cir- 
cuito. La refrigeración adecuada de tableros de circuitos densamente poblados es una impor- 
tante consideración para diseñar sistemas electrónicos modernos. Para circuitos sumamente 
densos, tales como la unidad procesadora central de las supercomputadoras, se requieren de 
elaborados sistemas de refrigeración para disipar el calor producido. 

Las limitaciones de la eficiencia incluyen el voltaje, la corriente, la potencia y la fre- 
cuencia. Todos los voltajes y corrientes deben mantenerse dentro del régimen lineal de 
operación. Típicamente, esto significa que los voltajes no pueden exceder los valores de la 
fuente de poder; y las corrientes deben estar estrictamente limitadas por los valores indi- 
cados. Si se produce demasiado voltaje de salida, el op amp recortará la señal cerca de sus 
valores para fuentes de poder; es decir, la salida se limitará en amplitud por los valores po- 
sitivos y negativos de la fuente de poder. Si se necesita demasiada potencia, el circuito no 
se conformará a su comportamiento lineal predicho o, lo que es más lamentable, se sobre- 
calentará y finalmente se fundirá. Ciertamente, en los diseños de op amp más populares, se 
construyen circuitos limitantes de corriente para protegerlos de este fenómeno. Los op 
amps también están limitados en la banda de frecuencia sobre la que pueden actuar. 
Aunque existen op amps más especializados para bandas más anchas, la mayoría de los cir- 
cuitos de op amp están diseñados para operar sobre frecuencias muy por debajo de 1 MHz. La 
dependencia de frecuencia de los op amps serán considerados en el capítulo 14. 

El diseñador experimentado de circuitos con op amps tomará en consideración otros 
factores prácticos: golpes y vibraciones, corrientes y voltajes desviados, y límites acumu- 
lados de régimen (por ejemplo, máximo régimen de cambio en volts/segundo), y no es de 
sorprender que un dispositivo electrónico como un op amp pueda hacerse funcionar bien 
en manos de un experimentado diseñador de circuito. Lo que sí es sorprendente, es que los 
circuitos con op amp bien comportados pueden ser hechos más bien fácilmente por aque- 
llos que no necesariamente son expertos. Lo único que se necesita es utilizar los op amps 
actuales, altamente miniaturizados e integrados, unas cuantas resistencias y baterías poco 
costosas, para construir un circuito con op amp que se comporta con un alto grado de pre- 
cisión, como lo predice el modelo de amplificador de voltaje ideal del op amp. 


Las fuentes dependientes, aquellas cuyas funciones de fuente dependen del valor de una 
corriente o voltaje de otra parte del circuito, se utilizan para construir un modelo de com- 
portamiento de dispositivos activos como los transistores y op amps. Un op amp es un 
dispositivo que, bajo las condiciones adecuadas, se comporta como una fuente de voltaje 
controlada por voltaje con muy alta ganancia. Los op amps son unos de los dispositivos 
activos más versátiles, y serán tratados como un elemento de circuito básico por el resto del 
presente libro. 


" Los circuitos que contienen fuentes dependientes pueden analizarse al tratar las fuentes 
como si fuesen dependientes, y luego sustituyendo la variable de control en la función de 
fuente dependiente. 


" El modelo de amplificador de voltaje ideal para el op amp consiste de una entrada de cir- 
cuito abierto y una salida de fuente de voltaje controlada por voltaje. 
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El modelo mejorado del op amp reemplaza la entrada de circuito abierto con una resisten- 
cia de entrada alta pero finita (por ejemplo, 1 MO), y añade una baja resistencia (por ejern- 
plo, 30 £)) en serie con el circuito de salida. Este modelo es más preciso, pero contiene más 
elementos. 


Un op amp está en una configuración de retroalimentación negativa cuando un incremento 
en su voltaje de salida produce una disminución en su voltaje de salida. 


La retroalimentación negativa es necesaria para un comportamiento del op amp útil en. 
todas sus aplicaciones para circuitos lineales, tales como las configuraciones con op amp: 
amplificadores y sumadores inversores y no inversores, y el seguidor de voltaje. 


La ecuación de transferencia de voltaje es una ecuación lineal que relaciona el voltaje o vol- 
tajes de entrada de un circuito con op amp con su voltaje de salida. La proporción de volta- 
je de entrada contra salida se conoce como proporción de transferencia de voltaje. 


La proporción de transferencia de voltaje de dos configuraciones con op amp conectadas 
en cascada es el producto de sus proporciones de transferencia de voltaje individuales. 


Los diagramas de circuito para op amps físicos son complicados, y contienen muchos 
transistores y otros elementos. Pero cuando se configuran adecuadamente, puede cons- 
truirse un modelo muy simple para los op amps, y son un elemento esencial en el diseño 
de circuitos modernos. 


PROBLEMAS 
3.1.  Obténgase i. 


3.2. Obténgase v, 


PROBLEMA P3.1 


sen 21 V 


PROBLEMA P3.2 


3.3, Dibújese el símbolo de circuito para dos fuentes contro- 
ladas distintas, cada una de ellas equivalente a una resistencia 
de 1-k0. 


3.4. Dense ejemplos de una fuente controlada activa y una 
fuente controlada pasiva (ver problema 3.3). 


3.5. ¿Cuál da más potencia, la fuente independiente o la de- 
pendiente? 


22 


PROBLEMA P3.5 


3.6. ¿Para qué valor de transconductancia de la fuente depen- 
diente del problema 5.5 surge una inconsistencia matemática? 
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3.7,  Obténgase el circuito equivalente de Thevenin 


2i 


14v 


PROBLEMA P3.7 


3.8. Obténganse los equivalente de Thevenin y de Norton 


6 cos 101 V 


PROBLEMA P3.8 


3.9. Este circuito es equivalente a una sola resistencia ¿cuál es 
éste? 


na 


PROBLEMA P3.9 


3.10. Deseamos hacer que ¡= 1 A. Obténganse dos tipos dis- 
tintos de fuentes dependientes que pueden hacer esto, especi- 
ficando sus funciones de fuente. 


PROBLEMA P3.10 


3.11. Deseamos hacer que ¿=-1 A. Obténganse dos tipos dis- 
tintos de fuentes dependientes que puedan hacer esto, especi- 
ficando sus funciones de fuente. 


i en 
> + — 


> 
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PROBLEMA P3.11 


3.12,  Obténgase v,. Utilícese el modelo del op amp ideal con 
A = 100,000. 


104V 15) 
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PROBLEMA P3.12 


3.13.  Repítase el problema 3.12, pero utilícese el modelo me- 
jorado de op amp con parámetros A = 100,000, R;= 1 MO), y 
R, =300. 


3.14. Demuestre que el modelo mejorado del op amp de la 
figura 3.9 puede ser redibujado utilizando una FCCC en vez de 
una FVCV, 


3.15, Utilizando un amplificador inversor, diseñe un circuito 
con v, =-—9v,. Manténganse las resistencias de entre 5 a 500 k(), 


3.16. Utilizando un amplificador inversor, diseñe un circuito con 
Y = -+ v,. Mantenga la resistencia en el rango de entre 5 a 
500 kQ. 
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3.17. Utilizando un amplificador no inversor, diseñe un cir- 
cuito con v, = 7v,. Mantenga todas las resistencias en el rango 
de entre 5 a 500 k(2. 


3.18. Compárese la potencia transmitida a la resistencia de 
20-k0Q en este circuito aislador, con un circuito igual donde se 
elimina el seguidor de voltaje (a y b conectados entre sí). 


IE RIÓ 
va 
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PROBLEMA P3.18 


3.19. Si deseamos dar z mW de potencia a la carga de 15-kQ, 


Rp= id 
Re 
1x0 ER 
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PROBLEMA P3.19 


3.20. Utilizando un divisor de voltaje seguido de un ampli- 
ficador no inversor, diseñe un circuito con v, = + + v,. ¿Podemos 
invertir el orden de estos dos subcircuitos y obtener el mismo 
resultado? 


3.21. Obténgase k en la transferencia de voltaje v, = kv. 


PROBLEMA P3.21 


Problemas 


3.22. Obténgase k en la función de transferencia de voltaje 
v, = kv. 


PROBLEMA P3.22 


3.23. Demuéstrese cómo se puede crear un circuito con uz 
= 1000u, al conectar en cascada tres etapas de amplificador ¿dén- 
ticas. Manténganse todas las R en el rango de entre 5 a 500 k0. 


3.24. Diseñe un circuito con vz = -2v, — 5vz. Manténganse 
todas las resistencias en el rango de entre 5 y 500 k(2. 


3.25. Diseñe un circuito con vs = —v, — 2v, — 3wy + 4uz. 
Mantenga todas las resistencias en el rango de entre 5 a 500 k£2. 


3.26. Obténgase la función de transferencia de voltaje vz = ku; 
+ k,U). 


PROBLEMA P3.26 


3.27. Diseñe un circuito con vz = 3v, = 2v, utilizando un solo 
sumador no inversor. 


3.28. Repítase 3.26 utilizando dos etapas inversoras en vez de 
una sola no inversora. 


3.29. ¿Si todas las resistencias externas en cualquiera de las 
configuraciones fueran multiplicadas por la misma constante, 
¿qué efecto tendría esto sobre la función de transferencia de 
voltaje? ¿Sobre las corrientes que pasan a través de la resisten- 
cia externa? 
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3.30. Obténgase la ecuación de transferencia de voltaje (en- 
tradas vy, v,; salida vz). 


40 k92 50 k92 100 kQ 


PROBLEMA P3.30 


Problemas más complejos 


3.31. Diséñese un circuito con vz = 5v, = 4v,en los dos sen- 
tidos. 
(1) Utilícese únicamente op amps, en configuraciones inver- 
soras. 


3.32. Obténgase la función de transferencia de voltaje vz = kyv, 
+ kv, cuando R = 100 k(2. Repítase con R = 10 k(). 


PROBLEMA P3.32 


3.33.  Diseñe un circuito que satisfaga vs = v, — Y, + Uy — Uy. 
Manténganse todas las R dentro del rango de entre 5 a 500 k(Q2. 


3.34, ¿Para qué rango de resistencias R; los valores de vu), 
calculados utilizando el modelo de amplificador de voltaje ideal 
de la figura 3.7 y el modelo mejorado de la figura 3.9, difieren 
en por lo menos 1%. Utilícense R;=1 MO, R, = 30 0, 
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PROBLEMA P3.34 


3.35. ¿Para qué rango de resistencia R, los valores de v, 
calculados utilizando el modelo de amplificador de voltaje ideal 
de la figura 3.7 y el modelo mejorado de la figura 3.9, difieren 
en por lo menos 1%? Utilícense R; = 1 MO, R, = 30 0. 
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PROBLEMA P3.35 
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= 4.6 Circuitos que contienen 
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En el capítulo 2 consideramos métodos para analizar circuitos simples; recordamos aquí 
que son aquellos que pueden describirse por una sola ecuación con una sola incógnita de 
corriente o voltaje. Si se desea describir circuitos más generalizados, se requiere de un con- 
junto de ecuaciones simultáneas con varias variables de circuitos. 

En el presente capítulo resolveremos el desafío de estos circuitos más generalizados 
desarrollando métodos sistemáticos para formular y resolver conjuntos de ecuaciones que 
permiten un análisis completo de cualquier circuito lineal. Consideraremos dos métodos; 
el primero se basa especialmente en la ley de corriente de Kirchhoff (método conocido 
como análisis nodal), y el segundo, en la ley de voltaje de Kirchhoff (análisis de redes). 

Cada uno de estos métodos origina un conjunto de ecuaciones que sólo contienen un 
pequeño subconjunto de todos los voltajes y corrientes en el circuito. A partir de lo des- 
crito en los capítulos previos, ya debe ser evidente que el análisis completo de un circuito 
debe ser realizado primeramente descomponiendo el circuito, es decir, obteniendo los va- 
lores de unas cuantas variables de lós circuitos más importantes. Una vez que éstas se 
resuelven, es fácil obtener las demás. Por ejemplo, en un circuito simple que consiste en 
un solo circuito cerrado, la variable más importante es la corriente del circuito cerrado. 
Una vez que se descompone el circuito al obtener la corriente, podemos obtener todos los 
voltajes del circuito aplicando las leyes de los elementos individuales con corrientes 
conocidas (y, desde luego, todo elemento de corriente es igual a la corriente del circuito 
cerrado). 

Iniciamos con las secciones 4.1 y 4.2, donde se demuestra cómo pueden usarse los 
principios de proporcionalidad y superposición para dividir un problema de circuitos li- 
neales que involucran varias fuentes, en problemas de componentes, donde cada uno invo- 
lucra una sola variable, o una sola fuente. Esto a veces puede emplearse para simplificar 
circuitos más generalizados y, por consiguiente, para resolverlos utilizando los métodos 
previamente descritos, que generalmente son aplicables únicamente a circuitos simples. 
Luego desarrollaremos los métodos de análisis nodal y de análisis de redes, dos técnicas 
indispensables en la práctica del análisis y diseño de circuitos. Los principios de corto cir- 
cuito y circuito abierto virtuales presentados en la sección 4.7 facilitan el análisis de circuitos 
que contienen op amps. El capítulo concluye con las primeras nociones del programa de 
computadora SPICE de simulación de circuitos y análisis. Utilizaremos con frecuencia el 
SPICE en el transcurso de nuestro estudio para revisar ¡nuestros resultados numéricos, y 
para obtener experiencia práctica con un rango de circuitos más amplio de lo que podría 
resolverse cómodamente sin el nivel de apoyo computarizado proporcionado por una 
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computadora digital. Por ejemplo, al resolver 10 ecuaciones simultáneas de análisis de cir- 
cuitos, el encanto se pierde definitivamente luego de las primeras horas de cálculos hechos 
a mano, y SPICE nos libera de una tarea de esta naturaleza. 


En el capítulo 2 definimos una resistencia lineal como todo aquél que satisface la ley de Ohm 


v=Ri 


y consideramos los circuitos que están hechos de resistencias lineales y fuentes inde- 
pendientes. Definimos fuentes dependientes en el capítulo 3, y analizamos circuitos que 
contienen fuentes dependientes e independientes. Todas las fuentes independientes que con- 
sideramos tenían funciones de fuente de la forma 


y =kx (4.1) 


donde k es una constante, y las variables x y y son variables de circuito (voltajes o co- 
rrientes). Es claro que la ley de Ohm es un caso especial de (4.1). En (4,1) la variable y es 
proporcional a la variable x, y la gráfica de y contra x es una recta que pasa por el origen. 
Por esta razón, algunos autores se refieren a los elementos caracterizados por (4.1) como 
elementos lineales. Para nuestros propósitos, definiremos un elemento lineal de un modo 
más general, que incluye a (4.1) como caso especial. Si x y y son variables de circuito aso- 
ciadas con un elemento de dos terminales, entonces diremos que el elemento es lineal si 
multiplicar x por una constante K es igual a la multiplicación de y por la misma constante 
K. Esto se conoce como propiedad de proporcionalidad, y evidentemente también se apli- 
ca a todos los elementos que satisfacen (4.1) puesto que, al multiplicar ambos lados por K, 


(Ky) = k (Kx) 


Por consiguiente, un elemento descrito por (4.1) es lineal. Además, los elementos con leyes 
terminales de las formas 


dx 
y = y =k $ sena (4.2) 
son también lineales, puesto que estas leyes también implican que 


(Ky)=k (x=) (Ky)=k [unas 


El op amp es un elemento de terminales múltiples, y se describe con más de una 
ecuación. Sin embargo, utilizaremos el op amp únicamente en modo retroalimentador, 
como se definió en el capítulo 3, y en este caso los circuitos resultantes del modelo del op 
amp consisten de elementos lineales. En este caso, los modelos presentados en el capítulo 
3, compuestos de fuentes linealmente dependientes y resistencias lineales, pueden utilizarse 
en vez del op amp. En consecuencia, podemos agregar el op amp a nuestra lista de ele- 
mentos lineales. 

Definiremos un circuito lineal como todo circuito que sólo contiene elementos li- 
neales y fuentes independientes. Como ejemplo, casi todos los circuitos considerados hasta 
el momento son lineales. Ciertamente, en el presente texto nuestra atención se limitará ex- 
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FIGURA 4.1 
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chusivamente a circuitos lineales. Este enfoque a los circuitos lineales se debe a dos 
razones: en primer lugar, una gran cantidad de circuitos interesantes, como amplificadores 
y filtros, son lineales; segundo, las técnicas de análisis de circuitos lineales son muy pode- 
rosas, y forman la base de todos los análisis de circuitos, sean estos lineales o no lineales. 

Las ecuaciones de análisis de un circuito lineal se obtienen aplicando LVK, LCK y 
las leyes de elementos para cada elemento en el circuito. Las ecuaciones resultantes pueden 
expresarse generalmente como 


41x1 + 022 +->**+4QpnXn = y (4.3a) 


donde las x, son variables de circuitos (corrientes y/o voltajes), y y es una suma algebraica 
neta de fuentes independientes. Por ejemplo, si (4.3a) es una ecuación LVK alrededor de 
un circuito cerrado compuesto de resistencias y fuentes independientes de voltaje, cada x; 
puede ser una corriente, cada a, (positiva o negativa) un valor de resistencia, y y es la suma 
algebraica de funciones de fuentes de voltaje. Si (4.3a) es una ecuación LCK, las x, pueden 
ser corrientes, las a, son conductancias positivas o negativas, y y la corriente neta en el nodo. 
No es necesario que todas las variables de circuitos en una ecuación dada sean del mismo 
tipo y, de hecho, algunas incógnitas x, pueden ser corrientes, y otras pueden ser voltajes. 

Una suma de variables a escala, como la del lado izquierdo de (4,3a), se designa como 
combinación lineal de x, a x,. Nótese que las combinaciones lineales de elementos lineales 
también satisfacen la propiedad de proporcionalidad; es decir, si cada fuente está a escala 
de K, cada variable de circuito estará a escala de K, puesto que (4.3a) implica que 


arí(Kxj) +0 (Kx2) +++ +an([Kxp) = Ky (4.3b) 


De este modo, si x;,..., x, fueran valores de variables de circuitos y y fuera la fuente, 
Kx;»..., Kx, serán sus valores con la fuente neta y a escala de K. 


Deseamos obtener i, e i, de la figura 4.1. Aplicando LVK en sentido 
de las manecillas del reloj alrededor del circuito cerrado izquierdo, 


—2iy +41, =U (4.4a) 


gl 


notamos que la fuente v,, es igual a la combinación lineal de ¡, e >. 
Aplicando LCK al nodo superior derecho, 


Í; + la = 192 (4.4b) 


que, como todas las ecuaciones LCK y LVK en un circuito lineal, 
también iguala una combinación lineal de variables de circuito a un 
valor neto de fuente. Resolviendo ésta última para ¿,, y utilizando esto 
para eliminar i, de (4.4a), la corriente ¿, resulta ser 


Circuito lineal con dos puentes. l 1 (4.53) 


y = rd la 


y sustituyendo el valor de ¡, en (4.4b), 


E 1 2, 

l= el + 3182 (4.5b) 
La solución expresa las variables de circuito como combinaciones 
lineales de las fuentes. Por el principio de proporcionalidad, multi- 
plicar por 2 cada fuente duplicará las variables de circuito. Exa- 
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minando (4.5), si v¿, y ¿¿, son duplicadas, los lados derechos de estas 
ecuaciones se duplican, y por consiguiente también i, e i,. 


Utilizaremos el principio de proporcionalidad para ayudar a calcular 
v, en el circuito de la figura 4.2. Este circuito a veces se conoce como 
circuito en escalera, debido a su configuración, que efectivamente se- 
meja una escalera. Nótese que la incógnita está muy alejada de la úni- 
ca variable de circuito que conocemos inicialmente, el valor de la 
fuente. Por consiguiente, es de esperarse que haya varias ecuaciones 
con muchas incógnitas si comenzamos a escribir ecuaciones en el lado 
de fuentes de la escalera. 


FIGURA 4.2 Ejemplo de circuito en escalera. 


En vez de eso, supongamos una solución, v, = 1 V, y veamos a 
dónde nos lleva esta suposición. Si v, = 1 V, entonces seguramente 
1, =2 A, por la ley de Ohm, y v, = 1 V, puesto que los elementos para- 
lelos tienen la misma caída de voltaje. Por consiguiente, i¿= 1 A, y en 
el nodo superior derecho, iz = 1, + 1, =3 A. Puesto que iz fluye a través 
de una resistencia de 3 Q, vz = 9 V. Luego, por LVK, vz = vz + v, 
= 10 V. Continuando de derecha a izquierda de este modo, i¿=2A, 
is=i3 +1¿=5 A, vs=5 V y, finalmente, si nuestra suposición (v; = 1 V) 
fuera la correcta, obtendríamos vz, = ug + vs = 15 V. 

Esto no es correcto, puesto que realmente v¿, = 45 V. Pero, 
después de todo, esto no era más que una suposición para poder em- 
pezar. Por la relación de proporcionalidad, si una fuente de 15 V da 
una salida de v, = 1 V, como descubrimos anteriormente, entonces 
nuestra fuente de 45 V dará el triple, por lo que la respuesta correcta 
debe ser 


45 
= — — V 
0 150) 3 


Este método de suponer una respuesta para la salida, y tra- 
bajando en retroceso para obtener la entrada correspondiente para 
finalmente ajustar la salida supuesta, con el objeto de que ésta sea 
consistente con la entrada real mediante la relación de proporcio- 
nalidad, es particularmente fácil de aplicar a la red en escalera, pero 
también puede aplicarse a otro tipo de circuitos. 


Un circuito no lineal es, desde luego, uno que tiene por lo menos un elemento cuya 
relación terminal no es de la forma (4.1) o (4.2). En el ejercicio 4.1.4 se da un ejemplo, en 


el que puede verse que no se aplica la propiedad de proporcionalidad. 
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EJERCICIOS 


22 32 
+ 
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EJERCICIO 4.1.1 
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EJERCICIO 4.1.4 


4.1.1,  Encuéntrense i, y v,, con (a) los valores de fuente que se muestran, 
(b) los valores de fuente divididos entre 2, y (c) los valores de fuente multi- 
plicados por —2. Nótese cómo se aplica el principio de proporcionalidad en (b) 
y (c). 

Respuestas fa) 2 A, 36 V; (b) 1 A, 18 V; (c) 4 A, -72V 


4.1.2, Supongamos que v,, = 90 V en la figura 4.2. Encuéntrense vy, ¿,, Ya, 
L, Y, la, LIA is Us e ls. 
Respuestas 6 V; 12 A;6 V; 6 A; 54 V; 18 A; 60 V; 12 A;30 V;30 A 


4.13.  Encuéntrense ve ¿ mediante el principio de proporcionalidad. 
Respuestas 8 V,3 A 


i 
Iz 42 890 
De — 


EJERCICIO 4.1.3 


4.14. En este circuito, R,, es una resistencia no lineal con ley de terminal 
v = 213, Encuéntrese la función de fuente v, que soporta ¿= 1 A, y luego para 
¡=2 A, y demuéstrese que el principio de proporcionalidad no se satisface. 
¿Por qué? 

Respuestas 5 V; 28 V. La violación del principio de proporcio- 
nalidad es que estas respuestas no están en proporción 1:2 (se trata de un cir- 
cuito no lineal). 


En esta sección consideraremos circuitos lineales con más de una fuente independiente. 
Como veremos, la propiedad de linealidad hace posible el análisis de estos circuitos suman- 
do las respuestas debidas a cada fuente por separado. 

Recuérdese de (4.3) que cada ecuación de circuito puede expresarse como 


Q1X] + 02X2 4 *** + OnXp = y 


donde las x, son variables de circuitos, y y es el valor neto de la fuente en esta ecuación 
LCK o LVK. Específicamente, supóngase que hay exactamente dos fuentes, y, y y»: 
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01X] + 02X2 ++ ** + GnXn = Ya + Yo (4.6) 


Ahora supóngase que eliminamos la fuente b; es decir, fijamos en cero su función y,, pero 
el resto del circuito queda intacto. Entonces, en este nuevo circuito, tendríamos una ecua- 
ción correspondiente a la anterior: 


a1XÍ NI e (4.73) 


En esta ecuación, el lado izquierdo sería la misma combinación lineal que la anterior (las 
a, no fueron modificadas), puesto que únicamente cambió el valor de la fuente y,, y no así 
los elementos lineales o su colocación en el circuito. Los valores de las variables de cir- 
cuito serán diferentes debido a la sola presencia de la fuente única a, y se designan con un 
superíndice a. x; es por consiguiente la respuesta a la fuente a por sí sola. Si en lugar de 
ello eliminamos la otra fuente, la fuente a, la ecuación de circuito será 


ax] + 0913 E AX = Yo (4.70) 


Como en el caso anterior, las a, en (4.7b) serán idénticas a las de (4.6), y las x? son res- 
puestas únicamente de la fuente b. Sumando las ecuaciones (4.7a) y (4.7b), 


at +xD+a0% + x9) +. +anlx + xb) = Ya + Yp 


Comparando (4.6) con la última ecuación, finalmente llegamos a nuestro resultado final. 
Considerando a cada una de las variables de circuitos x, como respuestas de este circuito a 
las fuentes, obtenemos: 


x=Xx 4x7 


o la respuesta general de un circuito que contiene varias fuentes es la suma de las respues- 
tas a cada fuente individual, eliminando las otras fuentes. Este es el principio de super- 
posición. 

Nuestra justificación anterior supuso exactamente dos fuentes, pero es claro que 
puede aplicarse, realizando una leve generalización, al caso de varias fuentes. Recuérdese 
del capítulo 2 que las fuentes de corriente se eliminan, o son fijadas en cero, reempla- 
zándolas con circuitos abiertos y reemplazando a las fuentes de voltaje con circuitos 
cerrados. Nótese también que la superposición, en general, sólo es válida para circuitos 
lineales, aquellos para los que puede suponerse (4.6), del mismo modo en que el principio 
de proporcionalidad puede garantizarse únicamente para circuitos lineales. 


Primeramente considérese el circuito de la figura 4.1, que se anali- 
zó en la sección anterior. Las variables de circuito i, e ¿, fueron 
halladas en (4.5). Utilicemos ahora la superposición para obtener 
estas respuestas. Primero eliminamos la fuente de corriente, lo que 
origina el circuito modificado de la figura 4.3(a), y determinamos ¿5 e 
¿5. Este es el problema de la componente a, y ¿e ¿¿son las com- 
ponentes de las respuestas ¿, e ¿, debidas a la fuente a (la fuente de 
voltaje). Este es un circuito de una sola vuelta, y 


-Q 
t1 
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Pero luego eliminamos la fuente de voltaje, lo que provoca el pro- 
blema de la componente b que aparece en la figura 4.3(b). Por división 
de corrientes, 


1 
b s 
1 3/82 
2 
ba A 
1) 32 


Por el principio de superposición, cada respuesta es la suma de las 
- componentes de las respuestas, o 


o 1 1. 
4=:4+4 ds + 3182 
dc 7ER 1 2. 
459495" 
Ciertamente, estos resultados concuerdan con los cálculos anteriores 
(4.5). 


(b) 
FIGURA 4.3 — (a) Problema de componente a; (b) problema de componente b. 


El ejemplo 4.3 demuestra que existe un intercambio en el uso de la superposición. 
Por una parte, se deben resolver dos (o más) problemas de componentes en vez de la com- 
ponente única que se nos dio originalmente. Por otra parte, cada problema de componentes 
es más simple que el original, porque contiene una sola fuente, y porque eliminar fuen- 
tes reduce el número de nodos y/o vueltas del circuito. Ciertamente, ambos problemas de 
componentes en el ejemplo 4.3 involucra circuitos simples (vuelta única en la componente 
a, un par único de nodo en la componente b), en tanto que el circuito original no era sim- 
ple, y no podía ser analizado sin resolver las ecuaciones simultáneas con dos incógnitas 
[(4.4a) y (4.4b)]. 


Como segundo ejemplo, obtengamos el voltaje v en el circuito con 
tres fuentes independientes que aparecen en la figura 4.4. Utilizando 
la superposición, obtendremos los componentes de v provenientes se- 
paradamente de cada fuente, refiriéndonos a la fuente 6-V como fuen- 
te a, a la fuente 18-V como fuente b y a la fuente 2-A como fuente c. 

En la figura 4.5(a), aparece el problema de la componente a, en 
donde se han eliminado las fuentes b y c. Eliminando la fuente 18-V 
une a los nodos b y d para formar un solo nodo. Se ha dibujado el cir- 
cuito para mostrar esto. El equivalente paralelo de las resistencias 
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pi 


2-0 y 6-0 es3 de (), y puede obtenerse va mediante una división de 
voltajes: 


EC 
a 


En la figura 4.5(b) se muestra el problema de la componente b. 
Eliminando la fuente 6-V ha hecho que se unan los nodos a y c tal y 
como aparece en la figura. Nuevamente, luego de sustituir las resis- 
tencias 2-6), y 3-£2, por su equivalente paralelo 6/5 de (2, puede obte- 
nerse vó por emisión de voltajes. 


6 


v = 2 (18) =3 V 


FIGURA 4.4 Ejemplo con tres fuentes inde- 5 +6 


pendientes. 


El problema de la componente c [Figura 4.5(c)], tiene tres resis- 
tencias en paralelo. 


Por superposición, el valor de v es la suma de sus componentes: 
v=vtyb4yo=4 43-2=5V 
Nótese que hemos resuelto un conjunto de problemas de circuitos 


simples en lugar de un problema original que, de no ser por la super- 
posición, habría requerido ecuaciones simultáneas. 


qe ac 
+ 
690 Pra 


d 
(b) (c) 


FIGURA 4.5 (a) Componente a; (b) componente b; (c) componente c. 
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La superposición es una poderosa herramienta que nos permite resolver corrientes y 
voltajes en circuitos lineales que contienen varias fuentes al añadir (superponer) voltajes 
y corrientes componentes. En general, la superposición no funcionará en circuitos no li- 
neales (aquellos que contienen uno o más elementos no lineales). Su validez también está 
limitada, aun en circuitos lineales, a cálculos de corrientes y voltajes. En particular, el 
poder total disipado por un elemento de un circuito lineal, en general no es la suma de 
los poderes separados debidos a cada fuente. Esto se debe a que la potencia es una fun- 
ción no lineal de las variables de circuito corriente y voltaje. El uso de la superposición 
está limitada a calcular corrientes y voltajes en circuitos lineales. 


Este ejemplo ilustra el uso adecuado de la superposición cuando debe 
calcularse la potencia, y también su uso cuando existe en el circuito 
una fuente dependiente. Deseamos obtener el voltaje v y la potencia 
disipada por la resistencia 3-(2, en el circuito 4.6. Para obtener v, uti- 
lizaremos la superposición. Únicamente las fuentes independientes 
generan componentes, por lo que las descompondremos en dos pro- 
blemas de componentes a y b, como aparece en la figura 4.7. Para la 
BEE E) ess componente a, eliminaremos la fuente de corriente. La figura 4.1(a) es 
un circuito de una sola vuelta con la ecuación LVK 


(P)sa -12+ 3 +2 +5 =0 
oií¡=2A,y 


FIGURA 4.6 Ejemplo con una fuente depen- 


a _q:a_ 
diente. a E 


En el problema de la componente b, eliminando la fuente de voltaje, 
LCK en el nodo superior produce una corriente hacia abajo a través 
de la rama media de 6 + ce . Por consiguiente, LVK alrededor de la 
vuelta izquierda es 


+3(6+ 147) +2i=0 


oil =-3A, y 


vw =3(6+ 1) =9 V 


Luego, por superposición de voltajes componentes, 


v=v + =6+9=15V 


(b) 
FIGURA 4.7 (a) Componente a: (b) componente b. 
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También necesitamos la potencia que pasa a través de la resistencia de 
30. Puesto que conocemos su voltaje v, 


Nótese que obtuvimos v por suposición, y utilizamos el voltaje total v después de la 
superposición de componentes de voltaje para calcular la potencia. De haber calculado 
la potencia que pasa por la resistencia en los problemas de componentes separa- 
damente, y hubiéramos tratado de superponerlos, esto nos habría dado un resultado dis- 
tinto y erróneo, puesto que la suma de las potencias componentes, (v12 + yb2)/R, no es 
la misma que la potencia debida a la suma de las componentes v2/R = (vt + vb)?/R. Aun 
en circuitos lineales, la potencia no se superpone, y esto ocurre únicamente con el volta- 
je y la corriente. 


EJERCICIOS 


4.2.1. Resolver el ejercicio 4.1.1. utilizando superposición. 


40 4.2.2.  Obténgase v e i, por superposición. Compruébese mediante las 
transformaciones Thevenin-Norton. 


12 0) ES EN v Respuesta 11 V;-— LA 
4.2.3. 


Reemplácese la 3 V del ejercicio 4.2.2., por 4í,, convirtiendo una 
fuente independiente en fuente dependiente. Obténganse v e i, por superpo- 
sición. 

EJERCICIO 4.2.2 Respuesta 8 V;-1A 


En esta sección desarrollaremos un método general de análisis de circuitos en donde los 
voltajes son las incógnitas que deben obtenerse. Para muchas redes, una elección con- 
veniente de voltaje es el conjunto de los voltajes de nodo. Puesto que un voltaje se define 
como el existente entre dos nodos, es conveniente seleccionar el nodo en la red que sea 
nodo de referencia, y luego asociar un voltaje a cada uno de los demás nodos. El voltaje de 
cada uno de los nodos que no son de referencia con respecto al nodo de referencia, se defi- 
ne como el voltaje de nodo. Es una práctica común seleccionar direcciones de referencia 
para estos voltajes, de forma que los extremos positivos estén todos en los nodos que no 
son de referencia, y los extremos negativos estén todos en el nodo de referencia. Para un 
circuito que contiene N nodos, habrá N —1 nodos que no son de referencia, y por consi- 
guiente N —1 voltaje de nodo. El análisis nodal es el método en el que descompondremos 
el circuito, es decir, resolveremos un conjunto clave de variables de circuito, obteniendo los 
voltajes de nodo en sí. Cualquier otra corriente o voltaje podrá obtenerse fácilmente una 
vez que se descompone el circuito. 

Comúnmente se elige como nodo de referencia al nodo al que se conecta la mayor 
cantidad de ramales. Muchos circuitos prácticos están construidos sobre una base o chasis 
metálico, y generalmente se conectan varios elementos al chasis, que se convierte en la 
elección lógica para el nodo de referencia. En muchos casos, tales como sistemas eléctricos 
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FIGURA 4.8 Nodos de 


referencia y no referencia. 
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de potencia, el chasis es conectado a tierra, convirtiéndose en parte de un nodo único cha- 
sis-tierra. Por esta razón, el nodo de referencia es comúnmente designado como tierra 0 
nodo de tierra. Por consiguiente, el nodo de referencia está a potencial de tierra o potencial 
cero, y puede considerarse que cualquier otro nodo tiene un potencial que está algún poten- 
cial mayor o menos a cero, especificado por el valor de su voltaje de nodo. 

Las ecuaciones del análisis nodal se obtienen aplicando LCK en los nodos. Recuér- 
dese que cada término en una ecuación LCK es un elemento de corriente. Para una resisten- 
cia, esta corriente es proporcional a su voltaje. Este voltaje, al igual que cualquier otro 
elemento de voltaje, es igual a un voltaje de nodo (si uno de los extremos del elemento está 
unido al nodo de referencia), o la diferencia de los voltajes de nodo (si ambos extremos 
están unidos a nodos que no son de referencia). Por ejemplo, en la figura 4.8, el nodo de 
referencia es el nodo 3 con potencial cero o tierra. El símbolo que aparece junto al nodo 3, 
es el símbolo convencional de tierra, como se especificó anteriormente en el capítulo 3. Los 
nodos que no son de referencia 1 y 2, tienen voltajes de nodo v, y vz. Por consiguiente, el 
elemento de voltaje v,, con la polaridad que aparece es 


V12= UV] — Y 
Los otros voltajes de elemento que aparecen son 


vu3=w- 0=0v 
y vy=w,- 0=v, 


Pueden establecerse estas ecuaciones aplicando LVK alrededor de las mallas (reales o 
imaginarias). Evidentemente, si conocemos todos los voltajes de nodo, podemos obtener 
todos los voltajes de elemento, y por consiguiente todas las corrientes de elemento. 

La aplicación de LCK en un nodo, expresando cada corriente incógnita en términos 
de los voltajes de nodo, resulta en una ecuación de nodos. Claramente, es posible simpli- 
ficar las ecuaciones resultantes cuando el nodo de referencia es elegido como el nodo con 
el mayor número de elementos conectados a éste. Sin embargo, como veremos posterior- 
mente, este no es el único criterio para seleccionar el nodo de referencia, aunque con fre- 
cuencia es el más común. 

Puesto que aplicaremos LCK sistemáticamente a los nodos de circuito, el caso más 
directo a considerar es el de los circuitos cuyas únicas fuentes son fuentes de corriente inde- 
pendientes. Iniciaremos la discusión con ejemplos de este tipo. En la red que aparece en la 
figura 4.9(a), hay tres nodos, sombreados y numerados como se muestra en la figura. [Esto 
es más fácil de notar en la otra versión que aparece en la figura 4.9(b).] Puesto que hay cua- 
tro elementos conectados en el nodo 3, lo seleccionamos como nodo de referencia, identi- 
ficándolo por el símbolo de tierra que aparece. 


(b) 


FIGURA 4.9 Circuito que contiene fuentes independientes de corriente. 
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FIGURA 4.10 Elemento 
único. 


Antes de escribir las ecuaciones de nodo, considérese el elemento que aparece en la 
figura 4.10, donde v, y v, son voltajes de nodo. El voltaje de elemento v está dado por 


V=V —U) 


y por consiguiente, por la ley de Ohm, obtenemos 
Y) . UV — U 
RO OR 

0] i=G (ul =- v,) 


donde G = 1/R es la conductancia. Es decir, la corriente del nodo 1 al nodo 2 a través de 
una resistencia es la diferencia del voltaje de nodo en el nodo 1, y el voltaje de nodo en el 
nodo 2, divididos por la resistencia R, o multiplicado por la conductancia G. Esta relación 
nos permitirá escribir rápidamente las ecuaciones de nodo por inspección, directamente en 
términos de los voltajes de nodo. 

Volviendo ahora al circuito de la figura 4.9, la suma de las corrientes que salen del 
nodo 1, deben ser cero, o 


u+h- le1 =0 
En términos de los voltajes de nodo, esta ecuación se convierte en 
Gu] + Ga(u1 — v2) — ¿gi =0 


Pudimos obtener esta ecuación directamente utilizando el procedimiento del párrafo prece- 
dente. Aplicando LCK en el nodo 2 de modo similar, obtenemos 


io+i4io=0 
o G2(v, — 1) + Gua + ia =0 


En vez de sumar a cero las corrientes que salen del nodo, podríamos haber utiliza- 
do la forma de LCK que iguala la suma de las corrientes que salen del nodo a la suma de 
corrientes que entran al nodo. De haberlo hecho así, los términos ¡¿, e ¿¿) habrían apare- 
cido en el lado derecho de la ecuación: 


Gyu¡ + Ga(v] — 02) = iz1 


Ga(u, — v1) + Gzua = —iga 


Reagrupando estas dos ecuaciones, el resultado es 


(G¡ + G>)u] — Ga2u2 = lg1 (4.88) 
—Gyu1 + (Ga + G3)u) = —iga (4.8b) 


Estas ecuaciones presentan una simetría que puede ser utilizada para describir las 
ecuaciones en la forma reagrupada (4.8), directamente por inspección del diagrama de cir- 
cuito. En 4.8(a), el coeficiente de v, es la suma de conductancia de los elementos conec- 
tados al nodo 1, en tanto que el coeficiente del nodo vu, es el negativo de la conductancia 
del elemento que conecta el nodo 1 al nodo 2. Esto mismo es vigente para (4.8b) si se inter- 
cambian los números 1 y 2. Por consiguiente, el nodo 2 juega el papel en (4.8b) del nodo 1 
en (4.8a). Es decir, es el nodo en donde se aplica LCK. En cada ecuación, el lado derecho es 
la corriente desde las fuentes de corriente que entran al nodo correspondiente. 

En general, en las redes que contienen únicamente conductancias y fuentes de co- 
rriente, LCK aplicado en el k-ésimo nodo, con el voltaje de nodo v,, puede ser escrito del 
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modo siguiente. En el lado izquierdo de la ecuación del nodo k, el coeficiente del voltaje 
del k-ésimo voltaje del nodo es la suma de las conductancias conectadas al nodo k, y los 
coeficientes de los otros voltajes del nodo son los negativos de las conductancias entre 
esos nodos y el nodo k. El lado derecho de esta ecuación consiste en la corriente neta 
que fluye hacia el nodo k debido a las fuentes de corriente. 

Este patrón predecible facilita escribir las ecuaciones de nodo. Nótese que los signos, 
positivos en el lado izquierdo de la ecuación para los términos vz, negativos para otros tér- 
minos de voltaje de nodo, y positivos en el lado derecho de la ecuación para las fuentes de 
corriente que fluyen hacia el nodo k, son una consecuencia de la forma elegida de LCK. En 
tanto que podrían utilizarse otras formas de un modo igualmente correcto, preferimos uti- 
lizar la forma recomendada, con la ventaja de que los términos siempre caen en este pa- 
trón. Ayuda a hacer que los patrones de signos sean fijos y predecibles, para poder enfocar 
nuestra atención a asuntos más importantes cuando se analiza un circuito. 

El análisis nodal consiste en escribir las ecuaciones de nodo LCK descritas an- 
teriormente, en todos los nodos del circuito que no son de referencia. Con esto se obtienen 
N — 1 ecuaciones lineales, con un número similar de incógnitas (los voltajes de nodo). 
Como se discute en el apéndice C, estas ecuaciones son linealmente independientes y, por 
consiguiente, se garantiza que poseen una solución única. Los voltajes de nodo pueden 
encontrarse por una variedad de medios, incluyendo la eliminación de Gauss, la regla de 
Cramer y la inversión de matrices. 


Considérese el circuito de la figura 4.11. Se seleccionó el nodo infe- 
rior como nodo de referencia, puesto que muchos elementos se conec- 
tan a éste. Las resistencias son marcadas según sus conductancias. 


FIGURA 4.11 Circuito para el ejemplo 4.6. 


Puesto que hay tres nodos que no son de referencia, y se obten- 
drán tres ecuaciones con tres incógnitas de voltaje de nodo. El nodo 
v,, hotamos que la suma de conductancias es 3 + 1 =4, el negativo del 
nodo de conexión de conductancia v, al nodo v, es —1, y la corrien- 
te neta de fuente que entra al nodo 1 es 7 — 5 =2, Por consiguiente, la 
primera ecuación de nodo es 


40 -=2 (4.9) 

De manera similar, en los nodos v, y vz, obtenemos 
—v] + 6uv) — 243 =5 (4,10a) 
—2u +74 =17 (4.10b) 


Podemos resolver (4.9) y (4.10) para los voltajes de nodo utili- 
zando cualquiera de una variedad de métodos para resolver ecuacio- 
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nes simultáneas. Tres de estos métodos son la inversión de matrices, 
la regla de Cramer y la eliminación Gaussiana. Para el lector que no 
está familiarizado con estos métodos, en el apéndice A aparece una 
descripción de estos métodos. Seleccionando la regla de Cramer, 
primero obténgase el determinante de la matriz coeficiente, dada por 


4 -1 0 
A=|-1+ 6 -2|=145 (4.11) 
0 2 7 


Para determinar v,, se sustituye la primera columna de la matriz coe- 
ficiente por el vector de constantes en el lado derecho de (4.9) -(4.10), 
calcúlese su determinante, y divídase por el determinante de la matriz 
coeficiente que ya se obtuvo. 


2 -1 0 
Ss 6 —2 
1” —2 7 
Y = ———__————_——— =1V 
A 


v, , se obtiene reemplazando la segunda, y vz, reemplazando la tercera 
columna de la matriz coeficiente y calculando como se hizo ante- 
riormente, obteniéndose v, = 2 V y vz =3 V. 

Ahora que hemos descompuesto el circuito obteniendo los vol- 
tajes de nodo, podemos obtener fácilmente cualquier otro voltaje o 
corriente. Por ejemplo, si deseamos obtener la corriente ¿ en el ele- 
mento 2-S, esto está dado por 


i¡=2(v, — v)=20Q0-3)=-2A 


Nótese que la matriz coeficiente que aparece en (4-11) es simétrica [los elementos 
(1,7) y (, ¿) son iguales]. Esto proviene del hecho de que la conductancia entre los nodos 
i y j, es la misma que hay entre los nodos j e í. La simetría simplifica aún más la escritura 
de las ecuaciones de nodo. En tanto que la simetría sea cierta como regla general para todos 
los circuitos que no contienen fuentes dependientes, la simetría de la matriz coeficiente no 
puede considerarse como dada en ese caso, como lo veremos en el ejemplo siguiente. 


Considérese el circuito de la figura 4.12, que contiene fuentes de co- 
rriente dependientes. Comenzaremos escribiendo las ecuaciones de nodo 
exactamente como si las fuentes fueran independientes. En el nodo 1, 


DO) + (D(u) + Qro, — va) =5 — Si 


Y en el nodo 2, 


(0) + (2)(v) — 01) = Si + 2v 


Luego expresamos las variables de control para las fuentes depen- 
dientes [ y v en estas ecuaciones, en términos de los voltajes del nodo. 
Por la ley de Ohm, 


y por inspección 


V=V —U 
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Sustituyendo las últimas dos ecuaciones en las dos previas, 
MO) + (M6) + Qu — va) =5 — Su 
(0) + (Q)(u7 — v1) = Su, + 2(v1 — v,) 
Estas dos ecuaciones con dos incógnitas pueden ser resueltas por la 


regla de Cramer, la inversión de matrices o la eliminación de Gauss, 
como se desee. Seleccionando la inversión de matrices, primero la 


reescribimos como 
9 —2 LN 5 
Ls sr] Le) -10) 012 


El determinante de la matriz coeficiente es (9) (9/2) - (-9) (2) = 45/2 


y la inversa es 
2[92 2|_[1/5 4/45 
4| 9 9] |2/5 2/5 


Luego 


(1-Es 25] [1-8] 


FIGURA 4.12 Circuito que contiene fuentes dependientes. 


A partir de este ejemplo vemos que la presencia de fuentes dependientes destruye la 
simetría de la matriz coeficiente (véase 4.12) y que en tales circuitos los elementos de esta 
matriz ya no pueden ser interpretados simplemente como sumas de conductancias, puesto 
que también contribuyen las fuentes dependientes. Por otra parte, la presencia de fuentes 
dependientes no complica significativamente el análisis nodal, requiriendo solamente un 
paso adicional de sustitución, reemplazando variables de control por voltajes de nodo. 


EJERCICIOS 


4.3.1.  Asígnese a todas las resistencias de la figura 4.9 el valor de 1 (2 y a 
ambas funciones de fuentes de corriente el valor 1 A. Utilizándose el análisis 
nodal, obténganse los voltajes de nodo y las tres corrientes marcadas. 
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S Respuesta vy=1V;0=-1V;¿4=1A;65=2A;6=-1A 


4.3.2. Utilizado análisis nodal, obténgase v,, uv», € i. 
Respuesta 4 V,36V;,4 A 


8a i 
Y <=|” 4.3.3. — Escríbanse las ecuaciones nodales directamente en forma de matriz 
vector. No se resuelva. 
Respuesta 
sa 

4 3 -—1 0 0 v] 3 
=3 6 0 -1 -—2 va 3 
Sir “O 4: sd! 0 wy|=| 1 
== 0 -1 -1 6 —1 VA 3 
EJERCICIO 4.3.2 A de 5 


EJERCICIO 4.3.3 


De primera impresión puede parecer que la presencia de las fuentes de voltaje en un circuito 
complican el análisis nodal. Ya no es posible escribir las ecuaciones de nodo LCK, pues- 
to que no hay forma de expresar las corrientes a través de estos elementos de circuito en tér- 
minos de sus voltajes de nodo. Como se discutió en el capítulo 2, la ley de elemento para una 
fuente de voltaje no relaciona su corriente con su voltaje, por lo que no podemos usarlo para 
reemplazar una incógnita de corriente por una incógnita de voltaje en ecuación de nodo. 

Sin embargo, y como lo veremos, el análisis nodal en la presencia de fuentes de 
voltaje resulta no ser más complicado, requiriendo únicamente una pequeña modifi- 
cación en el método básico para escribir las ecuaciones de análisis nodal presentado en 
la sección anterior. De hecho, llegaremos a preferir las fuentes de voltaje, puesto que en rea- 
lidad reducen el número de ecuaciones simultáneas de nodo que deben resolverse, a 
razón de una ecuación menos en la fuente de voltajes fijados. 


Para ilustrar el procedimiento, considérese el circuito de la figura 
4.13. Para nuestra conveniencia, marcamos las resistencias por sus 
conductancias. Nótese que incluimos cada fuente de voltaje en una 
región separada indicada por línea punteada, Recordando que la for- 
ma generalizada de LCK postula que todas las corrientes que entran a 
una región cerrada deben sumar cero como lo hacen para los nodos 
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FIGURA 4.13 (a) Circuito que contiene fuentes de voltaje; (b) voltajes 
de nodo en supernodos reetiquetados. 


ordinarios, nos referiremos a cada una de estas regiones como un su- 
pernodo. 

Cada supernodo contiene dos nodos, un nodo que no es de refe- 
rencia, y otro nodo que puede ser un segundo nodo no de referencia 
(como el supernodo B en la figura 4.13) o el nodo de referencia (como 
el supernodo A). Los supernodos que contienen el nodo de referencia, 
tienen una variable de voltaje de nodo, como v, en la figura 4.13(a). 
Pero puesto que no hay un elemento con una caída de voltaje conoci- 
da que conecta a v, a un voltaje de nodo conocido (cero, puesto que 
es el nodo de referencia), v, de hecho no es una incógnita y puede 
determinarse inmediatamente: 


uy =54+0=5V 
Similarmente, los supernodos que no contienen el nodo de referencia, 
tienen dos variables de voltaje de nodo [v, y vs, en la figura 4.13(a)]. 
Sin embargo, puesto que su diferencia es conocida, 


vs —v=4 


podemos considerar sólo uno de estos voltajes de nodo como incóg- 
nita, por ejemplo, va, y la otra variable en términos de v¿ como 


vu =v4+4 
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El número de voltajes de nodo desconocidos se reducen así por el 
número de fuentes de voltaje independientes. Esto aparece en la figu- 
ra 4.13(b) volviendo a marcar cada supernodo de forma que cada uno 
de sus voltajes de nodo queda expresado como la suma algebraica de 
los voltajes de nodo en el otro más la caída de voltaje conocida en la 
fuente de voltaje. 

Para completar la formulación de las ecuaciones de análisis 
nodal, apliquemos LCK a todos los supernodos que no contienen los 
nodos de referencia y a todos lo demás nodos de no referencia. Esto 
tiene el efecto de reducir el número de ecuaciones de nodo a razón de 
una por supernodo. La presencia de fuentes de voltaje reduce de este 
modo el número de ecuaciones, y el número de incógnitas en el análi- 
sis nodal a razón de una por fuente de voltaje. Por ejemplo, en la figu- 
ra 4.13(a) hay cinco nodos que no son de referencia, y si las fuentes de 
voltaje fueran todas fuentes de corriente, se necesitaría de cinco ecua- 
ciones con cinco incógnitas. Sin embargo, debido a que hay dos fuentes 
de voltaje, podemos descomponer el circuito utilizando sólo tres ecua- 
ciones con tres incógnitas, como lo demostraremos a continuación. 

No necesitamos una ecuación LCK para el supernodo A porque 
contiene el nodo de referencia. Haciendo referencia a la figura 4.13(b), 
igualando las corrientes que salen del nodo 2 a través de las resis- 
tencias hacia la corriente neta que entra al nodo 2 mediante las fuentes 
de corriente en el nodo acostumbrado, 


(D(v, — 5) + (4) (0, — v3) + (2)(v, — [va + 4)) =6 
en tanto que en el nodo 3 
(4 (vw — v) + Blu — 0) + O) — 04) =0 
y en el supernodo B, 
(Q)vs — v3) + Q)lva + 4] — v2) + (1)l[va + 4] - 0) =0 


Reescribiendo estas ecuaciones en forma de vector-matriz, 


T7-4 -—2 va 3 
22 5 va -12 


La matriz coeficiente tiene las mismas propiedades que tenía en au- 
sencia de fuentes de voltaje: los elementos de la diagonal son la suma 
de todas las conductancias que entran al nodo o supernodo en donde la 
ecuación fue escrita; el elemento (i, /) es la suma negativa de conduc- 
tancias que conectan el nodo de la ecuación ¡-ésima, o supernodo con la 
ecuación j-ésima, y por consiguiente la matriz es simétrica. Sin embar- 
go, el vector fuente en el lado derecho de la ecuación, ya no es simple- 
mente corriente neta debida a fuente de corriente, puesto que ahora ya 
también contiene términos debidos a las fuentes de voltaje. 


Como segundo ejemplo, obtengamos y e ¡ en el circuito de la figura 
4.14. Asignando voltajes de nodo de 0 V y 0 + 20 =20 V a un super- 
nodo, y v y v+ 3 al otro, hay un supernodo que no contiene el nodo de 
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referencia, y por consiguiente, debemos escribir una ecuación LCK. 
Sumando las corrientes en esta región del modo acostumbrado, 


([v + 3] — 20) + 


(lv +3] 0) + 


1 
4 x 10? 
=6x 107 
Resolviendo la ecuación se obtiene v = 8 V. Descomponiendo el cir- 


cuito, ahora podemos obtener fácilmente cualquier otra variable de 
circuito, como puede ser ¡. Esta corriente es 


1 1 
6 x 103 2 x 103 


1 1 
i= ——— (lv + 31 - 20) = 9) = -3/2 mA 
+A ) PETER ) /2 m 
Nótese que, aunque hay tres nodos de no referencia en este problema, 
tuvimos que resolver una sola ecuación con una sola incógnita, en 
lugar de tres con tres incógnitas, por la benéfica presencia de las dos 
fuentes de voltaje. 


FIGURA 4.14 (a) Circuito para el ejemplo 4.8; (b) Redibu- 
jado con voltajes de nodos y supernodos renombrados. 


Considérese a continuación un ejemplo que contiene una fuente 
dependiente de voltaje como aparece en la figura 4.15. En el ejemplo 
4.7 tratamos inicialmente fuentes de corriente dependientes como si 
fuesen independientes, con el fin de escribir la ecuaciones nodales, y 
luego reemplazamos sus variables de control por voltajes de nodo. 
Ahora procedemos del mismo modo. 

Se necesitan ecuaciones en los nodos v, y v,, pero no en cual- 
quiera de los supernodos, puesto que ambos contienen el nodo de refe- 
rencia. Las dos ecuaciones necesarias son: 


4v; + 2(v, — uv) =10 (4.13a) 
2(v, — v1) + 9u, — 10v) = —6 (4.13b) 


112 ; Capítulo 4 Métodos de análisis 


Al escribir estas ecuaciones procedemos como si la fuente de voltaje 
dependiente fuera una fuente independiente del valor 10v. A conti- 
nuación reemplazamos la variable de control por voltajes de nodo. 
Puesto que v es el voltaje de elemento entre los nodos con voltajes 
dados como 10v y v, 


v= 10v — y; 
ou= Ju. Sustituyendo esto en (4.13b), (4.13a) se convierte en 
6v, — 2u, = 10 
—12v, + 11v, = -6 


Resolviendo por eliminación Gaussiana, multiplicamos la segunda 
ecuación por + y la sumamos a la primera, con lo que obtenemos 


vw=2V 


Sustituyendo esto en la primera ecuación, obtenemos v, =7/3 V. Des- 
componiendo el circuito, puede completarse el análisis por inspec- 
ción. Por ejemplo, la corriente ¡ es 


i=2(0 - 01) =20 7/3) =4/3 A 


6A 


6A 


2S 


(a) 


FIGURA 4.15 (a) Circuito que contiene fuentes de voltaje 
dependientes; (b) redibujado para mostrar los supernodos. 


EJERCICIOS 
4.4.1. Utilizando análisis nodales, obténgase v si el elemento x es una 
$ fuente de voltaje independiente 3-V con la terminal positiva en la parte su- 
0 perior. 
6N Respuesta 3 V 
4.4.2.  Obténgase u en el ejercicio 4.4.1 si el elemento x es una fuente de 
LA 4 ne 189 corriente independiente 2-A dirigida hacia abajo. 


Respuesta 8 V 


443.  Obténgase vu en el ejercicio 4.4.1 si el elemento x es una fuente de 
EJERCICIO 4.4.1 voltaje dependiente de 12¿ V con la terminal positiva en la parte inferior. 
Respuesta 12 V 
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4.4.4. Siendo x la fuente de voltaje independiente del ejercicio 4.4.1, 
supóngase que deseamos un valor de +5 V para v. ¿Cuál debe ser la función 
de fuente para x? 

Respuesta -3 V 
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En el análisis nodal de las secciones anteriores aplicamos LCK en los nodos que no son de 
referencia del circuito. Ahora consideraremos un método relacionado conocido como 
análisis de mallas, en donde se aplica LVK a ciertas trayectorias cerradas en el circuito. 
Como veremos, en este caso las incógnitas de las ecuaciones resultantes serán corrientes. 

En esta sección restringiremos nuestra atención a circuitos planos, es decir, circuitos 
que pueden dibujarse en una superficie plana (como una hoja de papel) de forma que no se 
cruzan elementos o cables de conexión. En este caso, el plano está dividido por el diagra- 
ma en el circuito en distintas áreas, del mismo modo en que el marco sólido en una ven- 
tana separa y delinea cada vidrio individual. La frontera cerrada de cada área de vidrio, se 
conoce como malla del circuito. Por consiguiente, una malla es un caso especial de circui- 
to cerrado, a la que consideraremos como una trayectoria cerrada de elementos en el cir- 
cuito que nunca pasan más de una vez por algún nodo o elemento. En otras palabras, una 
malla es un circuito cerrado que no contiene elementos dentro de ésta. 


El circuito de la figura 4.16 es plano y contiene tres mallas, identifi- 
cadas por las flechas. La malla 1 contiene los elementos R;, R», R; y 
Uy; la malla 2 contiene R,, Ry, Vga, Y Rs; y la malla 3 contiene Rs, Ugo, 
Ro, y R3. 


FIGURA 4.16 Circuito plano con tres mallas. 


En el caso de los circuitos no planos (es decir, aquellos que no son planos), no po- 
demos definir mallas y, en consecuencia, no puede realizarse el análisis de malla. Por eso, 
el análisis de malla no es tan general como el análisis nodal, que no tiene esta restricción 
topológica. Sin embargo, aún puede emplearse una técnica basada en LVK aun en circuitos 
no planos. El procedimiento en este caso es similar al análisis de malla, pero las ecuaciones no 
se formulan tan fácilmente. Esta técnica, el análisis de mallas generalizadas, se resume 
brevemente en el apéndice C. Afortunadamente, la gran mayoría de los circuitos eléctricos 
que necesitaremos analizar en la práctica son planos, y podemos elegir para ellos el análi- 
sis nodal y de malla. Para circuitos no planos, el único método general que se ha desarro- 
llado en este texto es el análisis nodal. 
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Definimos una corriente de malla como la corriente que circula en una malla. Si un 
elemento está situado en una sola malla, tales como v,, O R, en la figura 4.16, transporta 
una corriente de elemento que es igual a su corriente de malla (corriente de malla ¡, para 
Ugy» l, para R4). Si un elemento está localizado entre estas dos mallas, tales como R) en 
la misma figura, su corriente de elementos, la suma algebraica de las dos corrientes de 
malla que circulan por ésta (i, — ¿2 para el elemento R,). Marcando las corrientes de ele- 
mento con letras mayúsculas, y las corrientes de malla con minúsculas, tanto R, COMO yy 
tienen la misma corriente de elemento e /,, donde 


h=1i 
La corriente de elemento /; definida como positiva hacia abajo a través de Ry 
hb=kt=b 


El análisis de malla consiste en escribir LVK alrededor de cada malla en el circuito, 
utilizando como incógnita las corrientes de malla. Queda garantizado que el sistema re- 
sultante de ecuaciones es linealmente independiente, como se describe en el apéndice C, y 
por consiguiente posee una solución única. Igual que con las ecuaciones nodales, puede 
obtenerse la solución por cualquier método conveniente como la eliminación Gaussiana, la 
regla de Cramer, o la inversión de matrices. 


Considérese el circuito de la figura 4.17. Escribiendo LVK en el sen- 
tido de las manecillas del reloj alrededor de la primera malla 


Rji1 + R3(i] — 12) = Ug1 


y en el sentido de las mancillas del reloj alrededor de la segunda malla 
Rai2 + R3(í2 — 11) = —0g2 


Nótese que en la segunda ecuación expresamos las corrientes de ele- 
mento a través de R, como i, — i¡, de forma que sus flechas direc- 
cionales de referencia apuntan hacia la misma dirección en que 
cruzamos la trayectoria cerrada (en el sentido de las manecillas del 
reloj). De esta forma, la caída de voltaje positiva en esta ecuación 
LVK. Si hubiéramos utilizado menos ¿| — ¿,, como la corriente de ele- 
mento, como lo hicimos en la primera ecuación, entonces habríamos 
FIGURA 4.17 Circuito con dos mallas. tenido un signo negativo frente al término correspondiente, —Rx(t; — 
i,). Siempre utilizaremos direcciones de referencia de corriente de ele- 
mento implícitas que apuntan en la misma dirección en la que reco- 
rremos la malla, haciendo de este modo que los signos sean positivos 
para todos los términos de caída de voltaje resistivo. Desde luego, esto 
es por conveniencia; nunca es incorrecto reemplazar un término como 
+Rs(1, — ¿1) por —Rx(i — ¿)) en cualquier ecuación. 


También existe un método abreviado para escribir ecuaciones de malla que es similar al 
método nodal abreviado de la sección 4.2. Reagrupando las dos ecuaciones del ejemplo 4.12 


(Ri + Ry NN Rai) = Ve] (4.14a) 
—R3i¡ + (R2 + R3)Y = —Ue2 (4.14b) 


Notamos que en la primera ecuación, correspondiente a la primera malla, el coe- 
ficiente de la primera corriente es la suma de las resistencias asociadas con la primera 
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malla, y el coeficiente de la otra corriente de malla es el negativo de la resistencia común 
a esa malla y a la primera malla. El lado derecho de la primera ecuación es la alza neta de 
voltaje de la dirección transversal debido a fuentes de voltaje en la primera malla. Este 
mismo patrón se aplica a cada ecuación. En el lado izquierdo en la ecuación de malla k el 
coeficiente de la corriente malla k es la suma de las resistencias de la malla k y los coe- 
ficientes de las otras corrientes de malla son los negativos de las resistencias de la fron- 
tera entre sus mallas y la malla k. El lado derecho de la ecuación de malla k consiste de 
la alza neta de voltaje en esta malla debido a las fuentes de voltaje. Este procedimiento 
abreviado es consecuencia de seleccionar todas las corrientes de malla en la misma direc- 
ción (que en la figura 4.17 están en el sentido de las manecillas del reloj) y escribiendo 
LVK conforme se recorre cada malla en la dirección de su corriente de malla. Desde luego, 
el método abreviado se aplica únicamente cuando no hay fuentes presentes excepto las 
fuentes independientes de voltaje. 


En la figura 4,16 definimos i,, iz, € iz, como las corrientes de malla 
que circulan en el sentido de las manecillas del reloj en las mallas 1, 2, 
y 3, respectivamente. Aplicando el método abreviado a la malla 1, 
obtenemos 


(Ri + Ra + Ra3)i¡ — Raiz — Raiz = U1 (4.15a) 


Puede comprobarse este resultado aplicando LVK a la malla 1, con la 
consecuencia de 


Ri + Ra(i — 12) + Ra3(iy — 13) = U1 


Los dos resultados son evidentemente los mismos. 
Asimismo, aplicando LVK a las malas 2 y 3, se obtiene 


—Rai¡ + (Ra + Ra + Ros)io — Rsiz = —Ug2 (4,15b) 
—R3ii — Rsia + (Ra + Rs + Ró)iz = Ugo (4.15c) 


Se completa el análisis resolviendo estas tres ecuaciones de malla para 
las tres corrientes de malla incógnitas. 

La misma simetría está presente en las ecuaciones de malla como 
se hizo notar en las ecuaciones nodales. Reescribiendo las tres ecuaciones 
de malla (4.15) como una sola ecuación de vector-matriz, obtenemos 


Ri + R2+R3 —R» —R; 11 
—Ro) Ra +Ra4+Rs —Rs | A = 
Ry —R5 R3+Rs+R6 l3 
UVgl 
1 
Vg2 


Los elementos diagonales son las sumas de las resistencias en las ma- 
Has, y los elementos fuera de la diagonal son los negativos de las 
resistencias comunes a las mallas correspondientes al renglón y co- 
lumna del elemento. Es decir, —R, en el renglón 1, columna 2; o en el 
renglón 2 columna 1, es el negativo de la resistencia común a las ma- 
llas 1 y 2, y así sucesivamente. Por consiguiente la matriz es simé- 
trica. Del mismo modo que en el análisis nodal, no se preserva esta 
simetría si hay presentes fuentes dependientes. 
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Buscamos la corriente ¡ en la figura 4-18. Este circuito contiene una 
fuente de voltaje dependiente. Al igual que en el análisis nodal, tra- 
bajamos con fuentes dependientes escribiendo en primer lugar las 
ecuaciones de análisis como si la fuente fuera independiente; luego 
la reemplazamos con la variable de control por las variables de- 
seadas del método de análisis (en este caso, las corrientes de malla). 
Utilizando el método abreviado, 


2v 6i1 — 31) = —2v (4.16a) 
$ 311 +71 =30 (4.16b) 
ON En la ecuación 4.16, 6 £) es la resistencia alrededor de la malla 1,7 Q 
es alrededor de la malla 2, -3 ( es el negativo de la resistencia neta 
i / en la frontera entre las mallas, -2v es la alza de voltaje en el sentido 
de las manecillas del reloj debido a las fuentes de voltaje en la malla 
1, y 30 es la alza debida a las fuentes en la malla 2. Reemplazando la 
variable de control v por 1(i, — ¿,) mediante la ley de Ohm, 


FIGURA 4.18 Ejemplo con una fuente depen- 
diente. 4 —1l í1 0 
3 7 i2| 130 
La resolveremos para 1,, que es la corriente deseada :, utilizando la 
regla de Cramer. El determinante de la matriz coeficiente es 
A= (90 - CDE3) = 25 


Reemplazando la primera columna de la matriz coeficiente por el vec- 
tor de los lados derechos y calculando el determinante, 


A 


aula 
> 


11 = 


EJERCICIOS 
4.5.1. Utilizando el análisis de malla, obténganse , e ¿, en la figura 4.17 
. ¡ siR¡=20,R,=40,R3=30, 0, =9 V, y 02 =-5 V. 
A 20 236 Respuesta 3 A;2 A 


4.5.2.  Repítase el ejercicio 4.5.1 conR,=10,R,=20,R,=40, v,, = 
ES) 21 V, y vz = 0. Compruébese utilizando la resistencia equivalente y la 
e división de corrientes. 


Respuesta 9A;6 A 


4.53. Utilizando el análisis de malla, obténgase i, e ¿, si el elemento x es 

una fuente de voltaje independiente de 6-V con la terminal positiva arriba. 
EJERCICIO 4.5.3 a do 

4.5.4.  Repítase el ejercicio 4.5.3 si el elemento x es una fuente de voltaje 


dependiente de 6i, V con la terminal positiva abajo. 
Respuesta SA; 6 A 
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Al igual que en el caso del análisis nodal con fuente de voltaje, el análisis de malla da por 
resultado menos ecuaciones si están presentes fuentes de corriente. Para ilustrar esto, con- 
sideremos el circuito de la figura 4.19(a) que tiene dos fuentes de corriente y una fuente de 
voltaje. 

Los circuitos con tres mallas, en ausencia de fuentes de corriente, tendrán tres co- 
rrientes de malla desconocidas. Sin embargo, nótese que cada fuente de corriente que 
tiene de frontera sólo una malla, como ¿,, en la figura 4.19(a), provoca una corriente de 
malla desconocida menos, puesto que la corriente de malla debe concordar con la función 
de fuente de corriente dada. Por consiguiente, volvemos a marcar la corriente de malla ¿y 
en la figura 4.14(b) por su valor conocido 

lz =-i el 
Similarmente, para cada fuente de corriente en la frontera entre las dos mallas, una de las dos 
corrientes de malla puede expresarse en términos de la otra. La fuente de corriente entre las 
mallas 1 y 2, permite renombrar ¿, en términos de ¿; puesto que al examinar la figura 4.19(a) 


122 = 5-1 
19) l) = =0 + EN 


como se muestra en la figura 4.14(b). La presencia de fuentes de corriente, por consi- 
guiente, reduce el número de incógnitas en el análisis de malla a razón de una por fuente 
de corriente. 

A continuación consideraremos la selección de un conjunto de ecuaciones LVK para 
coincidir con este número reducido de corrientes desconocidas. Imagínese el circuito resul- 
tante si elimináramos todas las fuentes de corriente reemplazándolas por circuitos abiertos. 
Algunas de estas mallas corresponden a mallas del circuito original, otras a trayectorias ce- 
rradas en el circuito original que no son mallas en el circuito original puesto que no están 
vacías, y tienen fuentes de corriente dentro de ellas. Estas se llaman supermallas. Este 
nuevo circuito tiene una malla menos por fuente de corriente que el original. La aplicación 
de LVK alrededor de trayectorias cerradas en el circuito definido como el conjunto de ma- 
llas que resulta cuando se eliminan todas las fuentes de corriente, resulta en el conjunto 
completo de ecuaciones de análisis de malla para circuitos que contienen fuentes de co- 
rriente. En la figura 4.19(b), si se eliminan las fuentes de corriente, quedaría una sola malla 
que atravesaría las tres resistencias y la fuente de voltaje. Esta no es una malla del circuito 
original, puesto que incluye una fuente de corriente. 


(a) (b) 
FIGURA 4.19 - (a) Circuito con fuentes de corriente; (b) corrientes de malla reetiquetadas. 
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Escribiendo LVK alrededor de esta supermalla del circuito original, 
Ri(1 + ig) + Ra + ig + dsg) + Rai + ig) = Ya 
Esta es una ecuación única con una sola corriente de malla desconocida ¿,. Resolviendo, 


Vgz — Rile = R2(ig1 + 122) E R3iga 
R1+R2+R; 


t¡ = 


Esta solución es considerablemente más sencilla que las tres ecuaciones con tres incógni- 
tas de corrientes de malla que obtendríamos si las fuentes de corriente fueran fuentes de 
voltaje. Por esta razón preferimos tener fuentes de corriente en el análisis de malla. 


Apliquemos el análisis de malla en el circuito de la figura 4.20(a). 
Examinando esta figura, las fuentes de corriente están relacionadas 
con las corrientes de malla por 


9=11-i (4.17a) 
y Zo, = iy iy (4.17b) 
Resolviendo (4.17a) para iz 

ij =i,-9 


y (4,17b) para ia, 
l4= 2v,+13= 20, +1; -9 


Estas ecuaciones nos permiten volver a marcar las cuatro corrientes de 
malla en términos de únicamente dos corrientes de malla desconoci- 
das, i, e ¿,. Esto aparece en la figura 4.20(b). 

Las dos ecuaciones requeridas para hallar estas dos corrientes de 
malla desconocidas se obtienen imaginando que se eliminan las 
fuentes de corriente. En este circuito modificado sólo existen dos ma- 
llas, una correspondiente a la malla 2 del circuito original, y la otra a 
la supermalla que consiste de la unión de las mallas anteriores 1, 3, y 
4 de la figura 4.20(a). Nótese que esta supermalla es una trayectoria 


EOS 
¡9 22 
POS 


(a 


FIGURA 4.20 - (a) Un circuito más complicado; (b) corrientes de malla 
reetiquetadas. 


12 
) 


(b) 


Sección 4.6 Circuitos que contienen fuentes de corriente 119 


120 


cerrada, pero no una malla en nuestro verdadero circuito de la figura 
4.20(a) o (b), puesto que las fuentes de corriente están dentro de su 
frontera (de ahí que se designe como supermalla). Escribiendo LVK 
alrededor de la malla 2 en la figura 4.20(b), 


lio +31, + 1(02-—14+9+2(1-i)=0 (4.18a) 
y alrededor de la supermalla, 
2(i1 — 12) +1(1 —9—i2) —31, +2(i1 +20; -9)-2=0 (4.18b) 
Reagrupando términos comunes, 
—311 + 41) = —9— 31, (4.19a) 
Si, — 31) =29 — 4u, +3i, (4.19b) 


Hasta ahora hemos ignorado el hecho que dos de las fuentes 
son, en realidad, dependientes. Ésta es la misma estrategia de dos pa- 
sos que utilizamos en el análisis nodal en la presencia de fuentes de- 
pendientes. Para completar el análisis, las variables de control v, € í, 
serán reemplazadas por corriente de malla. Inspeccionando el circuito 
diagrama de la figura 4.20(b), esto se logra inmediatamente. 


Us =2(i1 — in) Se 
y iy == (1 +20, 9) 
= — (11 + 2[2(11 — 12)] -9 
o ly = - 511 +4124+9 (4.20b) 


Utilizando (4.20) para eliminar v, e i, de (4.19), se obtiene 


—1811 + 16i, = —36 
2811 — 23i, = 56 


Resolviendo, obtenemos que i¡ =2 A e i,=0 A. Este resultado puede 
confirmarse utilizando cualquiera de los métodos de álgebra lineal 
(Gauss, Cramer, o inversión de matrices), o sustituyendo de nuevo [; 
o i, en estas dos ecuaciones. 

Descomponiendo el circuito de este modo, puede recuperarse 
cualquier otra variable que sea necesaria. Las otras dos corrientes de 
malla pueden obtenerse de sus marcas en la figura 4.20(b) en térmi- 
nos de ¡, e ¿,. A partir de la ley de Ohm se obtienen todos los voltajes 
resistivos. 


En general, antes de analizar cualquier circuito, cabe hacer notar la cantidad de ecua- 
ciones que se requieren en el análisis nodal y en el análisis de malla, y elegir el método con 
menos ecuaciones. El número de ecuaciones nodales es el número de nodos (-1, que es el 
nodo de referencia), menos el número de fuentes de voltaje. El número de ecuaciones de 
mallas en número de mallas menos el número de fuentes de corriente. Asimismo, se supone 
que los equivalentes en serie y paralelos sean sustituidos donde esto sea posible antes de rea- 
lizar el análisis nodal o de malla. Los elementos en serie multiplican innecesariamente el 
número de nodos; igualmente, los elementos paralelos hacen que proliferen las mallas. 
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4.6.1. Utilizando el análisis de malla, obténgase i 


na() 42 OQ 


EJERCICIO 4.6.1 


Respuesta 2 A 


4.6.2. Utilizando el análisis de malla, obténgase u en la figura 4.6. Esto se 
obtuvo en el ejemplo 4.5 utilizando superposición. 
Respuesta 15 V 


4.6.3. — Enla figura 4.19(a), sean R,=40,R,=60,R,=20,i,=4A, 
iz = 6A, y Vga = 52 V. Encuéntrese la potencia que va hacia Ra. 
Respuesta 18 W 


En el capítulo 3 se desarrolló un enfoque general de análisis de circuitos que contienen 
op amps. Cada op amp en el diagrama de circuito es sustituido por un modelo adecuado, 
por ejemplo, el modelo ideal de amplificador de voltaje de la figura 3.7 o el modelo per- 
feccionado de la figura 3.9. Puesto que estos modelos contienen únicamente elementos 
convencionales de dos terminales tales como resistencias, y fuentes dependientes, el circui- 
to resultante puede analizarse del mismo modo en que se haría con cualquier otro circuito 
lineal. 

Hay otro enfoque para analizar circuitos de op amps que, donde sea aplicable, es 
mucho más fácil de realizar. No requiere reemplazar op amp por modelos, pero se aplica 
directamente al diagrama de circuito original. Para cada op amp en el circuito (figura 4.21), 
se emplean dos reglas: 


1. La corriente que entra a las terminales de entrada del op amp es cero; ¿¡¡ = ¿¡¿ =0. 
2. El voltaje a través de las terminales del op amp es cero: U¡n =0. 
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La primera de estas reglas asegura que la entrada de op amp se comporta como un 
circuito abierto. Puesto que el modelo ideal de amplificador de voltaje de la figura 3.7 uti- 
liza una entrada de circuito abierto, esta regla, el principio de circuito abierto virtual, no 
es difícil de justificar. La segunda regla asegura que la entrada de op amp también se 
comporta como un corto circuito (no hay caída de voltaje a través de sus terminales). Esta 
regla, el principio de corto virtual, requiere un poco más de razonamiento. Primero 
damos ejemplos del uso de estas reglas, y luego consideramos la justificación del princi- 
pio de corto virtual y las principales suposiciones bajo las que es válido. 


Y, 


FIGURA 4.22 Amplificador de inversión. 


FIGURA 4.23 Circuito para el ejemplo 4.17. 


En la sección 3.5 se analizó el circuito de amplificador de inversión 
que aparece en la figura 4.22. Reemplazando el op amp por su mode- 
lo ideal de amplificador de voltaje con la ganancia A de trayectoria 
abierta, se obtuvo que el voltaje de salida uv, está dado por 


Re 
Ra+(Ra+Rr) 
En el límite alto de ganancia del op amp (ya que Á se hace arbitra-ria- 


mente grande), tenemos que se repite la relación de transferencia de 
voltaje para el amplificador de inversión (3.8). 


va (4.21a) 


YY =-—0 (4.21b) 


Ahora mostraremos cómo puede derivarse (4.21b) de los principios 
de circuito abierto virtual y corto circuito virtual sin recurrir a mo- 
delos o rebasando los límites. Puesto que la terminal de entrada sin 
inversión en la figura 4.22 está en tierra, por el principio de corto 
virtual, también lo está la terminal de inversión de entrada. Por 
consiguiente, el nodo que conecta a los dos resistores está en el po- 
tencial de tierra, indicando que el total del voltaje v, está a través 
de R, y u, está a través de Ry. Sumando las corrientes en este nodo, 


vY (9) 

—+=2=0 4.22 

Eo Ra (4.22) 
En esta ecuación la corriente que entra al op amp en este nodo es cero 
por el principio de circuito abierto virtual. Reagrupando levemente 
(4.22), se obtiene la relación de transferencia de voltaje (4.21b). 


Encuentre v, en la figura 4.23, 

Puesto que no fluye corriente al op amp en la terminal de inver- 
sión de entrada (por el principio de circuito abierto virtual), Ry y Ra 
están en serie, y por consiguiente dividen el voltaje v,, con 


Ra 


VE RAF RE" 


Dado que no cae ningún voltaje a través de la entrada del op amp (el 
principio de circuito corto virtual), también ocurre lo mismo con el vol- 
taje en la entrada no inversora de entrada o 


V=VA 
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Examinando la trayectoria cerrada izquierda, R; y R, están en serie a 
través de v, (nuevamente, no hay corriente en el op amp debido al 
principio de circuito abierto virtual). Por consiguiente, por la división 
de voltaje v;, 


R> 


v= =——Y 
Ri+Ro >" 


Combinando estas últimas tres ecuaciones, debe ser que 
Ra R) 
| 
Ra+Rrp 


Re Ra 
O = la BEY 2. 
E (0) (Ez) " 


Para justificar el principio de circuito abierto virtual, razonamos del modo siguiente. 
Supóngase que en un circuito de op amp dado, el voltaje de salida del op amp es finito en 
el límite alto de ganancia del op amp, conforme la ganancia A del op amp se hace arbitra- 
riamente grande. Puesto que el voltaje de salida es A veces la entrada, conforme A se hace 
arbitrariamente grande, el voltaje de salida del op amp seguirá siendo finito únicamente 
si el voltaje de entrada se hace arbitrariamente pequeño. Pasando al límite alto de ganan- 
cia del op amp, la entrada debe ser exactamente cero porque de otro modo tendríamos el 
producto de una entrada no nula por una ganancia infinita produciendo un voltaje de sali- 
da infinito, contradiciendo la suposición de que la salida debe ser finita. 

Por consiguiente, para circuitos cuyos voltajes de salida del op amp son finitos en el 
límite alto de ganancia del op amp, se cumple el principio de corto virtual ¿Qué clase de 
circuito es éste?, ciertamente, el circuito descrito por (4.21a) está en esta clase. Nótese que 
conforme A crece, el voltaje de salida del op amp u, tiende no al infinito, sino más bien al 
valor finito (—Rp/R ¿Ju especificado en (4.21b). 

Ciertamente, cualquier circuito con retroalimentación negativa, tales como todos los 
circuitos construidos a base de op amp descritos en el capítulo 3, tendrán un comporta- 
miento lo suficiente “bueno” para tender a una salida finita en el límite alto de ganancia del 
op amp. Por consiguiente, podemos utilizar los principios de circuito virtual corto y abier- 
to (4.21) para analizar cualquier circuito con op amps que utiliza retroalimentación nega- 
tiva. Como se ha hecho notar previamente, sólo los circuitos de esta clase son circuitos con 
op amps prácticamente lineales, puesto que el resto tendrán voltajes de salida del op amp 
“que se funden”, excediendo los índices físicos de voltaje de salida cuando se conectan. 
Esta violación de los límites seguros provoca un comportamiento ciertamente no lineal, y 
quizá rápidamente destructivo. De modo que nuestras reglas de circuito corto o abierto se- 
rán válidos para cualquier circuito lineal con op amps que nos sea útil. 


Los circuitos con op amps analizados hasta ahora han sido de la clase 
simple, es decir, reducibles a una sola ecuación. Este ejemplo demues- 
tra cómo resolver un problema general de circuito op amp. Utiliza- 
remos el análisis nodal junto con los principios de corto o circuito 
abierto virtual. Buscaremos la corriente de carga i y el voltaje vu. 

El circuito de la figura 4.24 tiene dos voltajes de nodo desco- 
nocidos marcados como v, y vu, por el principio corto virtual, la temi- 
nal de inversión de entrada está a potencial de tierra, y hemos marcado 
su voltaje de nodo como O V. Por consiguiente necesitamos dos ecua- 
ciones de nodo. Para circuitos que no contienen op amps, escribi- 
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sE 


mos LCK en cada nodo o supernodo que contiene un voltaje de nodo 
desconocido. Cuando están presentes los op amps, modificamos esta 
estrategia escribiendo. LCK en el nodo de inversión de entrada, en vez 
del nodo de salida del op amp. Respectivamente, en el nodo 1 y en el 


Sko ] E 
nodo de entrada no de inversión, 


a -— = 4.23a 
> úl 0 at 04 
+ 


1 1 1 
R > o E ÁÚÁÚú a as 
2 (0 — v) + 5:10 (0-5) + 0 (0 — va) =0 (4.23b) 


El principio de circuito abierto virtual fue utilizando en (4.23b). 


FIGURA 4.24 Un circuito con op amps más Resolviendo (4.23a) para v,, obtenemos 


complicado. 
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vwy=2V 


y sustituyéndolo en (4.23b), 


1.2 
cio 


Por consiguiente, las incógnitas deseadas son ¿ =-6/1000 =-6 mA 
yvu=5-v =3V,. 


Seremos consistentes en no escribir ecuaciones de nodo en nodos de salida del op 
amp para evitar complicaciones debidas a la naturaleza incompleta de los diagramas de cir- 
cuito del op amp. Como se mencionó en el capítulo 3, hay varias conexiones a los op amp 
que no aparecen en el diagrama de circuito. En particular, la guía que conecta la salida de 
Op amp a tierra generalmente se omite (ver figura 3.6). Ciertamente, dibujando el op amp 
como un dispositivo de tres terminales parece violar la LCK generalizada, puesto que cada 
una de las dos corrientes de entrada es cero (el principio de circuito abierto virtual), en tanto 
que la corriente de salida del op amp generalmente no es cero. La guía de salida a tierra que 
no aparece hace difícil determinar directamente la corriente de salida del op amp, y por 
consiguiente difícil de escribir ahí una ecuación de nodo. En vez de ello, elegimos escribir 
LCK en el nodo de inversión de entrada, donde pueden determinarse fácilmente todas las 
corrientes. Una vez que se descompone el circuito, la corriente de salida del op amp puede 
obtenerse fácilmente, si esto se desea. 

Las reglas de los principios de corto circuito o de circuito abierto virtuales son de- 
signadas “virtuales” porque en práctica la corriente de entrada y el voltaje de entrada a los 
op amps físicos que se operan en circuitos de retroalimentación negativa son suficien- 
temente pequeños para ser virtualmente, aunque no exactamente, cero. Esto es exacta- 
mente lo que esperaríamos si la entrada de op amp tuviera una resistencia alta pero no 
infinita, y la ganancia A del op amp fuera grande pero finita (condiciones característi- 
cas del op amp físico). Los principios de corto circuito y circuito abierto virtuales son 
excelentes aproximaciones y pueden utilizarse para simplificar el análisis cuando se ope- 
ran op amps en el modo lineal y de retroalimentación negativa. Nótese, sin embargo, que 
el uso del principio del corto virtual se aplica de forma exacta únicamente en el límite 
alto de ganancia del op amp. Si se desean variables de circuito para una ganancia finita 
A específica, debe utilizarse el método de sustitución de modelo, aunque menos conve- 
niente, desarrollado en el capítulo 3. 
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EJERCICIOS 


4.7.1.  Utilícense los principios de corto circuito y circuito abierto virtuales 
para obtener la proporción de transferencia de voltaje v»/v, para el amplifi- 
cador no inversor de la figura 3.19 


10kQ Respuesta 1 +Rp/R, 
20k2 4.7.2.  Utilícense los principios de corto circuito y circuito abierto virtuales 
+ para obtener la proporción de transferencia de voltaje para el seguidor de vol- 
+ taje de la figura 3.14. 
Respuesta 1 
v 

! 15k9 Y 4.7.3.  Utilícese el análisis nodal y los principios de corto circuito y circui- 
5kQ to abierto virtuales para obtener la proporción de transferencia de voltaje 

Z == valvy. 


Respuesta -4/5 
EJERCICIO 4.7.3 


En este capítulo hemos visto que los circuitos resistivos lineales generales pueden ser 
analizados eficientemente escribiendo y luego resolviendo un conjunto de ecuaciones 
simultáneas nodales y de malla. Los cálculos que se requiere hacer manualmente para un 
circuito simple son mínimos, y es razonable hacerlos para dos o tres incógnitas (voltajes de 
nodo o corrientes de malla). Pero resolver a mano seis ecuaciones con seis incógnitas, O 
veinte ecuaciones con veinte incógnitas, requiere de mucho tiempo. Además, la gran can- 
tidad de pasos requeridos, hacen que el proceso de resolver a mano sea propenso a errores, 
lo que requiere aún más tiempo de cuidadosas revisiones paso por paso. Tristemente, la 
mayor parte del tiempo de este gran trabajo se dedica a realizar cálculos repetitivos, con 
poca satisfacción en términos de aprendizaje o nuevos descubrimientos. 

Por esta razón, generaciones de estudiantes de ingeniería eléctrica tenían que con- 
formarse con trabajar con un número limitado de circuitos, cada uno de éstos de tamaño 
muy modesto. La valiosa experiencia que podría ganarse mediante un análisis más 
amplio y explorar circuitos más grandes, fue puesto de lado por la desagradable posibili- 
dad del precio que esto exigía, horas de repetitivos “cálculos” manuales. 

Afortunadamente, este ya no es el caso. La tecnología moderna nos ofrece la compu- 
tadora digital, una espléndida herramienta capaz de aliviarnos del peso del tedioso e inefi- 
ciente uso de tiempo inherente a los prolongados cálculos manuales. Durante las últimas 
cuatro décadas, la computadora revolucionó la forma en que se hace cualquier tipo de inge- 
niería, así sea en el diseño de una estación espacial, el perfeccionamiento de dispositivos 
automotrices para control de emisiones, o el análisis de circuitos eléctricos. Con el apoyo 
en la computadora para cálculos repetitivos, pueden resolverse problemas más grandes y 
más realistas, y puede obtenerse más experiencia con sistemas más complejos. Tanto el 
estudiante como el practicante de ingeniería se benefician de la oportunidad de una expe- 
riencia más avanzada y realista para resolver problemas, que se logran por la ayuda de una 
computadora equipada con los programas de software adecuados. 

En tanto que hay muchos programas de computadora útiles para ayudarnos en el 
análisis de circuitos eléctricos, nos concentraremos en uno que está ampliamente dispo- 
nible en una variedad de plataformas para computadora. Este programa de software se 
conoce como SPICE (“Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis”; “Programa 
de Simulación con Énfasis en Circuitos Integrados”). 
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Utilizaremos con frecuencia esta herramienta. Un uso común será revisar los resulta- 
dos manuales (muchos de los problemas en los capítulos subsiguientes piden que el estu- 
diante resuelva un problema de circuitos manualmente, y luego se “revise utilizando 
SPICE”). Un segundo uso será resolver problemas que involucran muchos nodos y/o ma- 
llas. Un tercer uso importante de SPICE será explorar el efecto de cambiar el valor de un 
sólo elemento de circuito, tales como una resistencia específica dentro de un circuito. Esto 
es especialmente importante para el diseño de “prueba y error”, donde podemos probar 
varios valores de un elemento de circuito antes de adoptar uno cuyo efecto sea un mejor 
funcionamiento del circuito. Típicamente, debe repetirse todo el análisis numérico para 
cada valor que se pruebe, y el esfuerzo involucrado elimina efectivamente los cálculos a 
mano como una posibilidad realista en muchos estudios de diseño. La alternativa a los pro- 
cesos repetidos es escribir una ecuación que describa explícitamente la dependencia fun- 
cional de una medida seleccionada del funcionamiento del circuito sobre el parámetro 
en cuestión, y luego resolver de algún modo esta ecuación para el valor óptimo. En el 
caso de circuitos complejos, esto es pocas veces una alternativa práctica para el proceso 
repetitivo de prueba y error. 

SPICE resultará ser útil en cada una de estas formas, pero sigue siendo únicamente una 
herramienta computarizada. Una forma en la que no podemos utilizar SPICE es sustituirlo por 
el proceso intelectualmente estimulante, y a veces doloroso de adquirir conocimientos y 
habilidad en el manejo de los conceptos y métodos. La capacidad para resolver problemas se 
profundiza únicamente mediante el pensamiento concentrado y la experiencia repetida. Del 
mismo modo en que poseer una buena calculadora no significa que se tenga un contador 
capaz, o que el acceso a un sintetizador digital de música no necesariamente hace a un com- 
positor notable, del mismo modo el trabajo que puede verdaderamente realizar una compu- 
tadora con circuitos eléctricos solamente nos ahorra un poco de tiempo. Pero puesto que es 
un recurso preciado para cualquier estudiante ocupado o profesionista, aprovecharemos hasta 
donde nos sea posible esta herramienta que tanto tiempo nos ahorra. 

El programa SPICE, desarrollado con el apoyo de la Fundación Nacional de Ciencias, 
con estudiantes y miembros de la Facultad de la Universidad de California en Berkeley, se 
ha convertido en la norma de facto para la simulación de circuitos analógicos. El éxito de 
SPICE se debe a una combinación de virtudes: el programa es poderoso, fácil de operar y eco- 
nómico, tiene soporte en la mayor parte de los programas de significado para la ingeniería, y 
se mantiene bien. No con esto pretendemos sugerir que SPICE es absolutamente el mejor pro- 
ducto disponible para análisis de circuito; ciertamente, hay paquetes de software más pode- 
rosos y más completos que están disponibles comercialmente. Pero SPICE realiza lo que se 
necesita para nuestros propósitos y está disponible y es más económico que otros programas. 

El programa PSPICE, una versión de SPICE reescrita para computadoras personales 
tales como la familia de computadoras personales IBM; la Apple Macintosh, y otras platafor- 
mas de computadoras más pequeñas, se utiliza con frecuencia para ilustrar este texto. Aunque 
tienen diferencias en algunas características, donde sea posible nos enfocaremos a carac- 
terísticas comunes para los “dialectos” SPICE y PSPICE. Ciertamente, cuando hacemos refe- 
rencia a SPICE, nos referimos genéricamente a ambos, SPICE, escrito en la Universidad de 
California en Berkeley para computadoras grandes, y PSPICE, escrito para la empresa Micro- 
Sim Corporation para diversas computadoras personales y estaciones de trabajo. Cuando sea 
necesario distinguirlos lo haremos explícitamente. Se han desarrollado otras variantes 
de SPICE, tales como HSPICE y SPICE-Plus, que son considerablemente similares. 

Se recomienda al estudiante que no conozca SPICE revisar el apéndice D. El resto de 
esta sección se dedica a una introducción a los formatos SPICE y comandos necesarios para 
la clase de problemas de análisis de circuito que hemos estudiado hasta ahora, los circuitos 
resistivos lineales con fuentes independientes (dc) constantes. 

Antes de que pueda hacerse funcionar el programa SPICE, el primer paso es la 
creación de un archivo de entradas SPICE. El propósito del archivo de entradas SPICE es 
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triple: especificar completamente el circuito que deseamos analizar, poner en alerta al pro- 
grama SPICE respecto al tipo de análisis que deseamos hacer, y para identificar las va- 
riables de salida deseadas. El archivo de entrada SPICE tiene formato similar a un archivo 
de texto originario (Archivo ASCID) y típicamente se crea con un programa de utilería de 
software llamado editor de texto que está disponible en el sistema de computadora que se 
utiliza.! 

El archivo de entrada SPICE se organiza como un conjunto de declaraciones, cada 
una de las cuales termina con el valor ENTER. La primera declaración es una decla- 
ración de título, identificando el problema que se estudia. No hay un formato particular 
para esta declaración, excepto que la primera columna debe quedar en blanco. La últi- 
ma declaración es la declaración END. Todas las demás declaraciones se escriben entre 
estas dos. 

El circuito es identificado por un conjunto de enunciados de elementos. Cada enun- 
ciado especifica el tipo de elemento, su nombre, lugar en el circuito y su valor de ele- 
mento. El formato para un enunciado de elemento de la resistencia es 


¿ND VALUE 


donde R indica que se trata de una resistencia, XXX X es su nombre, N1 y Ne son los dos 
nodos de sus terminales, y VALUE es su resistencia en ohms. Nótese que los símbolos de 
los archivos de entrada o de salida de SPICE siempre se distinguirán por el uso del tipo 
de letra que aparece. 

El formato para una fuente independiente de voltaje de es 


Aunque no es importante para una resistencia el orden en que se hace la lista de nodo, en 
el caso de las fuentes independientes se usa el orden para especificar la dirección de refe- 
rencia. El signo más de la dirección de referencia de la fuente de voltaje se toma en el nodo 
N1, y la flecha de la dirección de referencia de la fuente de corriente se considera como 
que apunta de Nl a N2. VALUE es la función de fuente en volts (para la fuente de volta- 
je) o amperes (para la fuente de corriente). 

El archivo de entrada a SPICE también contendrá declaraciones de control que 
especifica en el tipo de análisis que se realizará y las salidas que se revisarán. El modo por 
omisión de análisis es de; por consiguiente, en ausencia de declaraciones especificando 
otros nodos de análisis (tales como declaraciones de -AC o + TRAN utilizados en capí- 
tulos posteriores), obtendremos la solución de que nos interesa generar. La salida puede ser 
una lista de números o puede graficarse. Para circuitos de, cuyas variables de circuito no 
varían respecto al tiempo, sólo necesita considerarse la salida numérica. Para dar salida a 
una lista de números, el enunciado de control es 


1 Se parte de la suposición que el lector está familiarizado con el sistema operativo, un editor de textos y un 
comando para imprimir un archivo de texto en la pantalla o al papel en el sistema de la computadora en la. que se 
hace correr SPICE. 
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CVL IST es una lista de las variables de circuito que deseamos imprimir. A cada volta- 
je en la lista se le da el formato V (1 + y ), el voltaje de nodo en el nodo /, menos el que 
está en el nodo J, (si Y = 0, es decir, el nodo de referencia, puede omitirse el segundo 
argumento). A cada corriente en CVL IST se le da el formato I(NXXXX). Esta es la 
corriente / a través del elemento NXXXX, con la fecha de referencia para 7 apuntando 
del primer nodo al segundo nodo que aparece en la declaración de elementos para 
NX XXX. Por ejemplo, V(2 4 5) es el voltaje en el nodo 2 menos el voltaje en el nodo 
5, V(3) es el voltaje en el nodo 3 al nodo O (tierra), e I(VREF ) es la corriente a tra- 
vés de la fuente de voltaje VREF, con la dirección de referencia de corriente señalan- 
do desde el extremo positivo de VREF (el primer nodo de la declaración de elemento 
VREF) hacia el extremo negativo. 


Como primer ejemplo de SPICE, considérese el circuito de la figura 
4.25, donde las designaciones del nodo han sido puestas dentro de un 
círculo para mayor claridad. Nótese que el nodo de referencia está 
designado como nodo 0. El archivo de entrada SPICE que resultará en 
un análisis de y la salida de los valores de voltaje del nodo 1 y la co- 
rriente ¡ a través de la fuente 6 V aparece a continuación. 


Nótese que los enunciados de elementos describen totalmente el cir- 
cuito (dónde está cada elemento, y cuáles son las direcciones de refe- 
rencia de la fuente). 


FIGURA 4.25 Figura para el primer ejemplo SPICE. 
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Los enunciados de elementos comprenden una representación com- 
pleta del diagrama de circuito. 

Las unidades por omisión de los valores de elementos son volts, 
amperes y ohms a menos que se especifique de otro modo. Por con- 
siguiente, el valor de 6 en la declaración de elemento de la fuente de 
voltaje significa 6 volts. La escala de las unidades pueden ser de po- 
tencias de 10 si se pone un sufijo apropiado al valor numérico: M sig- 
nifica 10-3, K significa 10+3, etc. (ver apéndice D para una lista 
completa). Se ignoran otros sufijos (tales como A en la declaración de 
elemento ISI, que se añade únicamente para mayor claridad). Toda 
línea que se inicia con un asterisco * es un comentario y es ignorada 
por el programa SPICE. 

Supóngase que en el archivo de entrada de SPICE es escrito en 
la computadora y se guarda bajo el nombre EX4 - 17 . CIR. El pro- 
grama de análisis de circuito SPICE puede iniciarse ahora, utilizando 
una sintaxis de comando que varía con la variante de SPICE, y el sis- 
tema operativo que se utilice. Al llamar al programa SPICE, el usuario 
especifica EX4 - 19 . CTR como el archivo de entrada que se ana- 
lizará y enunciará un nombre para el archivo de salida que se creará 
(típicamente, EX - 19 . OUT). En cuanto la ejecución está completa, 
el examen de este archivo de salida en la pantalla o como copia en pa- 
pel revelará (entre otros materiales, tales como un mensaje del archi- 
vo de entrada SPICE), las líneas, 


—NODE VOLTAGE  NODE VOLTAGE 
(05-189 (236-0000, 


ro SOURCE CURRENTS 
E CURRENT 


Por consiguiente, los valores para el voltaje del nodo 1 y la corriente 
¿son 5.1429 V y -0.7143 mA, respectivamente. 


Una limitación algo peculiar en algunas versiones de SPICE es que sólo pueden 
incluirse corrientes que pasan a través de fuentes independientes de voltaje en la decla- 
ración de salida como parte de CVL IST. Esta limitación está, por ejemplo, en las ver- 
siones 1 y 2 de SPICE y también en la versión 3 de SPICE cuando se utiliza “modo 
de lote”. A las corrientes de salida que no fluyen a través de fuentes independientes de 
voltaje, debemos añadir una fuente de voltaje vacía, una fuente de voltaje de +0 Y volts 
en serie con la corriente deseada. Esta fuente no tendrá ningún otro efecto en el circui- 
to, puesto que ninguna corriente de voltaje puede cambiarse al incluirlo. La mayoría de las 
variantes de SPICE tales como PSPICE, permiten la forma más generalizada 1 (NXXXX) 
en CVLIST, y las fuentes de voltaje vacías no se necesitan para IMPRIMIR corrientes. 
La documentación para la variante específica y la versión de SPICE debe ser consultada 
para determinar si únicamente se permiten las corrientes que pasan por fuentes indepen- 
dientes de voltaje. 

Junto con las resistencias y fuentes independientes discutidas anteriormente, los cir- 
cuitos resistivos también pueden contener fuentes dependientes. Éstos vienen en los cuatro 
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“sabores” ilustrados en. la figura 3.1. En SPICE, los cuatro tipos de fuentes dependientes 
tienen declaraciones de elementos con los siguientes formatos 


FVCV: 

FCCV: 
FCCC: 
FVCC: 


Eas convenciones para estos elementos están ilustrados en la figura 4.26, En cada caso, Nl 
y Ne son los nodos fuente. Para las fuentes de voltaje (FVCV y FVCC), N1 está en el 
extremo positivo y en Ne en el extremo negativo, y la dirección de referencia de voltaje, 
del mismo modo en que se tenía la convención para declaraciones de fuentes de volta- 
je independiente. Para las fuentes de corriente (FCCV y FCCC), la flecha, que indica la 
dirección de referencia de la corriente, señala de N1 a Ne, nuevamente consistente con el 
caso de las fuentes independientes. NC1 y NC E son los nodos del voltaje de control, con 
NC1 en su extremo positivo. V CONT es el nombre de una fuente de voltaje independiente 
a través de la que fluye la corriente de control. Esta corriente está definida con una flecha 
de dirección de referencia que señala del nodo positivo de VCONT al negativo. Si desea- 
mos utilizar una corriente de control que no fluya a través de una fuente de voltaje inde- 
pendiente, necesitamos insertar una fuente de voltaje vacía en serie con esta corriente. 


Ucont Ucont 
Bi ri 


(c) (d) 
FIGURA 4.26 Convenciones de fuentes dependientes en SPICE. 


El campo final en cada uno de estos elementos es la constante que multiplica la va- 
riable de control para dar la función de fuente de corriente. Éstos fueron definidos en el 
capítulo 3 como ganancia de voltaje p para las FVCV, la transconductancia g para las 
FCCV, la ganancia de corriente KB para las FCCC, y la transresistencia r para las FVCC. 


Este ejemplo contiene dos fuentes controladas, una FCCC y una 
FVCV. Puesto que la. corriente de control no fluye a través de una fuen- 
te de voltaje, debemos insertar una fuente de voltaje vacía en serie 
para permitir que ésta corriente sea utilizada. Deseamos determinar el 
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voltaje uv y también la potencia disipada por la resistencia de 2-6) (ver 
figura 4.27). SPICE siempre da salida a la potencia emitida por cada 
fuente independiente en un problema dc sin que se lo pida. Sin em- 
bargo, la potencia emitida por o disipada por otros elementos, debe ser 
calculada manualmente de la corriente y el voltaje. De manera que 
imprimiremos vu y la corriente de la fuente de 4-V, que resulte estar en 
serie y por consiguiente transmite la misma corriente de la corriente 
deseada a través de la resistencia 2-6). A continuación se expone el 
archivo de entrada a SPICE. 


FIGURA 4.27 — (a) Circuito (b) preparado para entrada como archivo 
de entrada de SPICE. 


La salida resultante de SPICE nos muestra que la corriente de la fuen- 
te de 4-V es —-1.4 A y el voltaje v es -28.0 V. Por consiguiente, la 
potencia disipada por la resistencia de 2-12 es (-1.4)(-28.0) = 39.2 W. 
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SPICE tiene muchos enunciados adicionales de elementos, modos de análisis y otras 
características que consideraremos conforme surja la necesidad de tratarlos en los títulos 
siguientes. Por lo pronto, nos conformaremos con el análisis DC de circuitos resistivos li- 
neales, e introduciremos solamente dos capacidades adicionales de SPICE: el barrido de y 
el subcircuito. 

El barrido de se realiza cuando deseamos pasar por varios valores de una fuente dc, 
en cada ocasión realizando un análisis de e imprimiendo las salidas. Este modo de análisis 
es útil, por ejemplo, para determinar si una variable de salida excederá índices especifica- 
dos sobre un rango anticipado de valores de entrada (fuente dc). Un modo de análisis de 
barrido dc es iniciado incluyendo una declaración de control « DC en el archivo de entra- 
da de SPICE. 


C SNAME START STOP 


SNAME es el nombre de la fuente independiente que deberá ser barrida (corriente o vol- 
taje), START y STOP son los valores inicial y final de fuente deseados, y DELTA es el 
incremento en los sucesivos valores de fuente dentro del barrido. El siguiente ejemplo in- 
cluirá un barrido dc. 

Una poderosa característica de SPICE es la capacidad de definir subcircuitos, que 
puede escribirse una sola vez en un archivo de entrada SPICE, y luego tomado como re- 
ferencia con la frecuencia que se necesite sin necesidad de repetir sus declaraciones de 
elementos. Cada vez que se necesita del subcircuito, éste es “llamado”, de una manera 
similar a una llamada de subrutina en FORTRAN o al invocar una función en C. El sub- 
circuito es definido incluyendo un conjunto de líneas que se inician con una declaración 
«. SUBCKT, y que terminan con una declaración » ENDS (fin de subcircuito). El for- 
mato es 


UBCKT  SUBNAME NA. 
as d laraciones de 


SUBNAME es un nombre que se da al circuito. Los campos restantes en la declaración 
+ SUBCKT son los números de nodos del subcircuito en donde el subcircuito será conec- 
tado al circuito principal. El subcircuito es llamado de otra parte en el archivo de entrada 
SPICE por una declaración de la forma. 


Aquí, X indica una llamada del subcircuito, Y Y Y Y Y es un identificador arbitrario de esta 
invocación particular de subcircuito, N1, N2, N3, + « « son números de nodo dentro del 
circuito principal al que se conecta la subrutina y SUBNAME es el nombre del subcircuito 
que se utilizará. 

SPICE recibe la información de cuál nodo del subcircuito conectar a cuál nodo del 
circuito principal según el orden en que aparecen los nodos. El primer nodo en la decla- 
ración « SUBCKT estará conectado al primer nodo en la declaración de llamada de la 
subrutina X, el segundo a la segunda, y así sucesivamente. Los números de nodo dentro de 
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una definición de subcircuitos son independientes de los números del nodo en la parte 
principal del archivo de entrada de SPICE (con la única excepción del nodo de referen- 
cia o tierra común, nodo cero, que siempre se refiere al mismo nodo donde quiera que 
éste aparezca). Esta numeración independiente de nodos corresponde al uso indepen- 
diente de variables “formales” en una subrutina FORTRAN o función C y variables 
“reales” en el programa principal. La numeración independiente de nodos es lo que nos 
permite insertar la misma subrutina en varios lugares distintos en el circuito principal sin 
provocar confusión. 


Como ejemplo final, consideremos el circuito que contiene dos op 
amps que aparece en la figura 4.28. Reemplazaremos cada op amp por 
el modelo de circuito mejorado de la figura 3.9 (repetido en la figura 
4.29), definiendo este modelo de op amp como un - SUBCKT para 
evitar entrar dos veces a la declaración de elementos. El tipo de aná- 
lisis que realizaremos es un barrido de de la fuente de independiente 
entre los límites de -5 y +5 volts, imprimiendo los voltajes de salida 
del op amp. Nótese que el mismo número de nodos es utilizado inde- 
pendientemente en el circuito principal y en el subcircuito. El archivo 
de entrada SPICE utilizado es: 
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Euego de hacer correr el SPICE con este archivo de entrada, la salida 
contiene las siguientes líneas: 


2 D0É+0D 
1 D00E+00 


O-D0E+00 
—1-00E+00. 


Éstas son las salidas del op amp para un voltaje de entrada VG1, 
barrido desde -S a +5 V por incrementos de +1 V. Nótese que en 
cada renglón V (3) =-2 VG1, confirmando la observación de que 
la primera etapa del op amp es un amplificador inversor con ga- 
nancia de —R,/R, = -2. Además, V(5) = 4 V (3), puesto que 
V (3) es una entrada en un amplificador no inversor con ganancia 
de (1 + R¿/R,) = + 4. También nótese que los valores de V (3) y 


20kN 


e) ¿mo 


(a) (b) 
FIGURA 4.29 —Subcircuito para el ejemplo 4.21. 
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V (5) ambos tienen escala con VGÍ, una consecuencia del prin- 
cipio en proporcionalidad. Por ejemplo, los valores de estas va- 
riables para VG 1 =2 V son el doble de aquellos para VG1 = 1 V. 

A pesar de todo su poder, SPICE es apenas ún algoritmo nu- 
mérico y tendrá errores de redondeo. Por ejemplo, V (5) es exac- 
tamente cuatro veces V (3 ),como era de esperarse, para casi todos 
los valores de V (3). Pero el valor V(3) = 2.0000 V se obtiene 
V (5) = 7.9999 V, y no 8.000 V. SPICE no es un algoritmo dota- 
do de inteligencia artificial. Hace estrictamente cálculos numéricos 
y no simbólicos. Con ayuda de una calculadora, podríamos sorpren- 
dernos de que la división de un número grande seguido de la multi- 
plicación por el mismo número a veces no vuelve al valor original 
de la pantalla, por lo que no podemos esperar de SPICE que dé valo- 
res exactos, sino apenas aproximaciones numéricas. 


A A A _ _ _zxwDÓÉecTrOÓQQ—_—————— 


EJERCICIOS 


4.8.1.  Escríbase un archivo de entrada de SPICE para el circuito que apa- 
rece en el ejercicio 4.1.1. 
Respuesta 


4.8.2,  Escríbase un archivo de entrada a SPICE para la figura 4.6. 
Respuesta 


El negativo del valor 1(V1) corresponderá a la variable de salida deseada 
i en la figura. Podría evitarse este cambio de signo, así como el signo negati- 
vo en la transresistencia de la fuente controlada (ver la declaración H), al 
poner una fuente de voltaje vacía en serie con la fuente 12-V, pero con direc- 
ción de referencia puesta a la fuente 12-V. 
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En este capítulo se presentan herramientas de gran generalidad para el análisis de circuitos 
lineales: el principio de superposición, los métodos de análisis nodal y de malla, y un pro- 
grama de computadora capaz de simular amplios rangos de circuitos, llamado SPICE. 


Los circuitos lineales satisfacen el principio de la proporcionalidad: multiplicando las fuentes 
independientes por el mismo factor, multiplica de modo similar todas las respuestas. 


También satisfacen el principio de la superposición: la respuesta total es la superposición o 
suma de respuestas a cada fuente independiente cuando se eliminan las demás. 


En el análisis nodal, las variables principales son los voltajes de nodo, y LCK es escrita en todos 
los nodos excepto el nodo de referencia. 


En el análisis nodal, cada fuente de voltaje define un supernodo que contiene sólo una incóg- 
nita de voltaje de nodo, y LCK es aplicada al supernodo. 


En el análisis de malla, las variables principales son las corrientes de malla, y LVK es escrita 
alrededor de todas las mallas. 


En el análisis de mallas cada fuente de corriente define una supermalla que contiene una sola 
corriente de trayectoria cerrada desconocida, y LVK es aplicada alrededor de la supermalla. 


Una vez que se descompone un circuito, es fácil expresar cualquier corriente o voltaje desea- 
dos en términos de las variables principales conocidas (voltajes de nodo o corrientes de malla). 


Los principios de corto circuito virtual y circuito abierto virtual para analizar los circuitos con op 
amps en configuraciones de retroalimentación negativa postulan que el voltaje que pasa a través, 
y la corriente que pasa dentro, las terminales de entrada del op amp, son ambas iguales a cero. 


Se recomienda el análisis nodal para circuitos con op amp utilizando los principios de circuito 
abierto virtual o de corto virtual. No se escriban las ecuaciones nodales LCK en los nodos de 
salida del op amp. 


SPICE requiere de un archivo de entrada que detalla el circuito, establece el modo deseado de 
operación, e indica las variables y formatos de salida deseados. 


Los ejemplos en este capítulo aplican el principio de superposición, y los métodos de aná- 
lisis de mallas y nodos, estrictamente a circuitos resistivos en el dominio del tiempo. Esto 
no es una limitación de tales métodos, sino que refleja la limitada experiencia que hemos 
ganado hasta ahora. La superposición, así como el análisis de mallas y nodos seguirán 
aplicándose, y serán nuestras herramientas básicas, durante todo este libro: en el análisis de 
los circuitos lineales que contienen elementos de almacenamiento (capítulos 5-7), los que 
se estudian en el dominio del fasor (capítulos 8-11), el dominio s (capítulos 12-15), y el 
dominio de fourier (capítulo 16). 


PROBLEMAS 


4.1. Si¿=1 A, ¿cuánto debe ser v,? Utilícese esto para deter- 


minar i si Y = 1 kV. 


1k9 2kQ 


PROBLEMA P4.1 
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4,2. Utilícese la proporcionalidad para obtener i, € i». 


198 292 192 120 
20 a 10 
y 


PROBLEMA P4.2 


4.3. Exprésese v como una combinación lineal de las dos fun- 
ciones de fuente vy1, Vga» 


R> 
Y ES e 


PROBLEMA P4.3 


4.4. —Utilícese la proporcionalidad para obtener la función de 
fuente v, que hace v= 6 V. 


20 692 
+ 
22 vo20n ap 
2 
22 
3 


PROBLEMA P4.4 


4.5. ¿Por qué factor debemos multiplicar en ambas fun- 
ciones de fuente para obtener v = + 1 V a través de la resis- 
tencia de 10-02? 


+vu- 309 
bh do 


PROBLEMA P4.5 


Problemas 


4.6. Obténgase v utilizando el principio de proporcionalidad. 
Todas las resistencias son de 10 (. 


+u—- 


PROBLEMA P4.6 


4.7. ¿Qué predice el principio de proporcionalidad que suce- 
derá a un circuito lineal si todas las fuentes independientes son 
multiplicadas por 0? 


4.8. R, y R, son resistencias lineales, pero Ry, satisface ¿= e", 
Demuéstrese que este circuito viola el principio de proporcio- 
nalidad. 


PROBLEMA P4.8 


4.9. Obténgase v por superposición. Compruébese utilizando 
las proporciones Thevenin-Norton. 


PROBLEMA P4.9 
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4.10.  Resuélvase para i por superposición. 


PROBLEMA P4.10 


4.11. —Utilícese la superposición para obtener v 


ed 


62 


69 
UNO 


62 
PROBLEMA P4.11 


4.12. Utilícese la superposición para obtener las tres corrien- 
tes resistivas que se muestran. 


6v 12V 


Fi 420 


PROBLEMA P4.12 


4,13. Utilícese la superposición para obtener v. Compruébese 
utilizando las transformaciones Thevenin-Norton. 
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S 2kQ 


PROBLEMA P4.13 


4.14. —Utilícese la superposición para obtener v. Para cada 
problema de componentes, utilícese el principio de proporcio- 
nalidad; es decir, asúmase que la componente v = 1 V. 


QU 68 242 
fe fu dd 


PROBLEMA P4.14 


4,15. Repítase el problema 4.14 para el siguiente circuito. 


192 +v—- 12 
ES 


PROBLEMA P4.15 


4,16. Resuélvase el problema 4.13 si la fuente de voltaje de- 
pendiente es reemplazada por una fuente de voltaje indepen- 
diente (una misma dirección de referencia) con la función de 
fuente —3v. 


4.17. (a) Obténgase i utilizando superposición. 100 $ 200 
(b) Obténgase i si la fuente de corriente es multiplicada por k, 
y la fuente de voltaje es multiplicada por k,. Exprésese en de: q 
términos de k, y k>. NU, ¡Nu 
GR ETER 


50 Q 
0D E) AN 


PROBLEMA P4.21 


PROBLEMA P4.17 
4.22.  Utilícese el análisis nodal para obtener v del siguiente 


4.18. Obténgase la potencia desarrollada por la fuente de- GIREnO: 


pendiente. 
1092 
10 V 2i ss e 
E) > l 
i 
12 


PROBLEMA P4.18 
PROBLEMA P4.22 


4.19.  Utilícese el análisis nodal para obtener las variables in- 


BICADaS, COMPRES EIA OPpRSIcion 4.23. ¿Con qué reemplazaremos la función de fuente -4-A en 


el problema 4.22 para que v= 1 kV? 


4.24. ¿Con qué debemos substituir la función de fuente 6-A 
en el problema 4.20 para que v, = 0? 


4,25. Repítase el problema 4.20 si la fuente independiente de 
PROBLEMA P4.19 6-A es reemplazada por FCCC (con la misma dirección de re- 
ferencia) con la función de fuente 31). 


4.20. Repítase el problema 4.19 para el siguiente circuito. 


de 4.26.  Utilícese el análisis nodal para descomponer el circuito. 
*— Luego asígnense direcciones de referencia para todas las co- 
rrientes y voltajes de elemento y determínense sus valores. 


22 
+ 
OSOS 


PROBLEMA P4.20 


4.21. Repítase el problema 4.19 para el siguiente circuito. PROBLEMA P4.26 
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4.27. Obténgase ¿ mediante análisis nodal. Utilícese el mo- 
delo ideal FVCV para el modelo op amp, con una ganancia de 


op amp de A = 105. 
5kQ 
10k9 Roe 
Ima(4) 2kQ 


PROBLEMA P4.27 


4.28. OUbténgase v, como función de v,. Utilícese análisis 
nodal, reemplazando el op amp por su modelo ideal FVCV con 
A =106, 


le + 
dy Y 


PROBLEMA P4.28 


4.29.  Repítase el problema 4.19 para el siguiente circuito. 


69 29 


O) So 


PROBLEMA P4.29 


4.30. Reemplácese la fuente independiente de 8-V en el pro- 
blema 4.29 con una FVCC de 8: (con la misma dirección de re- 
ferencia). Obténgase i. 


4.31. Demuestre que, por la misma definición de los voltajes 
de nodo, se satisface automáticamente LVK alrededor de cual- 
quier trayectoria cerrada. 


4.32. Demuéstrese que, por la misma definición de las corrien- 
tes de malla, se satisface automáticamente LCK en cada nodo. 
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4,33.  Utilícese el análisis de mallas para obtener las variables 
indicadas. Compruébese utilizando superposición. 


102 12 ¿2 58 


Mo E 


$2 


PROBLEMA P4.33 


4.34,  Repítase el problema 4.33 para el siguiente circuito. 


120 19 


10V 


PROBLEMA P4.34 


4.35.  Utilícese el análisis de malla para obtener las variables 
indicadas. Resuélvase las ecuaciones de malla por la regla de 
Cramer. 


490 


PROBLEMA P4.35 


4.36. —Repítase el problema de 4,35 utilizando inversión de 
matrices. 


4.37.  Repítase el problema 4.35 utilizando la eliminación de 
Gauss. 


4.38. Repítase el problema 4.35 si la fuente independiente de 
2 V es reemplazada por una FVCV (misma dirección de refe- 
rencia) con la función de fuente -2v,. 


4,39. Resuélvase el problema 4.22 por análisis de malla. 


4.40. Resuélvase el problema 4.14 utilizando análisis nodal, y 
resuélvase nuevamente mediante análisis de malla. 


4,41. Utilizando los principios del corto circuito virtual y cir- 
cuito abierto virtual, obténgase v, en términos de v¿¡ Y Ug2. 


PROBLEMA P4.41 


4,42. Repítase el problema 4.41 del siguiente circuito. 


10k9 


Vel 


PROBLEMA P4.42 


4.43.  Utilícense los principios de corto circuito y circuito 
abierto virtuales para obtener la proporción de transferencia de 
voltaje vz/v;. 


PROBLEMA P4.43 


4,44,  Repítase el problema 4.43 para este circuito. R =10k(. 


PROBLEMA P4.44 


Problemas 


4,45.  Repítase el problema 4.44, pero añádase una resistencia 
de 10-k0 entre a y b. 


Problemas usando SPICE 
4.46. —Utilícese SPICE para resolver el problema 4.2. 


4.47. Utilícese SPICE para resolver el problema 4.10. 
4.48. Utilícese SPICE para resolver el problema 4.14. 


4,49. —Utilícese SPICE para resolver el problema 4.33. Hágase 
un barrido de O a 12 V en la fuente de 6-V con incremento de 1 V. 


4.50. Utilicese SPICE para resolver el problema 4.43. Sustitú- 
yase el op amp por el modelo op amp mejorado de la figura 3.9, 
con R,=1 MO, R,=300, y A = 105, 


4.51. —Utilícese SPICE para resolver el problema 4.45. Reem- 
plácense los op amps según las instrucciones del problema 4.50. 


4.52. Este problema está destinado para comprobar qué tan cer- 
canas a O están la corriente y voltaje de entrada a un op amp 
(como lo sugieren los principios de circuito abierto y corto circui- 
to virtuales). En el circuito del problema 4.44 reemplácese cada 
op amp por su modelo mejorado (Figura 3.9) con R;= 1 MO, 
R,=30 0 y A = 105, Sea v, = 1 V. Utilícese SPICE para deter- 
minar las corrientes que entran a cada op amp, y los voltajes a 
través de estas entradas. 


Problemas más complejos 
4.53.  Obténgase v utilizando el principio de proporciona- 
lidad. 


e 


+ 
7 E 
PROBLEMA P4.53 


4,54. —Obténgase i mediante superposición. 


7 
ES A 


PROBLEMA P4.54 
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4.55. —Resuélvase por análisis nodal. Luego resuélvase nue- S0 k82 
vamente utilizando análisis de malla. Obténganse todas las va- 
riables indicadas. 


PROBLEMA P4.56 


4.57.  Utilícense los principios de corto circuito y circuito 
abierto virtuales para encontrar la proporción de transferencia 
de voltaje vo/v;. 


50 ks2 


PROBLEMA P4.55 


4.56. —Utilícense los principios de corto circuito. y circuito 
abierto virtuales para obtener la proporción de transferencia de 
voltaje vo/v,. PROBLEMA P4.57 
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Contenido del capítulo 


m 5.1 Capacitores 5.7 Estado estable en DC 
"= 5.2 Almacenamiento de energía = 5.8  Capacitores e inductores 
en capacitores prácticos 
m 5.3 Capacitores en serie y en = 5.9 Circuitos singulares 
paralelo : 
M Resumen 


4 
5 inductores 2. Problemas 


5.5 Almacenamiento de energía 
en inductores 


"= 5.6  Inductores en serie y en 
paralelo 


Hasta ahora hemos considerado únicamente circuitos resistivos, es decir, circuitos que con- 
tienen resistores y fuentes (op amps, que pueden reemplazarse por modelos que consisten 
en resistencias y fuentes). Las características terminales de estos elementos son ecuaciones 
algebraicas simples cuyo resultado son ecuaciones de circuito que son a su vez algebraicas. 
En este capítulo introduciremos dos importantes elementos de circuitos dinámicos, el capa- 
citor y el inductor, cuyas ecuaciones de terminales son ecuaciones integrodiferenciales (que 
involucran derivadas y/o integrales) en vez de ecuaciones algebraicas. Estos elementos se 
conocen como dinámicos porque almacenan energía que posteriormente puede ser re- 
cuperada. Por esta razón, otro término que se emplea es elementos de almacenamiento. 
Describiremos en primer lugar la propiedad de capacitancia y discutiremos el modelo 
matemático de un capacitor ideal. Luego se presentarán las características de terminales 
y relaciones de energía, seguidas por equivalentes para conexiones en paralelo y en serie 
de dos o más capacitores. Luego repetiremos este mismo procedimiento para el inductor. 
El capítulo concluirá con una explicación sobre inductores y capacitores prácticos y sus 
circuitos equivalentes. 


CAPACITORES 


Un capacitor es un dispositivo de dos terminales que consiste de dos cuerpos conductores 
separados por un material no conductor. Este material no conductor se conoce como ais- 
lante o dieléctrico. Debido al dieléctrico, las cargas no pueden moverse de un cuerpo con- 
ductor al otro dentro del dispositivo. Por consiguiente, deben ser transportadas entre los 
cuerpos conductores, mediante un circuito externo conectado a las terminales del capaci- 
tor. Uno de estos dispositivos, de tipo muy simple y conocido como capacitor de placas pa- 
ralelas, aparece en la figura 5.1. Los cuerpos conductores son conductores planos y 
rectangulares, separados entre sí por el material dieléctrico. 

Comenzando con un capacitor que inicialmente no tiene carga, supónganse que 
mediante un circuito externo transferimos q coulombs de carga de una placa a la otra. Para 
determinar la diferencia de potencial resultante, imaginamos una carga de prueba de + 1-C 
que se mueve posteriormente entre los puntos b y a en la figura 5.1. Puesto que la carga de 
prueba es positiva, y hay una carga de +g en la placa hacia la que nos movemos, debe 
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, 


realizarse trabajo para moverla, Debe realizarse un trabajo igual sobre ésta, debido a la 
fuerza atractiva de la carga —q en la placa de la que salimos. Por consiguiente, a partir de 
la definición de diferencia de potencial entre dos puntos en el espacio presentada en el 
capítulo 2, conforme se realiza trabajo neto para transportar una carga de prueba de +1-C 
entre los dos puntos, la placa con la carga +q está a un potencial más alto que el otro, es decir, 


Vap =$ (4) (5.1a) 


donde aparentemente la función f es creciente, puesto que mientras mayor sea la carga 
separada q, mayor será el trabajo realizado en la carga de prueba. 


a +g C 
HE Ar+++ 


0= Vab / O) Carga de prueba 


FIGURA 5.1  Capacitor de placas paralelas. 


Para muchos capacitores físicos, la relación general de carga-voltaje (5.1a) es lineal. 
Un capacitor lineal se define como un dispositivo de dos terminales, cuya relación carga- 
voltaje es una línea recta que pasa por el origen, v,, =f (q) = Kg, o 


q=Cu (5.1b) 


Aquí, v = vz, es el voltaje entre las placas, y C = 1/K es la pendiente de la gráfica de q 
como función de v. C se conoce como la capacitancia del dispositivo, y se mide en 
dimensiones de coulombs por volt. La unidad de capacitancia se conoce como farad (E), 
en honor al famoso físico británico Michael Faraday (1791-1867). Un capacitor de un fa- 
rad separará una carga de un coulomb por cada voltio de diferencia de potencial entre sus 
placas. 

Es interesante hacer notar que en el ejemplo anterior, la carga neta dentro del 
capacitor es siempre cero. Las cargas que se retiran de una placa simple aparecen en la otra, 
de forma que la carga total sigue siendo cero. También debemos observar que las cargas 
que salen de una terminal entran a la otra. Este hecho es congruente con la condición 
de que la corriente que entra a una terminal, debe salir de la otra en un dispositivo de dos 
terminales, como consecuencia de LCK, Puesto que la corriente se define como la 
razón de cambio de la carga, al diferenciar (5.1b), obtenemos 


que es la relación corriente-voltaje o ley de terminal para un capacitor. 

El símbolo de circuito para el capacitor y la convención corriente-voltaje que 
satisface (5.2) aparece en la figura 5.2. Es aparente que mover una carga de +q en la figura 
5.1 de la placa inferior a la superior, representa una corriente que fluye hacia la terminal 
superior y por consiguiente hacia la placa superior. El movimiento de esta carga hace que 


Sección 5.1  Capacitores 145 


la terminal superior se haga más positiva que la inferior por una cantidad v. Por 
consiguiente, se satisface en la convención corriente-voltaje de la figura 5.2. De este modo, 
para que se satisfaga la ley de terminales (5.2), las direcciones de referencia de la corriente 
AA y el voltaje deben relacionarse como se muestra en la figura 5.2, donde la flecha apunta 
hacia el extremo positivo de la dirección de referencia de voltaje. Esta es la convención de 
+ signo pasivo que se nos requirió utilizar anteriormente con las resistencias. Si se viola la 
convención de signo pasivo al invertir la dirección de referencia del voltaje o la corriente, 
entonces la corriente que entra a la terminal positiva es —i y (5.2) se convierte en 


e 
a 


FIGURA 5.2 Símbolo de 
circuito para un capacitor.  Recordaremos que, para este caso, también se requirió un signo menos en la ley de Ohms. 


Como ejemplo, supongamos que el voltaje de un capacitor 1-uF es 
v=56 cos 21 V, Entonces, con variables de terminal que satisfacen la 
convención de signo pasivo, como en la figura 5.2. 


Cdv/dt = (10"*)(-12 sen 21) 


5 


= —12 sen 214 A 


En (5.2) vemos que si v es constante, entonces la corriente ¿es cero. Por consiguiente, 
un capacitor actúa como un circuito abierto a un voltaje de. Por otra parte, mientras más 
rápidamente cambie v, mayor será la corriente que fluirá a través de sus terminales. 


Consideremos un voltaje que aumenta linealmente de cero a 1 V en 
a”! s, dado por 


v=0, 1<0 
at, O<t<a” 
1, t> a”! 


Si este voltaje se aplica a las terminales de un capacitor 1-F (un valor 
desusadamente grande, elegido para conveniencia numérica), la co- 


nd rriente resultante (en amperes) es 
i(A) 
¡=0, t<0 
a 
a, O<t<a” 
0, isa? 
15) > a 
1 
a 


(0) En la figura 5.3 se muestran gráficas de v e i. Podemos ver que i es 

cero, cuando v es constante, y que es igual a una constante cuando v 
aumenta linealmente. Si la pendiente a se hace más grande, por con- 
siguiente ¿ debe incrementarse. Es aparente que si ar! =0 (a es infi- 


FIGURA 5.3 Ondas de voltaje y corriente en 
nita), v cambia abruptamente (en un tiempo cero) de O a 1 V. 


un capacitor 1-F. 
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En general, todo cambio instantáneo o abrupto de voltaje, como en el del ejemplo 
anterior, requiere que fluya por el capacitor una corriente infinita. Sin embargo, una corriente 
infinita es un imposibilidad física. Por consiguiente, los cambios instantáneos o abruptos en 
el voltaje que pasa por un capacitor no son posibles, y el voltaje que pasa a través de un 
capacitor es siempre continuo aun cuando la corriente pueda ser discontinua. Esto se conoce 
como principio de continuidad. (En la sección 5.9 se examinarán los circuitos que parecen 
violar este principio, pero que contienen en sí contradicciones matemáticas.) 

Si el voltaje es continuo respecto al tiempo, entonces, por (5.1b), la carga también 
debe serlo. De este modo, una postulación alternativa del principio de continuidad, que es 
particularmente útil en circuitos con varios capacitores, es que la carga total no puede 
cambiar instantáneamente (conservación de la carga). 

Obtengamos ahora v(£) en términos de ¿(t) integrando ambos lados de (5.2) entre los 
instantes ty y £. El resultado es 


1 t 
C / i(7) dí + víto) 


donde v(tp) = q(tp)/C es el voltaje sobre C en el instante ty. En esta ecuación, el término 
dentro de la integral representa el voltaje que se acumula sobre el capacitor en interva- 
los de £y a £, donde v(tp) es el que se acumula de — o a £q. El voltaje v(— vo) se considera 
como cero. De este modo, una forma alternativa de (5.3a) es 


v(t) = =/ ¡(tdt (5.3b) 


=00 


Al aplicar (5.3b), obtenemos el área asociada con una gráfica de i 
desde — oo a £. En la figura 5.3, por ejemplo, puesto que v(— co) = 0 y 
C=1F, obtenemos 


v(t) = ¡/ (O)d7 + v(—o00) =0, 1<0 


Por consiguiente, v(0) = 0, y 


t 
wo=/ adt+v(0) =at, Os<t<a” 
0 


Esta última ecuación demuestra que v(1l/a) = 1, de manera que 


If 1 
v(t)=-= | (O)dr+v==1, t>a7 
1 i/a a 


lo que concuerda con que v(£) en la figura 5.3. En este ejemplo vemos 
que v(£) e i(£) no necesáriamente tienen la misma forma. Específi- 
camente, sus máximos no necesariamente ocurren al mismo tiempo, ni 
tampoco sus mínimos, a diferencia del caso del resistor. De hecho, 
una inspección de la figura 5.3 revela que la corriente puede ser dis- 
continua aun cuando el voltaje debe ser continuo, como se postuló 
anteriormente. 
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5,2 | ALMACENAMIENTO DE ENERGÍA EN CAPACITORES 


5.1.1. Un capacitor 100-nF, tiene una voltaje v = 10 sen 1000: V. Obtén- 
gase su corriente. 
Respuesta cos 10001 mA. 


5.1.2. Un capacitor 400-pF tiene un voltaje como el que se muestra a con- 
tinuación. Es lineal por tramos, excepto para 0 < + < 6, v(f) = (f) (6 —- Pf). 
Obténgase su corriente ¿en £=-4,-—1, 1,5, y 9 s. 

Respuesta —0.5, 2, 1.6, -1.6, -1.6 mA 


v(V) 


K(s) 


EJERCICIO 5.1.2 


5.13.  Unacorriente constante de 10 mA energiza un capacitor 10-pF (en- 

tra por su terminal de voltaje positivo). Si el capacitor fue inicialmente ener- 

gizado a 5 V, obténgase la carga y voltaje en el capacitor después de 20 ms. 
Respuesta 0.25 mC; 25 V 


5.1.4. Sea la gráfica del ejercicio 5.1.2. la gráfica de la corriente en mili- 
amperes, respecto al tiempo en milisegundos en un capacitor 0.25-4F. Obtén- 
gase el voltaje en t =-4, --1, 6, y 9 ms. 

Respuesta —90, -190, -56, 0 V. 


El voltaje de terminal que cruza un capacitor está acompañado por la separación de cargas 
entre las placas de capacitor. Estas cargas tienen fuerzas eléctricas que actúan sobre ellas. 
Un campo eléctrico, una magnitud básica en la teoría electromagnética, se define como la 
fuerza dependiente de la posición que actúa sobre una carga positiva unitaria. De este 
modo, las fuerzas que actúan sobre las cargas del capacitor pueden considerarse como re- 
sultado de un campo eléctrico. Por esta razón, se dice que la energía almacenada o acumu- 
lada en un capacitor está almacenada en el campo eléctrico situado entre sus placas. 
Cuantitativamente, la energía almacenada en un capacitor, a partir de (1.6) y (5.2), está 


dada por 
t 1 
wcÍt) Sl vi dt =/ »(c7) dí 
00 o dí 
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welt) =/ Cvdv= ¿có 


090 


Esta última igualdad proviene del hecho de que v(- 00) = 0. 

A partir de este resultado, podemos ver que w.(£) => O. Por consiguiente, por (1.7), el 
capacitor es un elemento de circuito pasivo. El otro elemento pasivo que hemos encontrado 
hasta ahora es el resistor. Como hemos visto, los resistores disipan energía. A diferencia 
del resistor, el capacitor ideal no puede disipar energía alguna. La energía neta w,(t) que se 
le alimenta mediante el circuito externo, está almacenada en el campo eléctrico dentro del 
dispositivo y puede recuperarse en su totalidad. 

Considérese, por ejemplo, un capacitor 1-F que tiene un voltaje de 10 V. La energía 
almacenada es 


1 
We = ¿Ev =303 


Supóngase que el capacitor no está conectado a ningún circuito externo, de forma que no 
puede fluir ninguna corriente adicional y, por consiguiente, permanecen constantes la 
carga, el voltaje y la energía. Si ahora conectamos una resistencia a través del capacitor, 
fluye una corriente a través de éste, conforme las cargas separadas en las placas se busca 
una a la otra, hasta que toda la energía almacenada (50 J) se disipa mediante la resistencia 
en forma de calor, el voltaje a través de la combinación RC queda en cero. En el capítulo 
6 se hará un análisis sistemático de circuitos de esta especie. 

Como se señaló anteriormente, el voltaje en un capacitor es una función continua 
respecto al tiempo. Así, por (5.4), observamos que la energía almacenada en el capacitor 
es también continua. Esto no es sorprendente, puesto que de otro modo, la energía debería 
ser transportada de un lugar al otro en un tiempo cero. Puesto que la potencia es el régimen 
de cambio de energía por unidad de tiempo, el cambio instantáneo de energía requiere de 
potencia infinita, lo que es una imposibilidad física. 

Para ilustrar la continuidad del voltaje de un capacitor, consideremos la figura 5.4, 
que contiene un interruptor ideal que se abre en £ = 0, como se indica. Un interruptor ideal 
está definido como un elemento de dos terminales que pasa instantáneamente de un circuito 
abierto, a un circuito cerrado. A menos que se especifique de otro modo, todos los 
interruptores que se utilizan en este libro se consideran como ideales. 

Para discutir el efecto de la acción del interruptor, primero necesitamos considerar 
dos tiempos cerca de 1 = 0. Denotaremos como 1 = 0- al instante justo antes de la acción 
de interruptor, y t =0+ como el momento justo después de la acción del interruptor. Teóri- 
camente no ha pasado ningún tiempo entre 0— y 0+, pero los dos tipos representan estados 
radicalmente distintos del circuito. v.(0—) es el voltaje del capacitor justo antes de que el 
interruptor actúe, y v(0+) es el voltaje inmediatamente después de la acción del in- 
terruptor. De manera similar, ¿¿(0—) e ¿¿(0+) son la corriente de capacitancia justo antes 
y después del cambio de estados del interruptor. Más formalmente, v,(0-—) es el límite de 
v(t) conforme f tiende a cero desde la izquierda [con valores negativos (+ < 0), 
y v¿(0+) es el límite conforme f tiende a cero desde la derecha [pasando por valores posi- 
tivos (+ > 0)]. En verdad, matemáticamente, los instantes 0- y 0+ son ficciones conve- 
nientes sin una definición precisa (¿Cuándo es el primer instante mayor que cero?), aunque 
los valores de las variables del circuito tales como v¿(0—) y v¿(0+) están definidas de forma 
precisa mediante los límites izquierdo y derecho. 
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FIGURA 5.4 Circuito que ilustra la continuidad 
del voltaje de capacitor. 


Supóngase que en la figura 5.4 tenemos V, = 6 V y v¿(0) = 4 V. Justo 
antes de la acción del interruptor (* = 0-) tenemos v¡(0-) = V, — 
v.(0—)=2 V. Inmediatamente después de que se abre el interruptor, 
tenemos v;¡(0+)= 0, puesto que no fluye corriente en R, (está en serie 
con un circuito abierto). Sin embargo, puesto que v,, un voltaje capa- 
citivo, debe ser continuo, tenemos 


v¿(0+) = u,.(0—)=4 V 


De este modo, el voltaje en la resistencia R, cambió abruptamente, 
pero el del capacitor no lo hizo. El voltaje en R, es el mismo del 
voltaje del capacitor, y por consiguiente, tampoco cambió abrup- 
tamente. 


Aunque aparentemente prohibido por el principio de continuidad, pueden dibujarse 
diagramas de circuito en donde los voltajes del capacitor parecen forzados a cambiar 
abruptamente. Por ejemplo, considérense dos capacitores y un interruptor ideal que 
forman una trayectoria cerrada. Si los capacitores tienen voltajes no iguales justo en el 
momento en el que el interruptor se cierra, sus valores deben seguir siendo desiguales en 
t = 0+, por continuidad, mientras que por LVK sus voltajes deben ser iguales en t = 0+. 
Aparentemente, debemos conceder un flujo infinito de energía (aceptando la violación de 
principio de continuidad) o no aplicar LVK en estos circuitos. En la sección 5.9 con- 
sideraremos con más detalle estos circuitos singulares. Los circuitos singulares son 
similares a los circuitos discutidos en el capítulo 2, en el sentido de que contienen fuentes 
de voltaje no iguales en paralelo, o fuentes de corriente en serie. Estos circuitos conducen 
a contradicciones matemáticas y no pueden analizarse consistentemente. En la práctica, la 
contradicción se elimina reemplazando los elementos ideales por modelos físicos más 
precisos, incluyendo la resistencia equivalente de Thevenin en el caso de las fuentes del 
capítulo 2, y la resistencia de fugas en paralelo en el presente caso de los capacitores. En 
el mundo real, las leyes de continuidad y de Kirchhoff ambas son válidas en los circuitos 
físicos unidos. 


A A 
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5.2.1. Un capacitor 0.2-4F tiene una carga de 20 ¿C. Obténgase su volta- 
je y energía. 
Respuesta 100 V; 1 mJ. 


5.2.2. Si la energía almacenada en un capacitor 0.5-F, es de 25 J, obtén- 
gase su voltaje y carga. 
Respuesta 10 VW;5C 


5.2.3. — En la figura 5.4, sea C=3F, R, =R,=40, y V=20 V. Si la co- 
rriente en R, en t= 0- es de 2 A orientado hacia abajo, obténgase en £ = 0— y 
en £ =0 + (a) la carga en el capacitor, de la corriente en R, orientada a la 
derecha, (b) la corriente en R, orientada hacia la derecha, (c) la corriente en € 
orientada hacia abajo, y (d) dug/dt. 

Respuesta (a) 2, 2 C; (b) 3, 0 A; (c) 1, 2 A; (d) 4, -8 V/s. 
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SERIE Y EN PARAL 


En esta sección determinaremos los equivalentes para conexiones en serie y en paralelos de 
capacitores. Recuérdese que dos subcircuitos son equivalentes si tienen la misma ley de ter- 
minales. Obtendremos una equivalente de la ley de terminales para capacitores conectados 
en serie, a partir de una sola capacitancia, la capacitancia equivalente para series, y lo repe- 
tiremos para el caso paralelo. 

Primero consideremos la conexión en serie de N capacitores, como se muestra en la 
figura 5.5(a). Aplicando LVK, obtenemos 


UZU)+UAH + Uy (5.5) 


Utilizando la ley de terminales (5.3a), 


ww=(7/ ¡de +00) 
to 
Efren) ero fiar» (o)) 
Cad, 2 Lto adi n (to 


N 1 1 
-(E7)/ ¿dí +v(t0) 


donde por fin utilizamos (5.5). Ésta es la ley de terminales deseada para los capacitores 
conectados en serie. La ley de terminales para la figura 5.5b es simplemente 


1 t 
v(t) = El ¿dt +vl(to) 


Ss 


Las dos leyes de terminales son idénticas; por consiguiente, los circuitos son equivalentes si 


El equivalente de una cadena de capacitores conectados en serie es un solo capacitor cuya 
capacitancia inversa es la suma de los inversos de la capacitancia de la serie. 


l EE AE l 
+ C; C, + 


(a) (b) 


FIGURA 5.5 (a) Capacitores en serie; (b) circuito equivalente. 
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En el caso de dos capacitores en serie, el resultado general se simplifica a 


ce C¡C) 
Ci ==> 
C1+C 


Para dos capacitores en serie, la capacitancia equivalente es el producto sobre la suma de 
las dos capacitancias individuales. En (2.15) se introdujo la regla de equivalencia de pro- 
ducto por suma para el caso de los resistores en paralelo. Como en el caso de los resistores 
en paralelo, esta regla se limita al caso especial de exactamente dos elementos de este tipo. 
Para tres o más capacitores en serie, el resultado general (5.6) debe usarse. 

Ahora examinaremos la conexión en paralelo de N capacitores como se muestra en 
la figura 5.6a. Aplicando LCK en el nodo superior, se obtiene 


En la ley de terminales correspondiente para la figura 5.6(b) es 


j du 
1= Ca 


Comparando estas dos últimas ecuaciones, las leyes terminales son idénticas y los circuitos 
son equivalentes si 


El equivalente de los capacitores en paralelo es un solo capacitor cuya capacitancia es la 
suma de capacitancia de los capacitores en paralelo. 


FIGURA 5.6 (a) Capacitores en paralelo; (b) circuito equivalente. 
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Ejemplo a ] Determínese la capacitancia equivalente C¿, del circuito que aparece 
Abad , AE en la figura 5.7(a). 


al 
a E 
E 


(a) (b) 
FIGURA 5.7 Circuito para el ejemplo 5.5. 


Puesto que las capacitancias en paralelo se suman, la figura 
5.7(a) puede simplificarse inmediatamente a su equivalente, 5.7(b). 
Luego, utilizando la regla de equivalencia de serie (3.6) 

1 1 


1 
Ca 


+ 
mia a 
1l 
139) 


Determínese el voltaje v,(t) para £ = O en la figura 5.8(a) si v¡(0) = 10 
V, El equivalente de los capacitores conectados en serie aparece en la 
figura 5.7(b), 


o C,=73 F. Luego 
] d 1 
i= Cs 6 sen 21) = 3 (6cos 21) = 3c0821 A 


Entonces, el voltaje que pasa por el capacitor 1-F está dado por (5.3), o 


1 t t 
vi(1) = — il i(1)dít +1 (0) = ¡/ (3 cos 27)d7 +10 
Ci Ji 0 


que resulta en v,(£) = 3/2 sen 21 + 10 V. Nótese que evaluar este resul- 
tado en £ =0 da el valor inicial correcto para v,(t). También podemos 
comprobar que 


d d (3 
PE y pa = ET G sen21+10) =3c0821 A 


lo que es consistente con el valor que calculamos para ¡(£). 
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3 sen 2: 2F 3 sen 21 C.= 


(a) (b) 
FIGURA 5.8 — Figura para el ejemplo 5.6. 


Es interesante hacer notar que la capacitancia equivalente de capacitores conectados 
en serie o en paralelo, sigue las mismas reglas que la conductancia equivalente de las con- 
ductancias en serie y en paralelo. Es decir, para el caso en paralelo, el parámetro equiva- 
lente (conductancia Gp O capacitancia Cp) es la suma de los parámetros individuales, en 
tanto que en serie, el parámetro equivalente (Gs o Cy), es el inverso de la suma de inversos 
de los parámetros individuales. Esta correspondencia resulta del hecho que las leyes deter- 
minantes para la conductancia y la capacitancia están en la misma forma: El parámetro (G 
o C) multiplica el voltaje de terminal (o derivada del voltaje de terminal) para obtener la 
corriente de terminal. Esta correspondencia funcional hace que las derivaciones anteriores 
de los equivalentes capacitivos correspondan línea a línea a los equivalentes de conduc- 
tancia presentados anteriormente en el capítulo 2. 


EJERCICIOS 
5.3.1.  Obténgase los valores máximo y mínimo de capacitancia que 
pueden obtenerse de diez capacitores 1-4F. ¿Cómo deben conectarse? 
Respuesta 10 pF (en paralelo); 0.1 pF (conectados en serie). 
5.3.2.  Obténgase la capacitancia equivalente. 
Respuesta 20 yF 
110 yF 110 4E 
IM T pa *] == 11 uF 
i 
— 
ly 
e c, C, EJERCICIO 5.3.2 
- 5.3.3,  Derívese una ecuación para la división de corriente entre dos capa- 
citores en paralelo al obtener i, e i,. 
EJERCICIO 5.3.3 Respuesta C¡iN(C, + Ca); CaiM(C, + Co) 
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5.3.4, — Derívese una ecuación para la división de voltajes entre dos capa- 
citores en serie inicialmente no cargados, al obtener v, y u,. 
Respuesta CyoN(C, + Ca); C¡UHC) + Ca) 


i Up 
SEEN 
- 
C; 
+ 
v C, 0) 


EJERCICIO 5.3.4 


FIGURA 5.9 Modelo 
simple de un inductor. 


En las secciones anteriores, descubrimos que las características de las terminales del capa- 
citor son el resultado de fuerzas que existen entre cargas eléctricas debido a su separación 
en el espacio. Del mismo modo en que estas cargas ejercen una fuerza dependiente de la 
posición o electrostáticas entre sí, del mismo modo las cargas o corrientes en movimien- 
to ejercen una fuerza electrodinámica. 

La fuerza que se intercambia por dos cables vecinos que transmiten corriente, fue 
determinada experimentalmente por el científico francés André Marie Ampére (1775-1836) 
a principios del siglo XIX. Esta fuerza puede caracterizarse postulando la existencia de un 
campo magnético. A su vez, el campo magnético puede pensarse en términos de un flujo 
magnético que forma trayectorias cerradas alrededor de las corrientes eléctricas. La causa 
del flujo es el movimiento de carga en los cables, es decir, la corriente. El estudio de los 
campos magnéticos, como el de los campos eléctricos mencionados en la sección anterior, 
se examina en un curso dedicado a la teoría electromagnética. Aquí nos interesamos 
primariamente en el papel de los campos magnéticos en circuitos linealmente unidos, y 
principalmente en el elemento de circuito conocido como inductor, 

Un inductor es un dispositivo de dos terminales que consiste de un alambre conduc- 
tor embobinado alrededor de un núcleo. Una corriente que fluye a través del dispositivo 
produce un flujo magnético f que forma trayectorias cerradas que pasan por las espiras, 
como se muestra en la figura 5.9. Supóngase que la bobina contiene N vueltas y que el flujo 
$ pasa a través de cada vuelta. En este caso, el flujo total, unido por las N vueltas de la 
bobina, denotado por A es 


A=NG 


Este flujo total se designa comúnmente como la relación de flujo. La unidad de flujo mag- 
nético es el weber (Wb) nombrado en honor al físico alemán Wilhelm Weber (1804-1891). 
En un inductor lineal, la relación de flujo es directamente proporcional a la corriente que 
fluye a través del dispositivo. Por consiguiente, podemos escribir para inductores lineales 


A = Li (5.8) 


donde L£, la constante de proporcionalidad, es la inductancia en webers por ampere. La 
unidad de 1 Wb/A se conoce como henry (H), nombrado en honor al físico estadounidense 
Joseph Henry (1797-1878). 
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FIGURA 5.10 Símbolo 
de circuito para un indue- 
tor. 
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En (5.8) vimos que un incremento en ¿ produce un incremento correspondiente en A. 
Este incremento en Á induce un voltaje en la bobina de N vueltas. El hecho de que los 
voltajes son inducidos por un flujo magnético que varía respecto al tiempo, fue descubierto 
por Henry. Sin embargo, Henry, al repetir el error de Cavendish con la resistencia, no 
publicó sus hallazgos. Como resultado, se acredita a Faraday el descubrimiento de la ley de 
la inducción electromagnética. Esta ley postula que el voltaje inducido es igual a la razón 
de cambio en el tiempo del flujo magnético total. En forma matemática, la ley es 


di 


ianis 7 


que con (5.8) da la ley de terminales para un inductor: 


Claramente, conforme ¡ aumenta, se desarrolla un voltaje en las terminales del 
inductor, cuya polaridad aparece en la figura 5.10, Este voltaje se opone a cualquier in- 
cremento adicional en ¿, porque si éste no fuera el caso, es decir, se invirtiera la polaridad, 
el voltaje inducido “ayudaría” a la corriente. Esto no puede ser posible físicamente, porque 
entonces la corriente y el voltaje se incrementarían indefinidamente. 

El símbolo del circuito para el inductor, cuya ley de terminal está dada en 5.9, 
aparece en la figura 5.10, Al igual que en los casos del resistor y el capacitor, las di- 
recciones de referencia del voltaje y la corriente se supone que satisfacen la convención 
del signo pasivo. Si se invierte cualquiera de las direcciones de referencia (pero no am- 
bas), entonces debe introducirse un signo negativo en la ley de terminales, con lo que se 
obtiene v = —L(di/dt). 

La ley de terminal del inductor, (5.9) demuestra que si ¡ es constante, entonces el vol- 
taje v es cero. Por consiguiente, un inductor actúa como un circuito cerrado a una corrien- 
te dc. Por otra parte, mientras más rápidamente cambie ¿, mayor es el voltaje que aparecerá 
en sus terminales. Esto se debe al flujo magnético i producido que varía más rápidamente 
respecto al tiempo, que es la causa del voltaje v inducido de las terminales del inductor. 


Considérese una corriente que se incrementa linealmente de O a 1 V, 
en a] s dado por 


¡=0, t<0 
at, O<t<a”! 
1, tego 


Si esta corriente se aplica a las terminales de un inductor 1-H, el volta- 
je resultante es 


v=0, t<0 
a, O<t<a” 
0, t> a”! 


En la figura 5.11 se muestran gráficas de i y v. Podemos ver que v 
es cero cuando ¿es constante, y que es igual a a cuando ¡ aumenta 
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linealmente. Si a es mayor, entonces v cambia más rápidamente y 
también se incrementa. Es aparente que si a"! = 0 (a es infinita) ¿ cam- 
bia abruptamente (en un tiempo cero) de 0 a 1 V. 


(A) 


K(s) 
(b) 


FIGURA 5.11 Formas de ondas de corriente y voltaje para un 
inductor 1-H. 


En general, los cambios abruptos de corriente a través de un inductor, como en el 
ejemplo anterior, requieren que aparezca un voltaje infinito en las terminales del inductor. 
Como se observó en el caso del capacitor, la corriente o voltaje infinitos son una im- 
posibilidad física. Por consiguiente, los cambios instantáneos en la corriente que pasa por 
un inductor son imposibles. Observamos que la corriente que pasa a través de un inductor 
es siempre continua. Esta es la otra mitad del principio de continuidad previamente 
mostrado para aplicarse a un voltaje capacitivo. La corriente inductiva es también continua, 
aun cuando el voltaje que pasa por un inductor puede cambiar discontinuamente, al igual 
que la corriente capacitiva. 

Otro paralelo interesante a nuestra discusión anterior del capacitor, se revela al 
comparar el ejemplo 5.7 con el ejemplo 5.2. Podemos ver al invertir las funciones de i y 
v, que se produce el mismo par de terminales en el inductor y en el capacitor. Esto es 
menos sorprendente cuando notamos que las leyes de terminales para estos dos elemen- 
tos, i = C(dv/dt) y v = L(di/dt), son de la misma forma, donde únicamente aparecen inter- 
cambiados la corriente y el voltaje. Esta dualidad del capacitor y el inductor hacen que 
los resultados restantes para el inductor sean sumamente parecidos a los obtenidos pre- 
viamente para el capacitor. 

Obtengamos la corriente ¡(£) en términos del voltaje v(t) para el inductor. Integrando 
(5.9) del tiempo ty a £ y despejando para ¡(t), obtenemos 


(4) = z/ vítidt + (to) 
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En esta ecuación, el término integral representa la acumulación de corriente del tiem- 
po ty a £, en donde ¡(t¿) es la corriente ty. Obviamente, ¡(t¿) es la corriente que se acumula 
de f =- 0 a tp, en donde ¡¿(- 09) = 0. Una alternativa a (5.10) es 


Ut) = =/ vít)dt 


—00 


Considérese un inductor 1-H. En la aplicación de (5.10), obtenemos el 
área neta bajo la gráfica de v desde — o a t, puesto que ¿(ty) represen- 
ta el área de — % a fy. Por ejemplo, fijando tg = O en la figura 5,11, 
podemos calcular la corriente £ = 1/a y ésta es 


1 1 l/a 1/a 
a) undr+0= / adr=1A 
a 1 0 0 
1 


: : : 1 : . 
Si preferimos, podemos fijar tg =7 a, un instante donde ¿(tp) es = 7, y 
volver a calcular 


e O 1 hi 1 
m=1/ undr+vz=/ adri+;=1A 
a 1 1/2a 2a 1/2a 2 

En este ejemplo, vemos que v e ¡ al igual que en el caso del ca- 
pacitor, no necesariamente tienen la misma variación respecto al tiem- 
po. Por ejemplo, una inspección de la figura 3.11 demuestra que el 
voltaje puede ser discontinuo aun cuando la corriente es siempre 
continua. 


EJERCICIOS 


v (Y) 


t(s) 


EJERCICIO 5.4.3 


5.4.1. Un inductor 10-mH tiene una corriente de 50 cos 1000: mA. Ob- 
téngase su voltaje y su relación de flujo. Supóngase que se satisface la con- 
vención del ciclo pasivo. 

Respuesta —0.5 sen 1000£ V; 0.5 cos 10001 mWb. 


5.4.2.  Obténgase la corriente ¿(£) para £ > O en un inductor de 20-mH que 
tiene un voltaje de —5 sen 501 V si ¿(0) = 5 A. Supóngase que se satisface la 
convención del signo pasivo. 

Respuesta 5 cos 501 A. 


5.4.3.  Obténgase la corriente en un inductor 0.5-H, para 0 < 1 < 2s, si 
(0) = 0 y el voltaje es el que aparece. 
Respuesta 101 A,0=1t=<1;10Q2-5HA,1<tf=<2 


Una corriente ¡ que fluye a través de un inductor provoca un enlace de flujo total A que pasa 
a través de las vueltas de la bobina del inductor. Del mismo modo en que se realizó trabajo 
al mover cargas entre las placas de un capacitor, el circuito externo debe realizar un traba- 
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jo similar para establecer el flujo p. Se dice que este trabajo o energía se almacena en el 
campo magnético. Tal y como fue el caso para la energía almacenada en el campo eléctrico 
de un capacitor, el circuito externo puede recuperarlo después. Utilizando (1.6) y (5.9), la 
energía almacenada en un inductor está dada por 


: ; di 
wW(t) =] vi dt = il (17) idrt (5.11a) 
SS o NX dt 


i(0) 1 
al Lidi = ¿LA (5.11b) 


(=00) 


Una inspección de este resultado revela que w, (t) = O. Por consiguiente, por (1.7), 
vemos que el inductor es un elemento de circuito pasivo. El inductor ideal, como en el caso 
del capacitor ideal, no disipa ninguna energía. Considérese, por ejemplo, un inductor 2-H 
que transmite una corriente de 5 A. La energía almacenada es 


1 
w| = ¿Li? =255 


Supóngase que este inductor se desconecta instantáneamente del circuito externo que causó 
el flujo de la corriente de 5-A, y se conecta simultáneamente con un resistor. La corriente 
fluirá a través de la combinación del inductor y resistor hasta que el resistor disipe toda la 
energía previamente almacenada en el inductor (25 J), y la corriente se haga cero. Un análi- 
sis completo de este tipo de circuitos se presenta en el capítulo 6. 


Puesto que las corrientes inductivas son continuas, la energía almace- 
nada en un inductor, como la que se almacena en un capacitor, también 
es continua. Para ilustrar esto, considérese el circuito de la figura 5,12, 
que contiene un interruptor que está cerrado en t = 0, como se indica, 
Supóngase que ¡, (0-)=2 A e /=3 A. Luego ¡¡(0-)=3-2=1 A. Justo 
después de que se cierra el interruptor, tenemos ¿,(0+) = 0, puesto que 
el circuito se corta a través de R,. Sin embargo, tenemos, que por con- 
tinuidad 


i, (0+)=i,(0-)=2 A 


Por consiguiente, la corriente de la resistencia cambió abruptamente, 
FIGURA 5.12 — Circuito para el ejemplo 5.9. pero no así la corriente inductiva, 


En la sección 5.9 se da un ejemplo de un circuito singular para el que las corrientes 
inductivas parecen ser discontinuas. Como en el caso de los circuitos capacitivos singulares, 
la discontinuidad aparente en la energía almacenada en los inductores no puede explicarse 
mediante el modelo de circuito unido ideal. Los circuitos físicos que tienen inductores, 
contienen una resistencia asociada que no permite los voltajes infinitos del inductor que 
deben acompañar los cambios abruptos en las corrientes del inductor. Nos concentraremos 
primariamente en circuitos de este tipo. 
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EJERCICIOS 


5.5.1.  Derívese la energía almacenada en un inductor en términos del 
enlace de flujo A de la inductancia L. 
Respuesta NM1/2L. 


5.5.2. Un inductor de 40-mH tiene una corriente ¿ = 100 cos 10x7t mA. 
Obténgase el enlace de flujo, voltaje y la energía en £= 1/30 s. 
Respuesta 2 mWb; 20 V3x mV, S50uJ. 


5.5.3. Un inductor de 2-mH tiene un voltaje de v = 2 cos 1000: Y con 
i(0) = 1.5 A. Obténgase la energía almacenada en el inductor en £ = 1/6 ms. 
¿Cuál es la energía mínima almacenada, y en qué tiempo? ¿Cuál es la ener- 
gía máxima almacenada, y en qué tiempo? 

Respuesta 4 mi mJ en t=21n +5; 1/4 mJ en t= (2n + 1) +2, 
n=0,1l,... 


5.5.4. En la figura 5.12, seal =5A,R,=60,R,=40,L=2H,e 
1,(0-) = 2 A. Si el interruptor se cierra en el tiempo £ = O, obténganse 
¿(0—), ¿,(0+), 1,(0+), y di,(0+) /dt. 

Respuesta 3 A; 3 A; 0; -6 A/s 


En esta sección determinaremos la inductancia equivalente para conexiones de inductores 
en serie y en paralelo. Del mismo modo en que obtuvimos los equivalentes capacitivos en 
serie y en paralelo para que siguieran las reglas derivadas para las conductancias, ahora ve- 
remos que los inductores en serie y en paralelo tienen equivalentes, cuyos valores siguen 
las mismas reglas que derivamos para los resistores. 

Primero considérese la conexión en serie de N inductores que se muestra en la figura 
5.13(a). Sumando las caídas de voltaje alrededor de la trayectoria cerrada, y utilizando la 
ley de terminales v = L(di / dh), 


di di di 


(b) 
FIGURA 5.13 — (a) Inductores en serie; (b) circuito equivalente. 
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Comparando la ley de terminales de la figura 5.13(b), v = £s(di / dt), los dos circuitos son 
equivalentes si 


El equivalente de una cadena de inductores conectados en serie es un solo inductor cuya 
inductancia es la suma de las inductancias individuales. 

El caso en paralelo se ilustra en la figura 5.14(a). Sumando corrientes en el nodo 
superior, y utilizando la ley de terminales en la forma (5.10), 


(pt) = (=/ vdr +40) + (=/ vdr+ 4260) ies 
to to 
1 t 
+(7/ vd + int) 


Agrupando los términos y considerando que i = i, + i +... + ¿y, la ley de terminales es 


N 1 t 
i(t) = (E -) '/ vdr + (tp) 
n to 


n=1 


Comparando la ley de terminales de la figura 5.12(b) dada en (5.10), coinciden sí 


El equivalente de los inductores en paralelo es un solo inductor cuya inductancia inversa 
es la suma de los inversos de las inductancias en paralelo. 


(b) 
FIGURA 5.14 - (a) Inductores en paralelo; (b) circuito equivalente. 
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FIGURA 5.15 Circuito para el ejemplo 5.10. 


En el caso de dos inductores en paralelo L, y L,, (5.13) puede simplificarse a 


L¡L, 


ADE 


lo que es directamente análogo a la equivalencia de dos resistencias en paralelo (2.15). Como 
se mencionó anteriormente en ese caso, la regla de producto por suma rige para exactamente 
dos elementos. Para tres o más, no debe aplicarse el resultado (5.13) 


Deseamos obtener vu en la figura 5.15. Primero obtendremos un in- 
ductor equivalente. Los dos inductores 1-H en serie son equivalentes 
a un inductor 2-H, que está en paralelo con el inductor 2-H que 
aparece en la figura. Su equivalente en paralelo es 


20 
La = PS =1H 


L¿q¡ está a su vez en serie con = de H, lo que da una serie de equi- 
valente de 5/3 de H. Finalmente, esto está en paralelo con el inductor 
5/2-H para un equivalente general Ly: 


1 1 1 31.2 
KL— == — —=->+->==]l 
A 


y L¿¿ = 1 H. Luego, para este circuito, 


y= 17-061) =6 V 
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Capítulo 5 


5.6.1.  Encuéntrense los valores máximos y mínimos de inductancia que 
pueden obtenerse utilizando cinco inductores de 20-mH y diez inductores de 
10-mH. 

Respuesta 200 mH; 800 yH 
5.6.2. Obténgase la inductancia equivalente. Los valores de inductor que 


aparecen están expresados en milihenries. 
Respuesta 10 mH 


EJERCICIO 5.6.2 


Elementos de almacenamiento de energía 


5.6.3.  Derívese una ecuación para división de voltajes entre dos induc- 
tores en serie, al obtener v, y vu». 
Respuesta L,v/(L, + L»); Lyv/(L, + L») 


L; La 
—_ MON, 
+ Y Y) 


EJERCICIO 5.6.3 


5.6.4. Derívese una ecuación para división de corrientes entre dos induc- 
tores en paralelo, sin corriente inicial, al obtener i, € ¿>. 
Lai Li 


Respuesta 


EJERCICIO 5.6.4 


Antes de presentar los capacitores e inductores, nos concentramos en los circuitos resis- 
tivos, aquellos que contienen únicamente resistencias y fuentes. En los circuitos resistivos 
cuyas fuentes independientes son de (valores constantes), es significativo que todas las co- 
rrientes y voltajes también sean dc. Esto proviene del hecho de que las ecuaciones de 
análisis nodal o de malla no contienen cantidades que varían respecto al tiempo. Las solu- 
ciones de estas ecuaciones serán obviamente constantes, es decir, valores dc. Sustituyendo 
estos voltajes de nodo constantes o corrientes de malla en la ley de Ohm para obtener las 
variables de circuitos restantes, producirá únicamente más corrientes y voltajes dc. 

Se dice que un circuito está en estado estable de si todas las corrientes y voltajes en 
ese circuito son constantes. Sin duda, únicamente los circuitos cuyas fuentes indepen- 
dientes son todas de tienen la posibilidad de llegar a un estado estable de, porque si alguna 
función de fuente no fuese constante, esa corriente o voltaje no sería dc. A partir de lo dicho 
en el párrafo anterior, los circuitos resistivos que contienen únicamente fuentes indepen- 
dientes dc están siempre en el estado estable dc. Sin embargo, el hecho de que los induc- 
tores y capacitores introduzcan las derivadas integrales en las ecuaciones del análisis, hace 
que las soluciones que varían respecto al tiempo, sean una posibilidad distinta aun cuando 
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las fuentes sean constantes. La relación del estado estable de con los circuitos que contie- 
nen inductores y capacitores se considerará a continuación. 

En este capítulo ya se hizo notar que, puesto que ¡ = Cdv/d+ es la ley de terminales 
para un capacitor, si v es una constante, entonces ¿ = 0, es decir, el capacitor es equiva- 
lente a un circuito abierto. De igual manera, si ¿ es una constante, entonces el hecho de que 
v = L(di / dt) sugiere que el inductor es equivalente a un circuito cerrado, puesto que su vol- 
taje v = 0. Por consiguiente, en el estado estable de, donde todas las corrientes y voltajes 
son constantes, podremos analizar el circuito sustituyendo inductores por circuitos cerra- 
dos y capacitores por circuitos abiertos. 


Supóngase que el circuito de la figura 5.16(a) está en estado estable 


Ejemplo 5.11 
JAP dc. Obténganse | y v. 


22 1H 42 


(a) (b) 
FIGURA 5.16 (a) Circuito; (b) equivalente en estado estable dc. 


En el estado estable dc podemos sustituir inductores por 
circuitos cerrados y capacitores por circuitos abiertos, como se 
muestra en la figura 5.16(b). Aplicando el análisis de malla, éste es un 
circuito de dos mallas. La presencia de la fuente de corriente reduce 
el análisis a una sola ecuación alrededor de la supermalla que consiste 
en la trayectoria cerrada exterior, 


21 + 4(i + 6) = 36 
o ¿=2A. Entonces, por LVK 
v=4(i +6) = 4(8) = 32 V 


El suponer un estado estable de en circuitos RLC (aquellos con resistencias, inducto- 
res y capacitores), que contienen únicamente fuentes dc, nos lleva a resultados autoconsis- 
tentes. Reemplazando inductores y capacitores por circuitos abiertos y cerrados, nos queda 
para analizar un circuito resistivo, y por consiguiente se nos garantiza un resultado de esta- 
do estable de dc en el análisis. Sin embargo, la autoconsistencia únicamente demuestra que 
el estado estable de es posible con estos circuitos, y no que esto sea inevitable. Como se 
discutirá en el capítulo 6, la mayoría de los circuitos RLC con fuentes dc, eventualmente 
convergen al estado estable dc. Pero algunos nunca lo hacen; incluso para aquellos que si 
lo hacen, el siguiente ejemplo demuestra que típicamente no “comienzan” en el estado es- 


table dc. 


Supóngase que antes del tiempo t = fp, el capacitor en la figura 5.16 
tiene una carga de hasta v = 100 V y que en fy es cambiado a la posi- 
ción que se muestra en el circuito. Luego, por continuidad de los 
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voltajes capacitivos, su valor en £ = £y+ será también de 100 V. Pero 
el valor de estado estable de para este voltaje es de 32 V, como se 
muestra en el ejemplo 5.11. A partir de esto concluimos que este cir- 
cuito no está en el estado estable dc en el tiempo + = ty+, puesto que 
para £ > f¿, por lo.menos una corriente de voltaje en este circuito no 
será dc. 


El estado estable DC es un concepto importante que volveremos a ver en varios pun- 
tos de nuestra investigación de circuitos lineales. Es particularmente útil para determinar 
condiciones iniciales en muchos circuitos con respuestas que varían respecto al tiempo. 
Afortunadamente, realizar un análisis de estado estable de en un circuito RLC se simplifica 
al sustituir inductores y capacitores por circuitos abiertos y cerrados, convirtiéndose en el 
trabajo directo de resolver un circuito resistivo reducido, en lugar de un RLC. 


EJERCICIOS 


5.7.1.  Obténgase el valor de estado estable de para i,, ¿>, € ly. 
Respuesta 0,3 A;2A 


12v 


EJERCICIO 5.7.1 


5.7.2.  Supóngase que el circuito está en el estado estable de justo antes de 
t = 0. Obténganse ví(0—) y v(0+). ¿Estará este circuito en estado estable de 
justo después de £ = 0? 

Respuesta 1 VW; 0V; no 


EJERCICIO 5.7.2 
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5.7.3. Encuéntrese el valor para la función de fuente v, de forma que 
¿(0+) = 2 A. Para este v, Obténganse v(0—) y v(0+). 
Respuesta —4 V;-4V;-4 V 


EJERCICIO 5.7.3 


Los capacitores comercialmente importantes se producen como elementos discretos, o se 
depositan en sustratos de circuitos integrados (CT) durante el proceso de fabricación de los 
CI. Los capacitores discretos están disponibles en una amplia variedad de tipos, valores y 
regímenes de voltaje. El tipo de capacitor se clasifica generalmente por la clase de dieléc- 
trico que se utiliza, y su capacitancia se determina por el tipo de dieléctrico y la geometría 
física del dispositivo. Régimen de voltaje o voltaje de trabajo, es el máximo voltaje que 
puede aplicarse al capacitor sin producir daños. Los voltajes que exceden este valor pueden 
dañar permanentemente el dispositivo, destruyendo o dañando el dieléctrico. 

Los capacitores discretos simples pueden construirse utilizando dos franjas de hoja 
metálica separadas por un material aislante dieléctrico. Las hojas y los dieléctricos son com- 
primidos juntos, en hojas que luego son enrolladas o dobladas en una presentación compac- 
ta. Los conductores eléctricos unidos a cada hoja metálica, constituyen las terminales del 
capacitor. 

A diferencia de los capacitores ideales, los capacitores prácticos disipan cantidades 
pequeñas, pero no nulas, de energía. Esto se debe primariamente a corrientes filtradas que 
fluyen dentro del material dieléctrico en el dispositivo. Los dieléctricos prácticos tienen 
una conductancia no nula, que permite que la carga se filtre directamente de una placa de 
capacitador a la otra (internamente, además de la corriente no filtrada que se mueve a tra- 
vés de la trayectoria del circuito externo). La corriente filtrada puede incluirse en un mode- 
lo de circuito para un capacitor práctico, reemplazando una resistencia en paralelo con el 
capacitor ideal, como se muestra en la figura 5.17. 

Entre los tipos comunes de capacitores discretos, diseñados según sus dieléctricos, 
se incluyen los de cerámica, Mylar, Teflón y poliestireno. Además, los valores capaciti- 
vos mayores son generalmente de tipo electrolítico, que requieren un uso polarizado (una 
terminal de capacitor debe conservarse un potencial más alto que el otro). Los materiales 
y estructuras de los capacitores de circuitos integrados, dependen de la tecnología CI que 
se utiliza, que frecuentemente consiste de una fina capa de un óxido dieléctrico aislante 
entre las capas de materiales semiconductores tratados, que actúan como placas con- 
ductoras. 

Los inductores prácticos están disponibles únicamente como elementos discretos (o 
prearmados en paquetes electrónicos que contienen muchos elementos discretos), y no 
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FIGURA 5.17 Modelo de circuito para un capacitor práctico. 


como constituyentes de circuitos integrados. Como los capacitores prácticos, disipan una 
pequeña cantidad de energía, aunque no nula. Esta disipación resulta de pérdidas asociadas 
con el hecho de que el cable que forma la bobina del inductor tiene cierta resistencia, y 
también de pérdidas del núcleo (pérdidas debidas a corrientes inducidas en el núcleo por el 
intenso campo magnético que está presente en el lugar). El flujo magnético se enfoca mejor 
en el núcleo del inductor mediante el uso de materiales ferromagnéticos, pero esto también 
incrementa las pérdidas del núcleo. Puede hacerse un modelo de estas pérdidas insertando 
una resistencia en serie en el modelo del circuito para un inductor práctico, como se mues- 
tra en la figura 5.18. 

La no disponibilidad de inductores CI, una consecuencia de la dificultad de 
reproducir bobinas en superficies planas y también por las malas propiedades magnéticas 
de casi todos los materiales CI, han limitado el uso de inductores en el diseño moderno de 
circuitos miniaturizados. Se han dedicado muchos esfuerzos para obtener diseños sin 
FIGURA 5.18 Modelo de inductores para aplicaciones CI. Sin embargo, aún hay muchas aplicaciones electrónicas 


circuito para un inductor donde los inductores son comunes, y éstas van de circuitos telefónicos y receptores de 
práctico. radio, a fuentes de poder y motores eléctricos. 
EJERCICIOS 


5.8.1.  Supónganse que deseamos construir un capacitor 1-F al poner capa- 

citores 10-F en paralelo. ¿Cuántos se necesitan? Si la resistencia filtrada es 

de 10 M(), para cada capacitor 10-pF, ¿cuál será la resistencia y corrientes de 

filtración totales, si el capacitor I-F se pone sobre una fuente dc de 100-V? 
Respuesta 100,000; 100 (Q; 1 A 


5.8.2,  Suponer que creamos un inductor de 50-mH, al hacer 10,000 vuel- 
tas de alambre fino alrededor de una forma de 1 cm de diámetro. Si el alambre 
tiene una resistencia de 0.01 (/cm, ¿cuánta energía disipará el inductor si trans- 
mite una corriente de 20 mA dc? ¿Cuál sería esta cantidad si el inductor prácti- 
co fuera un inductor ideal? 

Respuesta 407 mW; 0 mW. 


Un circuito se conoce como circuito singular si al activar un interruptor ocurre un evento 
que parece violar el principio de continuidad, produciendo discontinuidades en los volta- 
jes del capacitor o las corrientes del inductor. En esta sección consideraremos estos cir- 
cuitos, y mostraremos cómo la aparente violación puede ser interpretada y resuelta 
consistentemente. 
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Consideraremos en primer lugar la figura 5.19(a) en donde los capa- 
citores 1-F C; y C, tienen voltajes de 1 V y 0 V, respectivamente, jus- 
to antes de cerrar el interruptor. Es decir, v¡,(0—)= 1 V y v(0-)=0 V. 
Justo antes de cerrar el interruptor, la continuidad requiere que 
v¡(0+)= 1 y v,(0+)= 0. Pero LVK aplicada en el tiempo 0+ esti- 
pula que v¡(0+)+ v,(0+)=0. Aparentemente, la continuidad o LVK 
fueron violadas. ¿Cuál es la regla que debe regir en este caso? 


(a) (b) 


FIGURA 5.19 (a) Circuito singular con capacitores; 
(b) modelo de circuito mejorado. 


Recordemos que nuestra justificación de la continuidad se basó en la aseveración de 
que las corrientes y voltajes infinitos no son posibles en circuitos prácticos. En el reino de las 
matemáticas puras, no hay nada malo en el concepto de infinito. Nos es muy útil imaginar a 
qué tiende la función f (x) = 1/x conforme x tiende a cero, o cuál es la suma de todos los 
enteros positivos hasta N, conforme N se hace cada vez mayor. 

Lo que está mal en los circuitos singulares, es que no son modelos útiles para cir- 
cuitos prácticos, aquellos que pueden aproximarse en la práctica del mundo real median- 
te métodos físicos. Son similares a otros circuitos imprácticos que hemos identificado 
previamente, es decir, fuentes de voltaje paralelo, o fuentes de corriente en serie, con fun- 
ciones de fuente distintas. Anteriormente concluimos que la ley de terminales para una 
fuente independiente ideal, tan útil en el contexto de la mayoría de los circuitos, choca 
irreconciliablemente con las leyes de Kirchhoff para estos circuitos tan peculiares. 
Acordamos en ese caso resolver las contradicciones aparentes, cuando surjan, mediante 
el uso de un mejor modelo. En el caso de las fuentes, esto fue hecho añadiendo una 
resistencia de equivalencia de Thevenin o Norton finita y no nula al modelo de la fuente 
ideal, eliminando efectivamente el conflicto matemático. Si insistimos obstinadamen- 
te en los modelos de fuente originales e inadecuados para estos circuitos, debemos simple- 
mente admitir una contradicción matemática inherente, y negarnos a seguir analizando 
este circuito contradictorio. 

En el caso de los circuitos singulares de la figura 5.19(a), la contradicción aparente 
entre las leyes de continuidad y de Kirchhoff también se elimina utilizando un mejor mode- 
lo de circuitos. Uno de estos modelos toma en cuenta la resistencia no nula de cualquier 
cable práctico, añadiendo una resistencia en serie en la trayectoria, como se muestra en la 
figura 5.19(b). Entonces satisfacemos la continuidad, es decir, v,(0+)=1 y v,(0+)=0, y al 
mismo tiempo satisfacemos LVK, puesto que la diferencia de estos voltajes ahora se expli- 
cará como una caída de voltaje sobre el cable vz, donde vz (0+)= v,(0+)-— uvx(0+)= 1 V. 
Nótese que si la resistencia de cable R es pequeña, como podríamos esperarlo en la práctica, 
entonces por la ley de Ohm, la corriente en el cable, ((0+)=w/R = 1/R, será muy grande. 
Ciertamente, en el límite, conforme R se hace más y más pequeña, la corriente tiende a 


Capítulo 5 Elementos de almacenamiento de energía 


infinito, el valor “práctico” exigido por el circuito de la figura 5.19(a). Desde luego, 
normalmente, no necesitamos construir un modelo para la resistencia del cable, puesto que 
no se requiere que esto limite la corriente a un valor finito. 

El segundo ejemplo de un circuito singular aparece en la figura 5,20(a). Nuevamen- 
te es aparente una contradicción entre las leyes de continuidad y de Kirchhoff en el tiempo 
t = 0+, la continuidad de tiempo de la corriente inductiva de la ley de corriente de Kirchhoff 
aplicada en el nodo a. Nuevamente, la solución de este conflicto requiere el uso de un 
modelo más práctico. Supongamos que debiéramos construir físicamente este circuito. 
¿Qué ocurriría al prender el interruptor? El poder almacenado en el campo magnético del 
inductor caería instantáneamente a cero, como debería hacer si la corriente cayera instan- 
táneamente a cero. La corriente buscaría otra ruta. Ciertamente, nos saludaría una chispa 
sumamente visible que saltaría por la brecha de aire producida cuando se abriera el interrup- 
tor, En la figura 5.17(b), se incluye un modelo para la conductividad de la brecha de aire. Si 
la conductancia G es pequeña, como sería de esperarse en la práctica (el aire es un mal con- 
ductor), entonces por continuidad con ((0+)= 1 A, tenemos v(0+)= 1/G, un valor grande. 
Ciertamente, este circuito sugiere el diseño de un sistema de ignición de punto de ruptura para 
automóvil, en donde el objetivo es producir un voltaje sumamente alto al interrumpir la 
corriente que pasa por la bobina o inductor de ignición con un par de puntos móviles de rup- 
tura. El arco inevitable que predice nuestro análisis, es lo que causa que estos puntos se co- 
rroan y eventualmente fallen. 


(b) 


FIGURA 5.20 - (a) Circuito singular con interruptor; (b) modelo de circuito mejorado. 


PA A A a E Pr A E EEE Em Al 


EJERCICIOS 


5.9.1.  Suponer que ¿ =+ A en la figura 5.20(b). Si la conductancia de la 
brecha de aire es G = 10 pS entre las terminales del interruptor, ¿cuánto vol- 
taje se produce en la brecha de aire, inmediatamente después de abrir el in- 
terruptor?. 

Respuesta 50 kV 


5.9.2. Si se carga un capacitor ideal de 100-uF a 100 V, y de pronto se 
corta con un cable conductor ideal, suponiendo que LVK no se viola, ¿cuánta 
energía arrojará instantáneamente el capacitor? En la misma situación, uti- 
lizando un modelo práctico, incluimos una resistencia de cable de 0.01 (2 
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en serie con el capacitor ideal. ¿Cuál es el flujo de corriente a través del cable 
después de que se conecta? ¿Cuál es su valor de estado estable dc? 
Respuesta 1/2 J, 10kA; 0 A 


El presente capítulo añade los capacitores e inductores al conjunto de elementos de circuito 
que utilizaremos, completando así la lista. Sus leyes ¿-v contienen derivadas e integrales, 
introduciendo así el cálculo, y en particular las ecuaciones diferenciales, en un lugar cen- 
tral. Aunque no son capaces de generar energía, estos elementos almacenan energía del 
resto del circuito y, posteriormente, la devuelven al circuito. Esto produce un comporta- 
miento más complejo del que son capaces las resistencias, lo que será examinado en los si- 
guientes dos capítulos. 


m Los capacitores obedecen la ley ¿-v, ¿ = Cdv/dt, donde C es la capacitancia expresada en 
Farads y se supone que ¿ y v satisfacen la convención de signo pasivo. 


" Un capacitor almacena energía en el campo eléctrico entre sus placas. Su valor es 1/2 Cv?, 


"» La capacitancia en paralelo suma, y la capacitancia en serie obedece la ley de recíproco- 
recíproco. 


2 Los inductores obedecen la ley ¿-v, v = Ldi/dt, en donde L es la inductancia en Henries, y 
se supone que i y y satisfacen la convención de signo pasivo. 


" En un inductor la energía se almacena en el campo magnético que rodea sus espiras. Su 
valor es 1/2 Li2, 


u_ La inductancia en serie suma, la inductancia en paralelo obedece la ley recíproco-recípro- 
co. 


m En el estado estable DC, du/dt = di/dt = O, de forma que los capacitores se comportan 
como circuitos abiertos, y los inductores como circuitos cerrados. 


m El principio de continuidad postula que las corrientes inductivas y voltajes capacitivos no 
pueden brincar discontinuamente. Para hacerlo, se necesita de una energía infinita. 


"_ Los circuitos singulares son aquellos donde se violan las leyes de Kirchhoff o el principio 
de continuidad. Esto puede evitarse con el uso de modelos de circuito más realistas. 


PROBLEMAS 


5.1. Obténgase la corriente í que pasa a través de un capaci- 
tor 20-p4F, cuyo voltaje es v(£) = 21 cos 61 V. Suponer que se sa- 
tisface la convención de signo pasivo. 


v (Vv) 


5.2. Obténgase la corriente ¡ que pasa a través del capacitor 
1-F, cuyo voltaje v es el que aparece, (a) suponiendo que ¿ y v 
satisfacen la convención de signo pasivo, y (b) suponiendo que 
no la satisfacen. 


1(s) 


5.3. Si este subcircuito tiene una ley de terminales ¡ = 12 
(du/dt) e í, es igual a 20 cos 2f A cuando vu es 4 sen 2£ V. Ob- 
téngase C, y Co. PROBLEMA P5.2 
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ze 5 


PROBLEMA P5.3 


5.4, Un capacitor de 3-pF está en serie con una fuente de cor- 
riente de valor i = 5 sen 1000rf pA. Si v(0) = 0 V, ¿cuál es el 
voltaje v en £ = 1 ms? ¿En £= 1 s? Suponer que v e i satisfacen 
la convención de signo pasivo. 


5.5, Un capacitor de 10-pF tiene i = 3e A para 1 = 0. Si se 
determina que su voltaje v (que satisface la convención de signo 
pasivo en relación a ¿) es —-10 V en £= 3 s, ¿Qué debe ser v(0)? 


5.6. Obténgase el voltaje v en un capacitor 1-F, cuya corriente 
en miliamperios está dada en la gráfica del problema 5.2. 


5.7. Obténgase la energía almacenada en el capacitor en el 
problema 53.1 respecto al tiempo. 


5.8. Obténgase la energía almacenada en el capacitor del 
Problema 5.5 (a) en £ = 3 s y (b) en el límite conforme t —> oo, 


5.9. Se obtiene que un capacitor con carga igual y opuesta de 
4 uC en cada placa tiene un voltaje de 80 V. Obténgase su ca- 
pacitancia en la energía almacenada. 


5.10. Se coloca un capacitor de 100-4F en paralelo con una 
fuente de voltaje independiente de te-* V en £=0. ¿En qué tiem- 
po será máxima la energía transferida por la fuente al capa- 
citor? ¿Cuál será esta energía máxima? 


5.11. Determinar la energía almacenada en el capacitor y la 
energía disipada por la resistencia como funciones de £ para 
t = 0. Conforme t crece más y más, ¿cuál elemento será el 
mayor “cliente” de energía neta de la fuente? 


PROBLEMA P5.11 


5.12, Todos los capacitores son 1 ¿F. Obténgase la capaci- 
tancia equivalente en a—b. 


Problemas 


PROBLEMA P5.12 


5.13. Las capacitancias están en picofarads. Obténgase la ca- 
pacitancia equivalente en a—b. 


, El 80 
i E 2 T 4 T 6 b 


PROBLEMA P5.13 


5.14, ¿Cuál es la capacitancia equivalente de la interconexión 
en serie de mm subcircuitos, donde cada uno consiste de n capa- 
citores de C-Farad en paralelo? Utilícese este resultado para 
diseñar un capacitor 41/42 yFd que utiliza únicamente capa- 
citores 1/3 Fd. 


5.15. Dejemos construir un capacitor 12.35-pF fuera de los ca- 
pacitores 10-4F. Demuéstrese cómo puede hacerse esto. ¿Cuán- 
tos capacitores 10-pF se necesitan? 


5.16.  Obténgase i y v para £ = O si todos los capacitores son 
descargados inicialmente en £ = 0. 


i ER 
— 


n|— 
n]— 


4cos 21 V 


PROBLEMA P5.16 


5.17.  Obténgase el voltaje v sobre un inductor 20-mH sobre 
una corriente ¿(t) = 4 sen 1071 + 1 A. Supóngase que se satis- 
face la convención de signo pasivo. 
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5.18, Obténgase el voltaje v sobre un inductor 1-H, cuya co- 
rriente ¡ aparece en la figura. Supóngase que se satisface la con- 
vención de signo pasivo. 


¿(A) 


(0= -(1-12+1 


15) 


PROBLEMA P5.18 


5.19. Si un inductor con corriente ¿(£) = 20 cos 1001 mA tiene 
un voltaje v(t) = 5 sen 1001 V, (a) ¿cuál es su inductancia?, (b) 
¿li y v satisfacen juntas la convención de signo pasivo? 


5.20. ¿Para qué valor de w, la amplitud del voltaje sobre un 
inductor de 2-mH con corriente ¡ = 18 cos wf A será de +12 V? 


5,21. Resolver el problema 5.2 si v es el voltaje sobre un 
inductor de 50-mH, e ¿(0) =0. 


5,22. ¿Qué clase de formas de onda de voltaje producirán for- 
mas de onda de corriente lineal a tramos a través de un induc- 
tor? Justificar. 


5.23. Sea v(t) = sen ri V para0=rt=1y2<1< 3, pero 
de otro modo v(f) = 0. Si este es el voltaje en un inductor, ob- 
téngase la corriente que pasa por éste para r = 0. Suponer que 
(0) = 1 A y este i y v juntas satisfacen la convención de signo 
pasivo. 


v(V) 


KS 


PROBLEMA P5.23 


5.24. Obténgase la energía almacenada respecto a £ para el 
inductor del problema 5.17. 


5,25. Repítase el problema 5.24 para el inductor del problema 
5,18. 


5.26. ¿Cuál es la energía máxima que debe generarse por la 
fuente de voltaje de 10 cos 21 V que es puesta en paralelo con 


un inductor 10-mH en 1 = 0. Supóngase que la corriente induc- 
tiva en £ = 0— es cero. 


5.27. Si 1(0) = 10 A es la corriente inicial de n inductor 1-H, 
obténgase las corrientes para £ > O para los dos voltajes que 
aparecen en la figura. Supóngase que se satisface la convención 
de signo pasivo. 


v¡(V) 


t(ms) 


PROBLEMA P5.27 


5.28. ¿Qué tipo de ondas de corriente en los inductores pro- 
ducirán ondas de voltaje exponenciales a tramos como la que se 
muestra en (a)? ¿Sinusoidales a tramos como en (b)? 


va 


(b) 


PROBLEMA P5.28 
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5.29.  Obténganse i, v, y v, en el estado estable dc. 


2 puF 


PROBLEMA P5.29 


5.30. Este circuito está en estado estable de en £ = 0-. Obtén- 
ganse v(0—), v(0+), ¿(0—) y ¿(0+). 


PROBLEMA P5.30 


5.31, Obténganse las corrientes de estado estable dc ¿, e i». 


i 
IZ 4mH 


imA 1k0 


PROBLEMA P5.31 


5.32, Si el circuito está en estado estable de en t = 0-, obtén- 
ganse v, y v,ent=0- y t=0+. 


Problemas 


PROBLEMA P5.32 


5.33. Obténgase (1,/1w/), la proporción de energía almacena- 
da en dos inductores en serie si ambos se inician en 1 = 0 con 


¿(0) =0. 


5.34. Demuéstrese que este circuito no tiene un estado estable 
dc. ¿Por qué? 


PROBLEMA P5.34 


5.35.  Repítase el Problema 5.29 para este circuito. 


1k9 1mH 2k92 


PROBLEMA P5.35 


5.36. —Repítase el Problema 5.31 para este circuito. 
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PROBLEMA P5.36 


5.37.  Repítase el Problema 5.32 para este circuito. Nótese que 
hay dos interruptores, ambos actúan en el mismo tiempo 1 =0. 


v 
pos 


PROBLEMA P5.37 


5.38. Obténgase la energía en estado estable dc que está ali- 
mentada por la fuente (a) en el circuito que aparece en la figu- 
ra; (b) después de reemplazar los capacitores ideales por 
capacitores prácticos, con una resistencia filtrada de 1-M. 


l uFd 1 uF 


100 V 1k9Q 


PROBLEMA P5.38 


5.39.  Repítase el Problema 5.34, utilizando inductores y ca- 
pacitores prácticos en lugar de los ideales que se muestran. ¿Si- 
gue vigente la misma conclusión? 


5.40. —Suponer que el circuito está en estado estable de en 
t = 0—. Obténgase ¿(0—) e ¿(0+), en términos de R y C. 


PROBLEMA P5.40 


Problemas más complejos 

5.41. Dibújese un subcircuito que contenga cinco capacitores 
y dos terminales marcadas a—b, de forma que ninguno. de los 
capacitores esté en serie o en paralelo. ¿Es esto posible con un 
subcircuito de 4 capacitores? De ser así, dibújelos. 


5.42. Obténgase C de forma que 1(£) = 12e+ A, £ > 0, Su- 
poner que todos los voltajes capacitivos son O en t = 0-. 


Wller pla 


12V 


PROBLEMA P5.42 


5.43. Obténgase la energía de estado estable de disipada por 
cada una de las tres resistencias, y producida por cada una de las 
cuatro fuentes. 


PROBLEMA P5.43 
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5.44, — Escriba (no resuelva) las ecuaciones de malla. Las úni- 
cas incógnitas deben ser corrientes de malla. Luego repítase para 
ecuaciones de nodo. 


PROBLEMA P5.44 
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Joseph Henry 
1797-1878 


Bórrense estos dos nombres 
[Joseph Henry y Michael 
Faraday] y la civilización 
del mundo presente sería 
imposible. 


H. S. Carhart 
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" 6.5 Superposición en circuitos 
de primer orden 


En el capítulo 4 se analizaron circuitos resistivos, y en el capítulo 5 se hizo una introduc- 
ción de los dos elementos de almacenaje de energía, los capacitores y los inductores. En 
este capítulo, analizaremos la clase de circuitos que se obtienen al añadir un elemento de 
almacenaje a los circuitos resistivos. Este circuito se conoce como circuito de primer 
orden, porque, como veremos, el elemento de almacenamiento da como resultado una 
ecuación diferencial de primer orden que caracteriza al circuito. 

Primero examinaremos circuitos simples RC y RL que no contienen fuentes inde- 
pendientes. Sin estas fuentes, toda respuesta de circuito puede ser únicamente el resultado 
de potencia inicial capacitiva o inductiva almacenada dentro del circuito, y por consi- 
guiente, dictada por la naturaleza del circuito en sí. Por esta razón, la respuesta se conoce 
como respuesta natural del circuito. La respuesta natural se caracteriza por una sola cons- 
tante de tiempo, o ritmo de decaimiento exponencial. 

Luego de nuestro estudio de circuito sin fuentes, consideraremos la respuesta total de 
circuitos de primer orden que contienen fuentes. Descubriremos que consiste de dos par- 
tes aditivas, una respuesta natural, de forma idéntica a la respuesta en ausencia de fuentes, 
y una respuesta forzada, gobernada por la forma de las funciones forzadas (funciones de 
fuente de las fuentes independientes). Se considerará en detalle el caso donde todas las fuen- 
tes independientes son dc, es decir, constantes. Posteriormente se discutirán las fuentes 
escalonadas y de pulsos, y sus respuestas. El capítulo concluye con la forma en que puede 
utilizarse SPICE para determinar respuestas en estos circuitos. 


Comenzaremos nuestro estudio de circuitos de primer orden considerando el circuito 
simple de trayectoria cerrada que contiene únicamente un capacitor y una resistencia, 
como se muestra en la figura 6.1. Supóngase que el capacitor está energizado a un volta- 
je de V, volts en un tiempo inicial, que consideraremos como t = 0. “Tiempo inicial” sig- 
nifica el inicio del periodo que nos interesa, y no el momento de la construcción del 
circuito (el circuito debe tener una historia que se extiende más allá de nuestro tiempo 
inicial, puesto que el valor de V, volts debió ser establecido mediante un circuito exter- 
no antes de este momento). 
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+ 
v(t) C 


FIGURA 6.1 
sin fuente. 


(0) 
=> 


Circuito RC 


Puesto que en la red no hay fuentes de corriente o voltaje, la respuesta del circuito 
(v o ¿) se debe enteramente a la energía inicialmente almacenada en el capacitor. La 
energía en el tiempo inicial £ = 0 es, por (5.4), 


1 

we(0) = ¿0 vo (6.1) 
Buscamos determinar v(t) para £ > 0. Aplicando LCK en el nodo superior, 
du y 
C—+==0 
dt se R 
du 1 

bid: A e yl 6.2 
o bien 57 + R cr 0 (6.2) 


lo que es una ecuación diferencial de primer orden. (El orden de una ecuación diferencial 
está definido como el orden de la derivada de mayor orden de la función incógnita que con- 
tiene la ecuación.) 

Existen varios métodos para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden. Un 
método muy directo es reagrupar los términos de la ecuación, para separar las variables v 
y t. Estas variables pueden ser separadas al reescribir (6.2) como 


dv 1 
— = —-—dt 
V RC 
Entonces, obteniendo la integral indefinida en cada miembro de la ecuación, obtenemos 
du 1 
— =-=— ) di 
f v RC (6.3) 
Í 
o bien In(v) = "RE +k 


donde k es la constante de integración. Aplicando la función exponencial a ambos lados, 
obtenemos 


y = Ke-(1RC) (6.4) 


donde e es la base de los logaritmos naturales, e = 2.71828..., y K=.e*k, 

Para que esta solución sea válida en el intervalo de interés t > 0, la continuidad 
requiere que v(0) coincida con la condición inicial especificada v(0) = V¿. De este modo, 
en tanto que v(£) en (6.4) satisfaga la ecuación diferencial para cualquier K, sólo un valor 
único de K en esta solución satisfará tanto la ecuación diferencial como la condición inicial. 
Esto se obtiene forzando v(0) en (6.4) al valor requerido de Vo: 


v(0) = Ke0=K=V, 


donde 


v(t) = V¿e1/RC) (6.5) 


Nótese que todas las variables de circuitos se obtienen inmediatamente a partir de (6.5), 
aunque por el momento nos concentraremos únicamente en el capacitivo v(t). 

En la figura 6.2 aparece una gráfica de la respuesta del circuito v(t). El voltaje se 
inicia en Vp, tal como se pidió en nuestra condición, y decae exponencialmente a cero 
respecto al tiempo. El ritmo al que decae a cero está dado por el producto RC del circuito. 
Puesto que esta respuesta está gobernada por los elementos del circuito en sí, y no por 
alguna fuente independiente que “fuerza” un comportamiento distinto durante 1 = O, esta 
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respuesta se conoce como respuesta natural del circuito. La respuesta natural es equi- 
valente a la respuesta en ausencia de fuentes independientes. 


vlt) 


vo 


0 
FIGURA 6.2 Voltaje v(t) en el circuito de la figura 6.1. 


En cualquier tiempo tf, la energía almacenada en el capacitor w¿(t) está dada por 
2 CuY(£). La resistencia no almacena energía; por consiguiente, la energía total almacenada 
en el circuito en el momento + es, por (6.5), 


1 1 
welt)= € [We UROT? = ¿CU THIRe 


Comparándolo con la energía almacenada inicial dada por (6.1), 


wet) = wA0)e24Rc (6.6) 


Nótese que la energía almacenada decae exponencialmente a cero desde su valor inicial (0). 
¿A dónde va esta energía perdida? Sabemos que la potencia disipada por una resistencia es 


(+ /RCy 12 

pao e MO 
R R 

Integrando del tiempo inicial O al tiempo £, obtenemos que la energía total disipada por la 


resistencia del tiempo 0 al £ es: 


y? t 
wr(t) = z/ Bd 
0 


1 
> we(t) = ¿ev (1 — e H/RC) = we(0) (1 — e%/RC) 
Comparando esta última con (6.6), podemos ver a dónde fue la energía faltante. 
wc(0) — wclt) = wr(1) 


A cada instante de tiempo, el decrecimiento de la potencia almacenada en el capacitor de 
1 = 0D es exactamente igual a la energía total disipada por la resistencia hasta ese momento. 
Conforme el tiempo aumenta, queda menos potencia almacenada en el circuito; y en el 
límite, conforme £ se hace muy grande, toda la energía almacenada inicial w¿(0) se disipa 
en la resistencia como calor, y no queda ninguna energía almacenada. Conforme esto 
ocurre, v(t) y todos los demás voltajes y corrientes en el circuito también tienden a cero. 
Claramente, es la energía interna almacenada en el tiempo inicial la que produce esta res- 
puesta “natural”. 


Considérese el circuito de la figura 6.1 con C=1uF,R=1K0, y 
un inicial de v(0) = 5V a través del capacitor. Deseamos obtener la 
corriente ¡(£) y la potencia máxima disipada por la resistencia. 

De (6.5), el capacitivo es 


v(t) = Ve RE = 571000: vV 
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FIGURA 6.3 Circuito RL 
sin fuente. 


Luego, puesto que v(t) es también el que pasa a través de la resis- 
tencia, 


(1) = ma = 0.0058 190 A 


El poder disipado por la resistencia es 


2 
prít) = pia ña = 0.025€ 20% y 


Por consiguiente, la potencia máxima de 25 mW se disipa justo en el 
momento  = 0. Esto es confirmado por la gráfica en la figura 6.2, que 
demuestra que la mayor reducción de voltaje capacitivo, y por con- 
siguiente la potencia almacenada, ocurre en el tiempo inicial. 


Ahora examinaremos el circuito simple R£ que aparece en la figura 6.3. Al igual que 
con el circuito RC anterior, no hay fuentes independientes, y la respuesta será producida 
por la energía inicial almacenada, que en este caso es proporcional al cuadrado de la 
corriente inicial ¿(0) = [, que pasa a través del inductor. La energía almacenada en el tiem- 
po inicial es, por (5.11), 


1 2 
wL(0) = ¿Lh 


Aplicando LVK, 
di 
L—+Ri=0 
dE + Ri 
di  R 
—+>:1=0 6.7 
o E + q (6.7) 


Esta ecuación tiene la misma forma que la ecuación (6.2) para el circuito RC. Por consi- 
guiente, podremos resolverlo por el mismo método de separación de variables. 

Sin embargo, observemos que puesto que la presente ecuación es de la misma 
forma que (6.2), es de esperar que su solución sea también de la misma forma. Sabemos 
que la forma de esta solución anterior, dada en (6.5), es una constante por una función 
exponencial del tiempo. Guiados por esta experiencia, introduzcamos una solución 
natural tentativa 


1(t) =Kest (6.8) 


donde K y s son constantes a determinar. Si la solución natural tentativa realmente resuelve 
la ecuación diferencial, podemos sustituirla en la ecuación, o bien, 


d R 
—(Ke* =(Ke)=0 
a E e”) 


de donde obtenemos 


(s + 2) (Ke) =0 


Si nuestra solución natural tentativa funciona, esta ecuación debe ser válida para 
toda £= 0. Sin embargo, el factor Kes* no puede ser cero para 1 = 0, puesto que eso 
requeriría que K = 0; por consiguiente (1) = 0 para toda t = O, lo que contradice el valor 
inicial ¿(0) = [,. Concluimos que si la solución natural tentativa es válida, esto se debe a 
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que el otro factor es cero: 


R 
==0 Ñ 
Gi (6.9) 


Esto se conoce como ecuación característica para esta ecuación diferencial, y su solución 
s especifica el exponente en la solución de la ecuación diferencial, que en este caso es 


R 


s=-> 


L 


Concluimos que una solución natural válida debe ser de la forma más específica 

(0) = KDD: 
Toda ¡(t) de esta forma satisface la ecuación diferencial (6.7). La otra prueba que debe 
pasar esta solución es que satisfaga la condición inicial dada ¿(0) = l,. Aplicando esta 
condición, 


¡(0) =1,=Ke =K 


La única solución natural tentativa que satisface tanto la condición inicial como la ecuación 
diferencial, es aquella con constantes específicas s y K, o bien, 


(1) =l ep 


lo que es la solución deseada. Podemos comprobar esta solución sustituyendo la ¿(+) dada 
en (6.10) en la ecuación diferencial original que utilizamos para resolver (6.7), y confir- 
mando que coincide con la condición inicial requerida. La solución satisface estas pruebas. 

Revisemos nuestro razonamiento. Supusimos una forma exponencial para solucionar 
la ecuación, y luego obtuvimos valores para sus parámetros s y K que hicieron que nuestra 
suposición pudiera demostrarse como correcta. Es indudable que el resultado es la solución 
deseada, puesto que resuelve la ecuación diferencial y tiene el valor inicial correcto, y lo 
único que pedimos de una solución es que cumpliera estas dos condiciones. 


Para demostrar el método de ecuaciones características en el caso de 
un tiempo inicial distinto de cero, consideremos el circuito de la figu- 
ra 6.3 con R =2 (2, L= 1H, y corriente inicial ¿(t4) = 3 A al momen- 
to £y = 10 s. Por (6.7) obtenemos 


di 
—+2i=0 
dt i 


La ecuación característica es s +2=0 0 s =-2. Por consiguiente, la 
solución natural es 


(e) =Ke2 
y evaluando en ty = 10 con el fin de obtener las condiciones iniciales, 


¡(tp) =3 =Ke200) 
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con lo que se obtiene K = 3e+20, Por tanto, la corriente deseada es 


¡(t) = 3820 A 


0 ¡(0) = 32-10 A 


En la figura 6.4 se muestra una gráfica de esta corriente. 


i(A) 


32-10), ¿> 10 
10) 


FIGURA 6.4  ¡(t) en el ejemplo 6.2 para t> 10. 


Examinando (6.5) y (6.10), notamos que el voltaje capacitivo y la corriente inductiva 
en estos circuitos de una sola trayectoria cerrada y sin fuentes, son ambas funciones 
exponenciales decrecientes. Puesto que la derivada de una exponencial es también una 
función exponencial, la corriente que pasa por el capacitor i = cá) y el que pasa a través 
del inductor v = L(4) en estos circuitos son también funciones exponenciales decrecien- 
tes con los mismos exponentes. El significado de las constantes 1/RC y R/L en estas funcio- 
nes exponenciales será examinado en la siguiente sección. 


EJERCICIOS 
6.1.1.  Enlafigura 6.1, sean ty=0, VYy=10V,R=1k0, C=1 uF. Obtén- 
gasevelent=1ms,1=2 ms y 1=5 ms. 
Respuesta 3.68 V, 3.68 mA; 1.35 V, 1.35 mA; 0.067 V, 0.067 mA. 
6.1.2, Si v(0)=+10 V, ¿en qué tiempo v(£) será igual a +1 V? 
Respuesta 6.9s 
y 6.1.3.  Siw(t) es la potencia almacenada en el capacitor del ejercicio 6.1.2, 
obténgase una fórmula para w(£), £ > O. ¿En qué momento queda la mitad de 
aio UE Esa la potencia almacenada original? 


Respuesta 50e-28 J; 1,04 s 


6.1.4.  Enla figura 6.3, R = 1k£). Si el voltaje a través del inductor, defi- 
nido para satisfacer la convención de signo pasivo junto con i, es u,(t) = 
EJERCICIO 6.1.2 10e-200: para £ > 0 s, obténgase L y la corriente inicial ¿(0). 

Respuesta 5H; 10 mA 


En las redes que contienen elementos de almacenamiento de energía, es muy útil carac- 
terizar con un solo número el ritmo en que la respuesta natural decae a cero. La cantidad 
llamada constante del tiempo del circuito realiza esta función. 
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v(V) ¿(A) 


1(s) (Ss) 


FIGURA 6.5 (a) Respuesta de circuito RC; (b) respuesta de circuito RL. 


Considérese la gráfica que aparece en la figura 6.5(a), que ilustra una respuesta 
natural (el voltaje capacitivo) para el circuito simple RC que se discutió en la sección 
anterior. El tiempo requerido para que la respuesta natural decaiga por un factor de 1/e se 
define como la constante del tiempo del circuito, que designaremos como 7. Para el circuito 
RC dado, la respuesta natural es 


v(t) = Vet RO (6.11) 
Por definición de la constante de tiempo 7, necesitamos que 7 satisfaga 
v(t + T)/v(t) = 1/e 
o v(t+ 7) = elu(e) 
Reemplazado por el voltaje v, esta ecuación se convierte en 


Yet + D/RC = el Ye RO 


o, luego de cancelar factores comunes, 


Las unidades de 7 están en 0)-F = (V/ANXC/V) = (C/A) = s. En términos de la constante de 
tiempo 7, la respuesta natural es 


v(1) = Vye-/7 (6.13) 


A partir de la figura 6.5(b) se puede calcular de forma similar la constante de tiempo 
para el circuito RL, con 


¡(t) = 1 RD! 


En este caso tenemos 


[ye RIDG+7) =el [e RD: 


que, después de cancelar términos iguales, identifica a la constante de tiempo 7 como 
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y podemos rescribir la respuesta en términos de 7 como 
(1) = [perr (6.15) 


Nuevamente, las unidades de la constante de tiempo 7 están dadas en (H/0) = [V/(A/s)1/ 
(V/A) =s. 

Tanto en los circuitos RC como los RL, a cada 7 segundos la respuesta natural se 
reduce en un factor de 1/e en relación a su valor al inicio del primer intervalo de la 
constante de tiempo. La respuesta al final de la primera constante de tiempo se reduce a 
e-1 = 0.368 de su valor inicial. Al final de dos constantes de tiempo, es igual a e-2 = 0.135 
de su valor inicial, y al final de cinco constantes de tiempo se convierte en e-5 = 0.0067 de 
su valor inicial. Por consiguiente, después de cuatro o cinco constantes de tiempo, la res- 
puesta es esencialmente cero. 

En cuanto al circuito RC de la figura 6.1, podemos ver en la figura 6.2 que el voltaje 
capacitivo v(t) decae exponencialmente a cero con la constante de tiempo 7 = RC. Ter- 
minemos nuestros análisis de este circuito considerando otras variables de circuito. Por 
LVK, el voltaje resistivo es exactamente igual a v(£). Puede obtenerse la corriente de malla 
dividiendo el voltaje resistivo entre R, y por consiguiente es también un decaimiento 
exponencial con 7= RC. Todas las corrientes y voltajes son decaimientos exponenciales 
con la misma constante de tiempo T. Al examinar el circuito RL de la figura 6.3, nota- 
mos que en este caso también es verdad este mismo postulado. El comportamiento de 
todas las respuestas de los circuitos es fijada por una sola constante de tiempo, r = RC en 
el circuito RC y 7 =L/R en el circuito RL. Es por eso que designamos a 7 como constante 
de tiempo del circuito, en vez de ser la constante de tiempo de cualquier corriente o voltaje 
específicos dentro del circuito. 

En la figura 6.6 se muestra una interesante propiedad de las funciones exponenciales. 
Una tangente a la curva en £ = 0 interseca el eje del tiempo en £ = 7. Esto puede verificarse 
fácilmente considerando la ecuación de una recta tangente a la curva en £ = 0, dada por 


vi(t) =mí + Vo 


donde » es la pendiente de la recta. Diferenciando v, obtenemos 


Por consiguiente, la pendiente de v en t = 0 es -Vy/7. Entonces, con m = —Vy/7, 


vi(t) = — 14 Vo 
T 


0.368V, 


FIGURA 6.6 
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v(r)=0 


como se aseguró en primer lugar. De manera similar, una tangente a la curva en el tiempo 
t, interseca el eje de tiempo en £, + 7 (ver problema 6.9). Este hecho es muy útil para dibu- 
jar la función exponencial. 

De la figura 6.6, podemos ver que una definición alternativa de la constante de 
tiempo es el tiempo necesario para que la respuesta natural se haga cero, si ésta disminuye 
a un ritmo constante igual al ritmo inicial de decaimiento. Desde luego, no decrece a un 
ritmo constante, puesto que en todas partes su ritmo de decaimiento es proporcional a su 
valor, que tiende constantemente a cero. 

Conocer la constante de tiempo nos permite predecir la forma general de la respuesta, 
(6.13) o (6.15), pero para completar la solución debemos conocer el valor inicial V¿ o lo. 
Con frecuencia, necesitamos interruptores para determinar esto en un circuito. Puesto que 
las corrientes inductivas y los voltajes capacitivos son continuos (como se discutió en el 
capítulo 5), los valores deseados, justo después de la acción del interruptor en 0+, pueden 
determinarse a partir del estado del circuito justo antes, en £ = 0—. 


Para ilustrar el procedimiento, obtengamos el voltaje del capacitor v(£) 
en la figura 6.7(a), suponiendo que el circuito estaba en estado estable 
dc justo antes de abrir el interruptor. En el estado estable de el capa- 
citor puede ser sustituido por (es equivalente a) un circuito abierto. La 
resistencia a la izquierda de este circuito abierto es 

CIOM 


Req =8+ 3+6 =100 


y, por división de voltajes, 


100 Roy 
v(0-)= == =40V 
Reg + 

El circuito se abre en £ = 0. Por continuidad del voltaje capacitivo, 
v(0+) = v(0—) = 40 V. Para £ > 0, tenemos un circuito sin fuente, 
como se muestra en la figura 6.7(b), donde las resistencias a la 1z- 
quierda del capacitor fueron sustituidas por su equivalente Req = 10 (2, 
La constante de tiempo para esta red RC es simplemente el producto 
de la capacitancia y la resistencia equivalente, dado por 


T =ReC = (10) (1) = 108 
Por consiguiente, por (6.13), el voltaje es 
vt) = 40e-WV 


Cada 10 s, el voltaje disminuirá por un factor de l/e, o 0.368. 
Después de 50 s, el voltaje declina a 40e-5 = 0.27 V, lo que ilustra 
que después de 5 constantes de tiempo, la respuesta se reduce en más 
de dos órdenes de magnitud. Por consiguiente, después de 10 cons- 
tantes de tiempo, hay una reducción de más de 4 órdenes de magni- 
tud, después de 15 constantes de tiempo hay una reducción de más 
de 6 órdenes de magnitud, y así sucesivamente. 
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(b) 


FIGURA 6.7 — (a) Circuito para el ejemplo 6.3; (b) equivalente para t> 0. 


EJERCICIOS 


6.2.1. En un circuito RC, determínese (a) 7 para R =2k0 y C = 104F, 
(b) C para R = 10 k0) y ¿ = 20ps, y (c) R para vtt) en un capacitor 2-uF para 
que se reduzca a la mitad cada 20 ms. 

Respuesta (a) 20 ms; (b) 2 nF; (c) 14.43 k0 


6.2.2. Un circuito RC consiste en una resistencia 20-k(2 y un capacitor 

0.05-p4F. Se desea disminuir la corriente en la red en un factor de 5 sin cam- 

biar el voltaje del capacitor. Obténganse los valores necesarios de R y C. 
Respuesta 100 k0), 0.01 uF 


6.2.3.  Enun circuito RL de una sola trayectoria cerrada, se determina que 
la corriente es de 2 mA en t= 10 ms y 100 uA en ¿ = 46 ms. Obténgase la 
constante de tiempo 7 y la corriente inicial en el momento £ =0. 

Respuesta 12 ms, 4.6 mA 


En la sección anterior, al examinar los circuitos simples RC y RL de primer orden, vimos 
que tenían respuestas decrecientes gobernadas por una sola constante de tiempo. Generali- 
zando, es de esperarse el mismo comportamiento de cualquier circuito que sea equivalente, 
sea simple (que pueda resolverse mediante una sola ecuación) o no. 


Deseamos determinar la constante de tiempo del circuito de la figu- 
ra 6.8(a). Primero debemos obtener un circuito equivalente de la for- 


ma simple 6.8(b). 
OIC 
ea (4412) 
COX 
47 (Q0+5) ce 


La constante de tiempo T en la figura 6.8(b) es 


7 =R¿¿Co = (4) (3) = 128 
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(a) (b) 
FIGURA 6.8 (a) Circuito RC; (b) circuito equivalente. 


Puesto que las figuras 6.8(a) y (b) representan circuitos equivalentes, 
el voltaje v¿y(t) debe ser el mismo. Este tiene una constante de tiempo 
12 s en (b), de forma que debe ser el mismo en (a). Ciertamente, todas 
las corrientes y voltajes en las figuras 6.8(a) y (b) decaen exponen- 
cialmente a cero con una 7 =12s. 


Con base en este ejemplo podemos advertir que los circuitos RC que contienen un 
solo equivalente R,¿ y C¿¿ pueden ser analizados mediante reducción a estos equivalentes, 
con T= R¿¿Coy. Claramente, esto mismo se aplica a circuitos RL con inductancias y resis- 
tencias equivalentes, con T= L¿¿/R¿¿. Sin embargo, nótese que no siempre es posible utili- 
zar reglas de circuitos en serie y en paralelo para obtener estos equivalentes. El siguiente 
ejemplo muestra un enfoque general en este caso. 


Deseamos obtener la constante de tiempo del circuito de la figura 
6.9(a). El circuito a la derecha del inductor es puramente resistivo, y 
buscamos su resistencia equivalente R¿¿. Puesto que ninguna de las 
resistencias está en serie o en paralelo, no podemos utilizar equiva- 
lentes en serie-paralelo. Para obtener R¿¿, forzaremos a ¡ para que 
fluya al circuito, como se muestra en la figura 6.9(b), y determinare- 
mos el resultante v. Puesto que la ley de terminales para el circuito es 
v = Regi, la proporción entre v e ¡es la R¿¿ deseada. 

La figura 6.9(b) es un circuito de tres mallas con una fuente de 
corriente, de forma que se requieren dos ecuaciones de malla. Las 
ecuaciones de malla son 


15 FIL 1-L 


12 Lo 
38 mH S i El 
, 
(a) (b) 


FIGURA 6.9 (a) Circuito RL; (b) Circuito a determinar Reg: 
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Invirtiendo la matriz, el determinante es (4)(5) - (22)(2) = 16, y 
Al ESA AE 
la 16 E A 16 lol (6:10) 
Aplicando LVK alrededor de la trayectoria cerrada exterior, 
V=U¿p= li, ER 2i 


1 ; ; 
746 (11 + 125) 


19, 
16 
Por consiguiente, R., = E O y 
L 0.038 
id 1916 0032 5=32 ms 


Los circuitos con op amps también presentan un comportamiento de primer orden 
cuando contienen un elemento de almacenaje, o cuando todos los elementos de almace- 
naje se combinan en un solo equivalente. Pueden analizarse eficientemente utilizando 
análisis nodal y los principios de circuito abierto y cerrado virtuales que se discutieron en 
la sección 4.7. 


Supóngase que en 1 =0, la salida en la figura 6.10 es v,(0) = V, y que 
vt) = O para £ > 0. Deseamos obtener v(£) para £ > 0. Por el princi- 
pio de circuito cerrado virtual, el nodo 1 está a potencial de tierra. 
Sumando corrientes en este nodo, 

v-0 A v-0 qa d(w, — 0) 
Ra Rp dt 


o, con v¿ = 0 para ! > 0, 


FIGURA 6.10 Circuito para el ejemplo 6.6. 
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Esta es nuestra ecuación diferencial de primer orden convencional y 
no forzada, con la solución 


va(1) = wm(0)e FT = Ve FT 


En resumen, en un circuito sin fuentes que contiene un solo elemento de alma- 
cenamiento, o el equivalente de un solo elemento de almacenamiento, sucede que todas sus 
respuestas decaen a cero con una constante de tiempo 7 = RC en el caso RC, o 7= L/R en 
el caso RL. Sin embargo, nótese que los circuitos con dos o más elementos de almacenaje 
no siempre tienen un solo elemento de almacenaje equivalente, y por consiguiente no podrá 
descomponerse resolviendo una sola ecuación diferencial de primer orden. Éstos no son 
circuitos de primer orden, y su respuesta no puede caracterizarse por una sola constante de 
tiempo. Entre los ejemplos de este caso, se incluye cualquier circuito con capacitores e 
inductores y el circuito RC del problema 6.16. Estos circuitos serán examinados en el 
capítulo 7. 


EJERCICIOS 
6.3.1. El circuito está en el estado estable en t = 0-, y el interruptor se 
mueve de la posición 1 a la posición 2 en t = 0. Obténgase la respuesta v(£) 
para £ > 0. ¿Cuál es la constante de tiempo 7 ? 
Respuesta 16e% V; z s 
EJERCICIO 6.3.1 
6.3.2.  Obténgase i para £ > 0 si el circuito está en estado estable t = 0—. 
Respuesta 7 edA 
$ 
4kQ 750 3kQ 


1kK9Q EJERCICIO 6.3.2 


6.3.3. ¿Para qué valor de £ la constante de tiempo 7 será 1 ¡us? 
EJERCICIO 6.3.3 Respuesta 2 mH 
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EJERCICIO 6.3.4 


6.3.4. (a) Obténgase la resistencia equivalente de circuito bajo a-b. (b) 
Utilícese el resultado para obtener v(£) para £ >-1 si v(-1) = 20V. 
Respuesta 10 (); 20e-10(+1) 


En las secciones anteriores consideramos circuitos sin fuentes, cuyas respuestas son el re- 
sultado de energías iniciales almacenadas en capacitores e inductores. Todas las fuentes in- 
dependientes de corriente o voltaje fueron eliminadas o apagadas en los circuitos antes de 
obtener las respuestas naturales. Se demostró que estas respuestas, al surgir en circuitos que 
contienen un solo capacitor o inductor equivalente, decaen exponencialmente a cero con el 
tiempo. 

En esta sección examinaremos circuitos que, además de tener potencias almacenadas 
iniciales, están impulsados por fuentes independientes constantes (dc) de voltaje o corriente. 
Para estos circuitos, obtenemos soluciones que son resultado de las potencias almacenadas 
iniciales, y de las potencias abastecidas continuamente por las fuentes. Obtendremos que 
las respuestas, en este caso, constan de dos partes, una de las cuales es, al igual que las 
fuentes en sí, una constante. 

Iniciemos la discusión considerando el circuito de la figura 6.11. La red está formada 
por la conexión en paralelo de una fuente de corriente constante y una resistencia que es 
activada en el momento t = 0 a través de un capacitor con un voltaje v(-0) = Vy V. Para 
t > 0, el interruptor es cerrado, y la ecuación nodal en el nodo superior está dada por 


dv v 
C a + R = lo 
; du 1 lo 
— + — u=— 17 
o bien 7 + Rc *= (6.17) 


Esta ecuación diferencial de primer orden es idéntica al caso RC sin fuente (6.2), excepto 
por el hecho de que se sumó un término forzado en el lado derecho. Un término forzado en 
una ecuación diferencial es un término f(t) independiente de las funciones de tiempo que 
se desconocen. 

Al igual que en el caso no forzado, esta ecuación diferencial de primer orden puede 
ser resuelta por separación de variables o por el método de solución tentativa. Elegiremos 
este último, puesto que este método se extiende a circuitos de orden mayor donde no puede 
utilizarse la separación de variables. 
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FIGURA 6.11 RC con fuente dc. 


Examinando (6.17), vemos que el lado izquierdo es una combinación lineal de v y su 
derivada, en tanto que el lado derecho es una constante. Por consiguiente v(t) debe ser una 
función del tiempo con la propiedad de que una combinación lineal de v y su derivada es 
igual a una constante para toda t > 0. ¿Qué clase de funciones tienen esta propiedad? 
Ciertamente, si v(t) es igual a una constante, entonces pertenece a esta clase de funciones, 
porque la derivada de una constante es cero; de forma que toda combinación lineal de una 
constante y su derivada es, tal y como se pidió, también una constante. 

Guiados por esta observación, utilicemos una solución forzada tentativa de la forma 


uf(t) = A 
donde A es una constante que debe determinarse. Del mismo modo en que utilizamos la 


solución natural tentativa utilizada anteriormente, la sustituiremos en la ecuación diferen- 
cial que debe satisfacer para probar su validez. Sustituyendo v por vt) =A en (6.17), 


dc Bd 
dt RC C 
o bien A=ÍLR 


De este modo, hemos obtenido una función de tiempo (constante) vAt) que satisface la 
ecuación diferencial: 


vp(1) = 1QR 


Toda función de tiempo que satisfaga la ecuación diferencial forzada se conoce como solu- 
ción forzada. Hemos obtenido una solución forzada para (6.17). 

Sin embargo, hay una segunda condición que debe satisfacer toda solución propuesta 
a nuestro problema original. No es suficiente que satisfaga la ecuación diferencial, como se 
demostró en el caso de vf(1). Una solución válida también debe satisfacer la condición 
inicial v(0—) = v(0+) = V, V (utilizamos la continuidad de voltajes capacitivos para pro- 
yectar Vy a través del tiempo de activación del interruptor £ = 0). Evaluando nuestra 
solución forzada vy(t) en £ = 0+, obtenemos vy(0+) = I¿R. De este modo, la solución 
forzada concuerda con la condición inicial si y sólo si V¿ = [¿R. Examinando la figura 6.11, 
Vo e [, son claramente el resultado de casos separados; V, es una condición inicial esta- 
blecida antes de £ = 0, e /, es una función de fuente independiente. Por consiguiente, en 
tanto que V, = /¿R puede satisfacerse para elecciones particulares de condiciones iniciales 
y funciones de fuente, no hay razón para que esta ecuación sea válida en general. 

Por consiguiente, si nuestra solución forzada vf( f) satisface las condiciones 
iniciales, hemos obtenido la solución; es v(t) = Url t). En la mayoría de los casos, Ufl t) 
satisfará las condiciones iniciales. Aparentemente estamos atorados, porque no hay un 
parámetro libre adicional en esta solución forzada vy( t), que podamos utilizar para satis- 
facer la condición inicial. . 
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Hagamos que v,(t) denote cualquier solución a la versión no forzada de nuestra 
ecuación diferencial; es decir, v, (1) satisface 


dv + l 0 6.18) 
pS, —lv=- . 

dt RC) ” ( 

La versión no forzada se forma al fijar el término forzado en cero. De trabajos anteriores, 
sabemos que la solución natural tentativa para v, es la forma 


Y, = Kest 
con una ecuación característica 
1 
s+—=0 
RC 
o s =-—1/RC, de modo que 
v, = Ke-0/RCN (6.19) 


Hasta este momento, hemos descubierto una uv; que resuelve la ecuación diferencial forza- 
da (6.17), y una v, que, para todo valor de su parámetro libre K, satisface la ecuación dife- 
rencial no forzada asociada. 

Considérese finalmente una suma de soluciones forzadas naturales, v = v, + uf 
Sustituyendo esto por la suma de y en el lado izquierdo de (6.17), 


d 1 _[dv, 1 du; 1 
A le + 7cr]+ | + y | 


E lo 
o Le! 


donde el primer término a la derecha es igual a cero puesto que v, satisface la ecuación di- 
ferencial no forzada, y la segunda es igual a ? puesto que a v, satisface la versión forzada. 
De este modo, vemos que v = v, + uy satisface la ecuación diferencial forzada sin importar 
el valor del parámetro libre K en la solución natural v,. Volviendo a la condición de que 
se satisfaga no sólo la ecuación diferencial forzada sino también la ecuación inicial, 


v(1) =v,(1) + vf(1) = KeR +Rl, (6.20) 
Evaluando en £ =0, se satisface la condición inicial si 
v(0+) = Vo = K(1) + Río 
la cual requiere que 
K=V,- RL 


Insertando esto en (6.20), hemos obtenido la solución deseada a la ecuación diferencial 
forzada (6.17) con una condición inicial 


v(t) = (Vo — RI)e- RO! + RI, 


Esta solución puede comprobarse al sustituirla en (6.17), y notando que al evaluarla en 
t = 0 se obtiene el valor inicial especificado V¿. 
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Resumiendo este método, los siguientes pasos resuelven la ecuación diferencial for- 
zada con condiciones iniciales dadas: 


1. Utilizando una solución forzada tentativa igual a la constante desconocida A, y 
sustituirla en la ecuación diferencial forzada para obtener la solución forzada. 

2. Utilizando una solución natural tentativa igual a Ke, sustituirla en la ecuación 
diferencial no forzada, y resolviendo la ecuación característica para s. 

3. La solución total es la suma de las soluciones natural y forzada. Evalúese la suma 
en el tiempo inicial e iguálese al valor inicial requerido para obtener K. 


16 V 


FIGURA 6.12 Circuito para el ejemplo 6.7. 


Deseamos obtener ¿(t) para £ > 0 en el circuito de la figura 6.12, 
Antes de £ = 0, el circuito es el que aparece en la figura 6.13(a). 
Suponiendo que este circuito tuvo suficiente tiempo para llegar al 
estado estable de antes de £ = 0, el inductor actúa como un circuito 
cerrado y 

e as as: 6 

pit tq 104 
en  =0-. En 1=0 se abre el circuito, y para £ > O el circuito se vuelve 
a dibujar como en la figura 6.13(b). En este circuito, aplicando LVK 

di 

— + 2i =12 6.21 
q (6.21) 


e (04) = i(0—) = 10 A por continuidad de corrientes inductivas. La 
solución forzada tentativa es y = A, y al insertar esto en la ecuación 
diferencial forzada (6.21) 


0+2A4=12 
o A = 6. La versión no forzada de esta ecuación es 
di, 
— +2in =0 
dt él 
con una ecuación característica 
s+2=0 


o s =-2. Sumando estos resultados, 


(0) = in (0) +i (0) =Ke "+6 


4 


(a) (b) 
FIGURA 6.13 — (a) Circuito antes de t = 0; (b) circuito después de t = 0. 
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50 UF 


10V 


FIGURA 6.14 Circuito para el ejemplo 6.8. 


e igualando con las condiciones iniciales, 
¡(0+) = 10=K(1) +6 

Concluimos que K = 4 y la solución total es 
(1) = 4e1+6A 


Este ejemplo, que aparece en la figura 6.14, demuestra la aplicación 
de estas ideas a circuitos con op amps. El circuito está en estado 
estable dc justo antes de la activación del interruptor en f = 0, y 
deseamos obtener v,(t) para todos los momentos f. Con la entrada del 
Op amp puesta a tierra para 1 < 0, v, y v, son cero para < 0. Para 
t > 0, el voltaje en el nodo 1 es 10 V, puesto que el voltaje en la entra- 
da no inversora es 10 V por el principio de circuito abierto virtual, y v; 
es igual a este valor por el principio de circuito cerrado virtual. La 
ecuación de nodos en el nodo de entrada inversor es, por consiguiente, 


(537) (10 — 0) + (50 x 1059210 -0m)+ 


25 x 103 
1 
2010) 00=v)=0 
o 
dv 
ri + vu =18 (6.22) 


La solución forzada tentativa es v,,= A, y sustituyéndola en (6.22), 
A = 18. La ecuación característica de la versión no forzada de (6.22) es 
s+1=0, o bien, 


MO) = Ke Sl 
Luego, la solución total es 


v2(1) = vanlt) + vay (1) = Ke +18 


En £ = 0+, no hay flujo de corriente a través de la resistencia de 10 k0), 
de forma que el voltaje en la entrada no inversora es 10 V. Puesto 
que no ocurre una caída de voltaje a través de las terminales de 
entrada del op amp (por el principio de corto circuito virtual), tam- 
bién v¡(0+) = 10 V. La continuidad del voltaje capacitivo requiere que 


v¿(0+) — v1 (04) = v2(0—) — v¡(0-)=0-0=0 
Por consiguiente también v,(0+) = 10 V, y evaluando la constante K 
v2(0+) = K(1)+18=10 V 
o K =-8. Por consiguiente 


va(t) =18-—8e* V, 1>0 (6.23) 


que, combinada con la observación anterior de que v,(t) = O para 
t < 0, completa la solución para todo f. 
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La presencia del op amp no alteró el hecho de que un elemento de almacenamiento 
único resultará en una sola ecuación diferencial de primer orden (6.22). Como se 
recomendó en el capítulo 4, utilizamos análisis nodal con circuitos con op amps, y 
escribimos nuestra ecuación de nodos en un nodo de entrada del op amp en lugar del nodo 
de salida. 


Nuestro ejemplo final, con el circuito que aparece en la figura 6.15, 
ilustra un circuito general de primer orden que contiene varias fuentes 
dependientes e independientes. En este circuito, buscamos la corriente 
1(t) a través del inductor para £ > 0, donde ¡(0-) =2 A. 

Estos problemas pueden ser resueltos utilizando varios méto- 
dos. Un método básico sería el de realizar un análisis de malla o nodal 
en el circuito. Esto resultaría en ecuaciones diferenciales simultáneas 
de primer orden que, por sustitución, podrían reducirse a una sola 
ecuación diferencial de primer orden. Esta reducción no siempre es 
directa, y recomendamos otros métodos para asegurar esa ecuación di- 
ferencial de primer orden única. En este ejemplo, utilizaremos la 
estrategia de simplificación mediante la transformación Thevenin- 
Norton. En la siguiente sección, se desarrollará otro método basado en 
la superposición. 

Obtendremos la transformada de Thevenin de todo el circuito 
menos su elemento de almacenamiento. Luego, reemplazando todos 
los elementos de almacenaje por su equivalente de dos elementos, 
quedaremos con el análisis de un solo circuito simple de trayectoria 
cerrada. Para hacer esto, obtendremos el voltaje de circuito abierto v,. 
y la corriente de corto circuito ¿,, definida en la figura 6.16 en las 
terminales ab del inductor. De la figura 6.16(a) se obtiene v,.. Apli- 
cando LVK, 


1, +21, +2(1 +10) = 80 


o i, = 12. Luego, alrededor de la trayectoria cerrada izquierda, nueva- 
mente por LVK 


1(12) + Voc + 3(12) = 80 


de forma que v,, = 32 V. Para obtener í,, en la figura 6.16 (b), 
escribimos las dos ecuaciones de análisis de malla requeridas, 


11; = —3v + 80 
2i2 + 2(12 + 10) = 3u 


80 V 


FIGURA 6.15 Circuito para el ejemplo 6.9. 
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410 20 10 20 


80 Y > 10A 80 V o 10 A 


(a) (b) 
FIGURA 6.16 (a) Circuito para vo¿; (b) circuito para iso. 


Sustituyendo v = ¿, por la primera ecuación de malla obtenemos ¿, =20. 
Utilizando esto en la segunda, obtenemos 


212 + 2(i2 + 10) = 3Q0) = 60 
o i,=10. Luego 
ise =1¡ —1¿=20-10=10A 


En la figura 6.17 se muestra el equivalente de Thevenin. Hemos redu- 
cido el problema a otro problema que nos es más familiar. Por LVK, 
alrededor de este circuito R£ simple, 

di 
ra (6.24) 
con la condición inicial ¡(0—) = ¡(0+) =2 A. Ya hemos resuelto varias 
veces esta ecuación diferencial de primer orden, y 


(0)=Ke*+A=10-8e* A (6.25) 


donde A = 10, que obtuvimos al sustituir i¿= A en (6.24), y K al 
igualarlo con la condición inicial. 


O 8p 


FIGURA 6.17 Circuito equivalente a la figura 6.15. 


Las soluciones que hemos obtenido hasta ahora en este capítulo, son con frecuencia 
designadas en términos más descriptivos. Dos de estos términos que se usan ampliamente 
son la respuesta transitoria y la respuesta de estado estable. La respuesta transitoria es la 
porción transitoria de la respuesta total, que tiende a cero al crecer respecto al tiempo. Por 
otra parte, la respuesta de estado estable, es la parte de la respuesta total que queda después 
de que la respuesta transitoria se hace cero. En el caso de fuentes dc, la respuesta de estado 
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estable es constante, y es el estado estable de discutido en la sección 5.7. En este último 
ejemplo, para las variables de respuesta ¿(t) dadas en (6.25), la respuesta transitoria es 
—8e A y la respuesta de estado estable de es 10 A. 


EJERCICIOS 


40 


24 V 


6.4.1.  Obténgase u para £ >0 si el circuito está en estado estable en £ = 0-. 
Respuesta 12 — 8e-18 Y 


492 
EE 
+ 
1F y 


22 


EJERCICIO 6.4.1 


6.4.2. El circuito está en estado estable en £ = 0-. Obténgase i para £ > 0. 
Respuesta 6 — 4e2 A. 


EJERCICIO 6.4.2 6.4.3.  Resuélvase el ejercicio 6.4.1 si el interruptor se cierra en £ = 0, en 


vez de abrirse. 
Respuesta 4 + 8e-3/16t Y 
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EN CIRCUITOS DE PRIMER ORDE! 


En nuestra discusión de circuitos resistivos, vimos que la superposición puede ser aplicada 
al análisis de circuitos con más de una fuente. La respuesta general se calcula como una su- 
perposición (es decir, una suma) de respuestas individuales a cada fuente, donde se elimi- 
nan las demás fuentes. 

Para ver cómo se aplica la superposición en el caso de circuitos de primer orden, con- 
sidérese la ecuación diferencial general de primer orden que gobierna todos estos circuitos, 


li, x0)=x0 (6.26) 
dt  T 

En esta ecuación, x(t) es la variable de circuito (corriente o voltaje) y f(£) la función 
forzada. Si eliminamos todas las fuentes independientes en el circuito, tendremos la 
ecuación no forzada, es decir, f(t) reemplazada por 0, pero de otra forma la ecuación queda 
sin modificar. Sea que x,.(t) resuelve el problema con las fuentes independientes elimi- 
nadas, es decir, 


ÁXic 

dt 
Aquí, x;¿(t) es la respuesta debida a las condiciones iniciales. Ahora supongamos que en- 
cendemos las fuentes en el circuito, pero en verdad eliminamos la condición inicial. En este 
caso designaremos a la respuesta x,(1), la respuesta debida a las fuentes independientes, lo 


1 
+ q Mie = 0, Xic(to) = Xo 
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que satisface 
dXs 
dt 


Es fácil ver que la superposición de estas dos respuestas x(£) =x,(t) + x,(t) satisface la 
ecuación diferencial forzada original, puesto que 


+ =x, = f(), Xs (tp) =0 


dx 1 


d 1 
de + E => qee + xs) + q ie + Xs) 


2 + , + e + z O0+ (0 
=| —x; —Xi —X —Xs | = 
de den 
y además satisface la condición inicial, 


X(to) = Xiclto) + xs (to) 
=x +0 


Esto demuestra que la respuesta total es una superposición de la respuesta de la condición 
inicial, donde se eliminan todas las fuentes independientes, y la respuesta a fuentes inde- 
pendientes con la condición inicial eliminada. La condición inicial puede ser considerada 
como otra fuente, junto con las fuentes independientes. Esto tiene sentido físico, puesto que 
la condición inicial es ciertamente una fuente de energía para la respuesta natural. x;.(t) 
es la respuesta natural a esta “fuente de condición inicial”, donde se eliminan las demás 
fuentes (independiente), y debe superponerse con la respuesta forzada x,(t) impulsada por 
estas fuentes independientes, para la que a su vez se elimina la fuente de condición inicial. 

En el caso donde hay más de una fuente independiente, la superposición puede apli- 
carse para calcular x,(t), la respuesta forzada con las condiciones iniciales eliminadas. Es 
decir, la respuesta forzada xt) es la superposición de las respuestas a cada una de las 
fuentes independientes, con todas las demás eliminadas (incluyendo las condiciones ini- 
ciales). 


Considérese el circuito de la figura 6.18, en donde deseamos obtener 
v. Antes de £ = 0 el interruptor está abierto, y, como se muestra en la 
figura 6.19(a), está en el estado estable de v(0-) = 60 V. Enf =0 
se cierra el interruptor, y para £ > O tenemos el circuito de la figura 
6.19(b). Calcularemos v para t > O como superposición de tres com- 
ponentes: componentes forzadas debidas a las dos fuentes inde- 
pendientes, y una componente natural debida a la condición inicial 


v(0+) = v(0-) = 60 V. 


60 V 


1=0 
FIGURA 6.18 — Circuito para el ejemplo 6.10. 
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60 Y v 2F 


FIGURA 6.19 - (a) Equivalente para t< 0; (b) Para t> 0. 
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Denotaremos la componente debida a la fuente de 60-V como 
v¡s- Eliminando la otra fuente, la ecuación de nodo en el nodo central 
superior es 


1 1 2dv1, 
3 (U1s — 60) + 7 (U1s — 0) + 8 =0 
Oo 
dvi, 2 
10 
de Go (6.27) 


La condición inicial impuesta sobre v,, es v,,(0+) = O, puesto que 
debemos eliminar las condiciones iniciales al calcular las compo- 
nentes forzadas. La solución a (6.27) con las condiciones iniciales 
dadas, utilizando el método descrito en la sección anterior, puede ser 
fácilmente comprobable como 


vis (1) = 15[1 — 209%] 


La componente debida a la fuente de 40-V, v,, se obtiene eli- 
minando la fuente de 60-V (y la condición inicial). La ecuación nodal 
se convierte en 


1 1 2dv2, 
3U +7, — 40) + 7 =0 
o 
dv, 2 
Vas = 6.28 


con v,,(0+) = 0, la solución es 
va, (t) = 30[1 — e 2/9] 


La componente final es v,(t), que se obtiene eliminando ambas 
fuentes independientes, y excitando una respuesta al utilizar la 
verdadera condición inicial. De la figura 6.19(b), al cerrar las dos 
fuentes de voltaje, las dos resistencias quedan en paralelo con un 
equivalente de z OQ y RC = (3/4) (2) = 3/2 en este circuito sin fuente, o 

d Vic 2 
5 UVic =0 6.29 
ar Fri (6.29) 
con la condición inicial v,(0+) = v,(0—) = 60. La solución es v;, = Ke2/3:, 
donde K se calcula para que se obtenga la condición inicial, o 


Ujo(t) = 60e0/M y 


Hemos obtenido las respuestas impulsadas por cada fuente, las dos 
fuentes independientes, y la condición inicial. Sólo nos queda super- 
poner las componentes: 


v(t) = Ujc(t) + Vis (E) + vas (1) 
= 150 9/5 + 45 V (6.30) 


Ésta es la solución para £ > 0, donde v(t) = 60 V es la solución para 
t<0. 
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FIGURA 6.21 (a) Circuito para el 
componente Í;.. 


FIGURA 6.20 (a) Circuito para el ejemplo 6.11. 


Volveremos a resolver el ejemplo 6.9 utilizando superposición. Para 
nuestra conveniencia, repetiremos el diagrama de circuito que aparece 
en la figura 6.15. Primero calcularemos ¿,¿, la componente de i debida 
a las condiciones iniciales con todas las fuentes independientes elimi- 
nadas. En este caso, las resistencias pueden ser reemplazadas por un 
equivalente de valor R¿g =2, y tenemos un circuito de una sola trayec- 
toria cerrada como se muestra en la figura 6.21. Aplicando LVK, 


4 (diic 4. 
E ) +30+ sie =0 (6.31) 


Utilizando la ley de Ohm, v =f lic» y dividiendo entre 2, lo anterior es 


El valor inicial dado es ¿(0—) = ¡(0+) =2 A, lo que conduce a la com- 
ponente 


i¡e(t) =2e7% A (6.32) 


A continuación necesitamos las componentes forzadas is, debidas a la 
fuente de voltaje independiente, e if, debido a la fuente de corriente. 
Para determinar if, eliminamos las condiciones iniciales y todas las 
demás fuentes independientes, en este caso la fuente de corriente, 
como se muestra en la figura 6.22(a). Aquí, el ramal que contiene el 
inductor fue dibujado a la derecha por comodidad. 


FIGURA 6.22 — (a) Circuito para el componente ¡gy ; (b) circuito para if). 
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En las ecuaciones de malla para la figura 6.22(a) son 


11 +4(1 — 12) =80 
4d. , LE 
532 +3 +4(M-i)=0 


Resolviendo la primera de estas ecuaciones para í, y sustituyéndola en 
la segunda, resulta 


d. ; ; 
gia + 4í2 = 20, 12(0+) =0 


con una corriente inductiva inicial cero, puesto que ésta es una res- 
puesta forzada donde se eliminan las condiciones iniciales. La solu- 
ción a lo anterior es 


(e) =5(1—e*) = ip1(t) (6.33) 


La componente tercera y última, ¿,p(1), se calcula eliminando la 
fuente de voltaje, y volviendo a poner la fuente de corriente en el cir- 
cuito, como se muestra en la figura 6.22(b) (para nuestra convenien- 
cia, los dos ramales paralelos de la izquierda se dibujaron en orden 
inverso). Las ecuaciones de malla son 


4 /di . ] , A 
> (7) +(1-5)-3A02-1)=0 


212 + 2(2 +10) + (12 — 11) =0 
Resolviendo la segunda ecuación de malla para ¡, y sustituyéndola en 
la primera, 
di; 


rd = —-20, 11(04) =0 


utilizando nuevamente la corriente inductora inicial cero para derivar 
las condiciones iniciales. Esta solución es 


(0 =-51-e*) A 


De la figura 6.22(b), vemos que 


ipolt) = (0) =5(1—e%) A (6.34) 
Utilizando superposición, la solución total es la suma de las compo- 
nentes (6.32) a (6.34): 


(0) = i¡e(t) + ip1(0) + ipa(t) 


=2e* +10(1—e7*) =10-8e% A 
que concuerda con nuestro resultado del ejemplo 6.9. 


EJERCICIOS 


6.5.1. Utilice superposición para obtener ¡ para £ > 10 s. Suponer que el 
circuito está en estado estable de en el instante ¿ = 10-s. 
Respuesta 5 +10 [1 — e-5006-10] A 
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10 mA 


EJERCICIO 6.5.1 


6.5.2.  Repítase el ejercicio 6.4.1 utilizando el método de la transformación 
de Thevenin. 


6.5.3. Utilice superposición para obtener v, en términos de y, y uv». 
dv, Ry 


Respuesta vz =-RpC a R, v, 


EJERCICIO 6.5.3 


En las secciones anteriores analizamos circuitos en los que las fuentes independientes fueron 
insertadas súbitamente a las redes. En el instante en que se aplican estas fuentes, cambian 
abruptamente los voltajes o corrientes en los puntos de aplicación. Las funciones forzadas 
cuyos valores cambian de este modo se conocen como funciones singulares, puesto que tie- 
nen un instante de tiempo en donde presentan un comportamiento singular o desusado. 

Hay muchas funciones singulares que son útiles para análisis de circuitos. Una de las 
más importantes es la función escalón unitario, nombrada de este modo por el ingeniero 
inglés Oliver Heaviside (1850-1925). La función escalón unitario es aquella función que es 
igual a cero para todos los valores negativos de su argumento, e igual a 1 para todos los 
valores positivos de su argumento. Si denotamos la función escalón unitaria por el símbolo 
u(£), su descripción matemática es 
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u(1) 


0 
FIGURA 6.23 Gráfica de la función escalón unitario u(b. 


De la gráfica que aparece en la figura 6.23 vemos que en £ = 0, u(t) cambia abruptamente 
de O a 1. En ninguna otra parte cambia su valor, excepto en este momento “singular” en su 
comportamiento. Algunos autores definen a u(0) como 1; otros prefieren u(0) =>3; pero 
nosotros dejaremos u(t) indefinida en t =0. 

Un voltaje que pasa de O a V volts en £ = 0, puede ser representado por el producto 
Vu(t). Claramente, este voltaje es O para £ < 0, y V volts para £ > 0. En la figura 6.24(a) 
se muestra una fuente de escalón de voltaje de V volts. En la figura 6.24(b) aparece un 
circuito equivalente a esta fuente. Existe un corto circuito para t < 0, y el voltaje es cero. 
Para £ > 0, aparece un voltaje V en las terminales de circuito equivalente. 

Los circuitos equivalentes para una fuente de escalón de corriente de 7 amperes 
aparecen en la figura 6.25. Existe un circuito abierto para £ < O, y la corriente es cero. Para 
t> 0, la activación del interruptor hace que una corriente terminal de / amperes fluya en 
las terminales del circuito equivalente. 

Las fuentes de escalones unitarios del tipo que aparece en las figuras 6.24 y 6.23 se 
utilizarán con frecuencia en los circuitos que involucren fuentes que se activan instantá- 
neamente. Nótese en estas figuras que las formas de escalón unitario de las figuras 6.24(a) 
y 6.25(a) son esquemáticamente más simples que las combinaciones de fuentes e interrup- 
tores de que reemplazan en las figuras 6.24(b) y 6.25(b), lo que da lugar a diagramas de 
circuito más simples. 

Esta representación de variables con interruptores mediante escalones unitarios no está 
limitada a los casos simples que se mostraron anteriormente. Del mismo modo en que 
utilizamos el escalón unitario para representar un voltaje o corriente que salta de cero a otro 
valor en £=0, podemos utilizar sumas de funciones escalones unitarios a escala y desplazadas 
respecto al tiempo para representar un voltaje o corriente “en escalera”, es decir, cualquier 
función con discontinuidades de salto que permanecen constantes entre los saltos. 


(a). (b) 


FIGURA 6.24 — (a) Fuente de escalón de voltaje de V volt; (b) circuito equivalente. 
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(a) (b) 


FIGURA 6.25 - (a) Fuente de escalón de corriente de | amperes; (b) circuito equivalente. 


Volviendo a la definición de la función escalón unitario dada en (6.35), supongamos 
que sustituimos £ por t — fy en los tres lugares donde esto ocurre, lo que resulta en 


u(t — tp) =0, t<to 


e Et (6.36) 


La gráfica de esta función aparece en la figura 6.26. u(t — fp) es el escalón unitario 
desplazado respecto al tiempo por tg a la derecha, es decir, retardada por fg segundos. 


u(t — to) 


t 
0 lo 


FIGURA 6.26 Escalón unitario desplazado respecto al tiempo. 


Considérese el v(£) formado como combinación lineal de un escalón 
unitario con un segundo escalón unitario desplazado respecto al tiempo: 


ví(t) = Kju(t) + Kau(t — to) 


Supongamos primero que el segundo escalón unitario está desplazado 
a la derecha (retardado); en otras palabras, tp > O. Determinaremos el 
valor de v(t) utilizando (6.35) y (6.36). Para t < 0 no se “activa” aún 
ningún escalón unitario, y v(t) = 0. Para £ en el intervalo 0 < £< kt, 
se activa el primer escalón unitario (su argumento es positivo), pero 
no así el segundo (su argumento sigue siendo negativo), de modo 
que v(£) = K,. Después de ty, ambos se activan y v(£) = K; + Ka. 
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v(v) v(v) 


K 2 


t(s) t(s) 


Intervalo [, Intervalo Intervalo 17 Intervalo 
0 0 


<> 2 > <> > 


FIGURA 6.27 Dos combinaciones lineales de escalones unitarios desplazados. 


De este modo, 


v(t) =0, t<0 
=Ki, 0O<t<t (6.37) 
=K]+Ko, t>0 


Mediante una selección adecuada de los factores de escala K, y K,, 
podemos crear cualquier valor de nivel deseado en los intervalos 
marcados como 1 y 2 en la figura 6.27. Por ejemplo, con K, =-K; 
tenemos el pulso de voltaje rectangular que aparece en la figura 
6.27(a), y con K, = 2 y K, = 1 tenemos una función en escalera con 
los valores de nivel 2 y 3 que se muestran en la figura 6.27(b). 

También podemos invertir respecto al tiempo un escalón uni- 
tario. Sustituyendo f por —f en (6.35), 


u(—=5=1, 1<0 
=0, :>0 


Los escalones unitarios invertidos respecto al tiempo son útiles para 
describir fuentes con valores no nulos hasta el momento de activa- 
ción del interruptor, tras lo cual son desactivados del circuito. 


Considérese el circuito de la figura 6.28(a). Para toda £ < O la fuente 
de voltaje tiene un valor de 10 V, como se muestra en la figura 
6.28(b), lo que produce una corriente de estado estable de (0—) =2 A. 
Después de £ =0, la fuente puede ser sustituida por un circuito cerra- 
do [puesto que u(—+) = 0 para £ > 0], lo que produce el circuito de la 
figura 6.28(c). De nuestros análisis anteriores de los circuitos RL sim- 
ples sin fuente, sabemos que (6.10) 


i(t) = ye" A 
con 7 = L/R = 4 y [, determinadas por la condición inicial, 
¿(0+) = 1(0—) = 2 = lo(1) 
y la solución total es: 


(1) =2e "4 A 
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100) V a) 201 3 | 


(a) 


520 se 


y (7) 20H 3) |; 20H 3 | 


(b) (c) 


FIGURA 6.28 - (a) Circuito con fuente de escalón invertida respecto al 
tiempo; (b) equivalente para t< 0; (c) equivalente para t> 0. 


EJERCICIOS 


6.6.1.  Exprésese v,() como una suma de escalones unitarios a escala y 
desplazados respecto al tiempo. ¿Cómo se relaciona v,(+) con v,(1)? Utilicense 
ambas para expresar u,(t) como una suma de escalones unitarios a escala y 
desplazados respecto al tiempo. 

Respuesta u(t) + u(t— 1) + u(t — 2) — u(t — 3) — u(t — 4) — u(t — 5); 
va(£) = 2v,(4 1); 2[u(t — 1) + ult - 2) + u(t - 3) — ult — 4) — ult — S) — ult -6)] 


EJERCICIO 6.6.1 


6.6.2.  Exprese i(t) como suma de dos escalones unitarios invertidos res- 
pecto al tiempo, y un escalón unitario normal. 
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Respuesta: u(3 — t) + u(7- £) + 2u(t — 10) 


+ 3 7 10 
; EJERCICIO 6.6.2 
Su4 —- yA 69 3 F v 
6.6.3.  Obténgase v(t) para t > 4. Suponga que el circuito está en estado 
estable de justo antes del instante de salto del escalón unitario. 
EJERCICIO 6.6.3 Respuesta 30e-0- 98 Y 


RESPUESTAS EN ESCALÓN Y DE PULSO 


La respuesta en escalón está definida como la respuesta de un circuito que tiene sólo una 
fuente independiente que es una función de escalón unitario. Las fuentes de respuesta y de 
escalón pueden ser una corriente o un voltaje. 

Puesto que la fuente de escalón unitario presenta una función de fuente cero hasta el 
instante 1 = 0—, la respuesta en estado estable de por el circuito en £ = 0—, también debe ser 
cero. No puede haber potencia inicial almacenada en los elementos de almacenaje en el 
instante singular cuando la fuente cambia, porque no hay una fuente en £ < 0 para energizar 
los elementos de almacenaje. Por consiguiente, la respuesta en escalón es la respuesta a la 
entrada de escalón unitario, sin que haya energía inicial almacenada en el circuito. 


Como ejemplo, obtengamos la respuesta en escalón v(t) en el circuito 
RC simple de la figura 6.29(a), que tiene una entrada de ugt) = u(o) Y. 
En la figura 6.29(b) se muestra el circuito equivalente. Para £< 0, 
v(t) = 0 y por consiguiente el estado estable de en £ = 0— es v(0—) = 
0 V. Por continuidad de los voltajes capacitivos, también v(0+) =0 V. 
Aplicando LCK para t > 0, 


dv 1 1 
ab ts 6.38 
He RO" RE 038) 


La ecuación característica es 
1 
s+—=0 
RC 
Lo que conduce a la respuesta natural 


Un lt) = Ke RO (6.39) 


La solución forzada tentativa es v;= A que, al sustituirse en (6.38), 
resulta en A = 1. Combinando esto con la solución natural (6.39), la 
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y = u(1) V C vo 1v Cc v 


(a) (b) 


v(V) 


Respuesta transitoria e-YRC 
1 corra arar arrasan rra 


Respuesta escalonada 
l-el 


' 
1 
1 
1 
1 
t 


Respuesta escalonada 1 — e-YRC 


t(s) 


FIGURA 6.29 — (a) Circuito RC con entrada de escalón de voltaje; (b) 
circuito equivalente; (c) respuesta en escalón del circuito RC. 


solución total es 
v(t) = Ke "FC 41 


Finalmente, igualando la condición inicial v(0+) =0 se obtiene K =-1. 
El resultado es 


v(t) =0, 1<0 

= 1] =¿HRC, pSÓ (6.40) 
donde hemos utilizado el hecho de que antes del instante singular 
todas las corrientes y voltajes sean cero. Esto puede ser reescrito de 
una forma algo más concisa, como 


v(1) = (1-eFSu(r) (6.41) 


evitando la forma de “lista de lavandería” de (6.40). La respuesta en 
escalón aparece en la figura 6.29(c). 


Nuevamente, es la constante de tiempo la que nos describe el ritmo al que la respues- 
ta transitoria decae a cero. Cada periodo de duración de una constante de tiempo, la tran- 
sitoria reduce en e-! veces su valor al inicio de ese periodo. Los circuitos con constantes de 
tiempo pequeñas llegan a su valor de estado estable con más rapidez. 

Nótese que por (6.41) la multiplicación de cualquier otra función de tiempo por un 
escalón unitario fuerza el producto a ser cero antes del instante singular, y a ser igual a la 
otra función de tiempo después de esto. Utilizaremos frecuentemente esta conveniente pro- 
piedad del escalón unitario para simplificar otras ecuaciones que surjan en capítulos sub- 
siguientes, 
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Como segundo ejemplo, obtengamos va(t) en el circuito de la figura 
6.30, que consiste en una resistencia, un capacitor, y un op amp, cuan- 
do la entrada es una fuente de voltaje de estado unitario. La ecuación 
nodal en la terminal inversora del op amp es, al dividirse por C, 


Integrando ambos lados de la ecuación entre los límites de 0+ y 
t, obtenemos 
t 


valt) = ade v (1) dr + v2(0+) (6.42) 
RC Joy 

En tanto que nuestro actual interés se centra en el caso específico 
v¡(1) = u(t), nótese que por (6.42) el efecto general de este circuito es 
crear un voltaje de salida de v,(t) proporcional a la integral de la en- 
trada v¡(t), más una constante. Por esta razón, el circuito se conoce 
como integrador. Algunos autores prefieren el término “integrador 
FIGURA 6.30 — Circuito para el ejemplo 6.15. inversor” debido al signo negativo en la ecuación de transferencia de 
voltaje (6.42). 

En el caso de una entrada de escalón unitario v¡(£) = u(t), todos 
los voltajes y corrientes en circuitos son cero en 0— y, por continuidad, 
también, v(0+) = 0 V. El principio de corto circuito virtual nos dice 
que la terminal inversora está a potencial de tierra; por consiguiente 
UC = v, y el término de condición inicial en (6.42) es v,(0+) = 0 V. 
Para £ > 0, el integrando v,(1) = u(£) = 1; por consiguiente 


La respuesta en escalón de nuestro circuito integrador es O para 1 < 0 
y el anterior para £ > 0 o bien, utilizando multiplicación por u(£) para 
que esta ecuación sea concisa, para toda £ 


1 
t)= -——lull 
v2(t) RC (0) 
La función tu(t) se conoce como función de singularidad de rampa 
unitaria y aparece en la figura 6.31(a). Nuestra respuesta de escalón 
va(£) es una función de rampa en dirección negativa, a escala de -1/RC 
y aparece en la figura 6.31(b). 


tu(e) vt) == E tu(t) 


(a) (b) 


FIGURA 6.31 — (a) Función de rampa unitaria; (b) respuesta en escalón 
del circuito de la figura 6.30. 
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La respuesta de pulso está estrechamente relacionada con la respuesta en escalón. En 
la sección anterior vimos la forma en que una combinación lineal de dos escalones unita- 
rios puede ser utilizada para producir un pulso rectangular, por ejemplo, el de la figura 
6.27(a). Ahora consideraremos la respuesta de un circuito de primer orden a una entrada de 
pulso. Como hicimos anteriormente, supondremos que no hay otras fuentes independientes 
presentes en el circuito. 

Antes del salto de la izquierda, o borde conductor del pulso, no hay corrientes o vol- 
tajes por la misma razón que se mencionó en la respuesta en escalón; la respuesta de estado 
estable dc a una fuente de valor cero debe ser cero. Nada ha sido prendido hasta ahora. 
Durante el pulso, la respuesta debe ser idéntica a una respuesta en escalón, puesto que el 
_ pulso y las entradas en escalón de amplitud igual, sólo diferirán después del segundo 
instante de salto, lo cual aún no ha ocurrido. Finalmente, después del segundo instante de 
salto, o borde seguidor del pulso, la fuente vuelve a ser cero. Sólo necesitamos calcular la 
respuesta de un circuito sin fuentes con las condiciones iniciales adecuadas (aplicadas en 
el borde seguidor del pulso). 


Para ilustrar la respuesta de pulso de un circuito de primer orden, con- 
sidérese la figura 6.32(a), donde la fuente es el pulso de corriente 


i2(t) = 6lu(t) — u(t— 1)) A 


Esta fuente es cero antes de £ = 0, abastece 6 A durante el intervalo 
0<r1< 1, y luego se vuelve a apagar. Esto se esboza en la figura 
6.33(a). Reemplazando la fuente y la resistencia de 5-(2 por su 
equivalente de Thevenin, tenemos el circuito de una sola trayectoria 
cerrada de la figura 6.32(b). Aplicando LVK alrededor de la trayec- 
toria cerrada y dividiendo entre 5, obtenemos 


di. , 
q Hi= iso (6.43) 


Antes de £ = 0, todas las corrientes y voltajes son cero, puesto que no 
hay fuente de energía que estimule respuestas no nulas. Por consi- 
guiente, ¡(0—) = ¡(0+) = 0 A. Para 0< 1£< 1, ¡,(1) = 6, y para este 
intervalo de tiempo tenemos 

dea 

—+i=6, i(0+)=0 (6.44) 

dt 
La ecuación característica es s + 1 =0, y la respuesta natural es Ke. La 
solución forzada tentativa es A, y sustituyéndola vemos que 


¡0 O se 


(a) (b) 
FIGURA 6.32 - (a) Circuito para el ejemplo 6.16; (b) circuito equivalente. 


Sección 6.7 Respuestas en escalón y de pulso 211 


i¿ (A) ¿(A) 


... 
..” 
e 


3.79e-4-0 


1(s) 


a) (b) 
FIGURA 6.33 — (a) Fuente de corriente de pulso; (b) respuesta de pulso. 


1(s) 


A = 6. Igualando la condición inicial cero, 
(04) =K(10)+6 


o K=-6. Tenemos hasta ahora que ¡(£) = 0 para 1 < 0, y 
(0 =61d-e)A, O<t<l (6,45) 


Esta porción de la respuesta aparece en la figura 6.33(b). La línea pun- 

teada muestra que, si la fuente no volvió a apagarse en £= 1, la respues- 

ta tenderá al valor 6, lo que es característico de la respuesta en escalón 

para la ecuación (6.44). Esto sólo puede ser lo razonable, puesto que si 

la fuente no se volviera a apagar, sería una fuente de escalón. 
Volviendo a (6.43), para 1 > 1 tenemos (1) =0 0 


di 
“+hi=0, 1>1 (6.46) 
di 


De este modo, en el intervalo £ > 1, necesitamos resolver únicamente 
un circuito de primer orden no forzado. La constante de tiempo es 
7 =1 y la solución es 


i(t)=Ke*, 1t>1 (6.47) 


Puesto que (6.45) es válida para £ > 1, su condición inicial debe estar en 

t = 1+, justo después del borde seguidor del pulso. Ya hemos determi- 

nado la corriente justo antes de este instante, puesto que es por (6.45) 
¡(1-) = 6(1 — e”) =3.79 A 


Por continuidad de corrientes inductivas, también ¡(1+) = 3.79. Para 
simplificar la igualación de condiciones iniciales, reescribiremos la 
solución natural (6.47) como 


()=Kje Y, 1>1 (6.48) 


Estas dos formas son equivalentes, con la nueva K, desconocida que 
sustituye K(K = Ke!). Luego, por (6.48) evaluada en el instante 1+, 
40 =3.790 DA, t>1 


Lo que completa toda la historia temporal de ¿(t). En la figura 6.33(b) 
se muestra una gráfica de esta respuesta de pulso. 
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Comparando la entrada de pulso a la respuesta de pulso en la figu- 
ra 6.33, vemos que el efecto de este circuito de primer orden ha sido 


el de suavizar la entrada, y frenar sus transiciones abruptas. Aunque el ; 


pulso brinca instantáneamente a su valor completo en £ = 0, su 
respuesta de pulso crece suavemente para 0 <1£< 1. Y aunque el 
pulso regresa instantáneamente a cero en £ = 1, su respuesta decae a 
cero continuamente con la constante de tiempo 7 = 1 s. Este efecto 
suavizante es característico de una clase de circuitos conocidos como 
filtros pasa-bajas, que serán examinados en el capítulo 14. 


EJERCICIOS 


6.7.1.  Obténganse las respuestas escalón í y v [la respuesta en escalón im- 
plica ¿¿ = u(£) A]: 
Respuesta (1 — 39 Mun A; 51 - el u(t) V 


6.7.2. Obténgase la respuesta ia 0,= 42u(1) V. 
Respuesta 21 —eDu(t) A 


3Q 22 


EJERCICIO 6.7.1 y 


EJERCICIO 6.7.2 


6.7.3.  Obténgase la respuesta del ejercicio 6.7.2. para obtener la respues- 
taiav,=210u(1) V. 
Respuesta Por linealidad, 10(1 — e ?Hu(o) A. 


/ LA RESPUESTA TRANSITORIA 


Anteriormente se hizo una presentación de SPICE, y se utilizó para analizar circuitos resis- 
tivos con fuentes de dc. El programa, desde luego, hace mucho más que esto, A continua- 
ción, discutiremos su uso para obtener respuestas transitorias para circuitos que contengan 
elementos de almacenamiento y fuentes independientes que son dc, de escalón unitario, 
pulsos, o sumas de escalones desplazados. 

En la sección 4.8 se presentó el formato básico de un archivo de entrada de SPICE, 
así como las declaraciones de elementos para resistencias, fuentes de y fuentes lineales 
controladas. El formato para declaraciones de elementos de almacenamiento (capacitores e 
inductores) es: 
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Aquí, C o L indican si se trata de un capacitor o inductor, XXXXX es el nombre dado al 
capacitor o inductor específico, N1 y N2, son los nodos de elementos, y VALUE es la capa- 
citancia en farads o la inductancia en henrys. El campo final es opcional (se utilizarán 
paréntesis triangulares para marcar campos opcionales en las declaraciones de SPICE), que 
consiste en las condiciones iniciales. El tiempo inicial en la que se aplican estas condicio- 
nes es siempre el instante cero, £ = 0. La dirección de referencia para el voltaje capacitivo 
inicial de valor VOLTS tiene su signo positivo en el nodo NI, y para la corriente inducti- 
va inicial AMPS, tiene una flecha señalando de N2 a N1. 

La declaración de control que dará instrucciones a SPICE para realizar un análisis 
transitorio es la declaración .TRAN, cuyo formato básico es 


TSTEP es el tiempo entre los valores que se imprimirán o graficarán (en breve se 
describirán las declaraciones de salida para análisis transitorio). TSTOP es el final del inter- 
valo de tiempo, que se supone iniciado en el instante £ = 0, durante el cual se realizará el 
análisis y se producirán salidas. La inclusión del campo opcional UIC, da instrucciones a 
SPICE para utilizar las condiciones iniciales especificadas por el usuario en las declara- 
ciones de elementos de almacenaje. Si este campo está ausente, SPICE calculará el estado 
estable de en £ = 0- y utilizará las corrientes de inductor de estado estable y los voltajes de 
capacitor como condiciones iniciales. 

La salida de un análisis transitorio puede imprimirse como lista de números, o puede 
graficarse. Los formatos para estas declaraciones de control de salida son 


donde CVLIST es la lista de las variables de circuito deseadas. 


Este ejemplo ilustra el uso de SPICE para determinar condiciones ini- 
ciales y el análisis transitorio subsiguiente. Buscamos la corriente ¿,(£) 
en la figura 6.34. Puesto que la fuente de voltaje es 12u(-£) V, su 
valor para t< 0, es de 12 V. Puede obtenerse la condición inicial 
(04) = ¿,(0—) sustituyendo el inductor con un circuito cerrado, y 
obteniendo el valor de para ¿, con la fuente 12-V en su lugar. 


FIGURA 6.34 Circuito para el ejemplo 6.17. 
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Por consiguiente, la corriente inicial es i¡(0—) = i,(0+) = 0.6316 A. 
Para t > 0 el circuito está libre de fuentes, y el archivo de entrada para 
graficar ¿,(t) para £ > O, utilizando esta condición inicial es 


y ICSOLLAA 


La salida aparece en la figura 6.35. La corriente ¿,(1) decae ex- 
ponencialmente a partir de su valor inicial, como debe hacerlo toda 
variable de circuito RC o RL sin fuente. Para determinar 7, nóte- 
se que al final de una constante de tiempo, la respuesta decae a 
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e"1(0.6316) = 0.2324 V. Examinando la figura 6.35, esto ocurre en 32 
ms, de forma que 7 es igual a 32 ms. Nótese que esto concuerda con 
la constante de tiempo calculada en el ejemplo 6.5 utilizando el 
mismo circuito, lo que fue hecho sin ayuda de SPICE. 


También puede utilizarse SPICE para calcular respuestas en escalón y en pulso. Para 
determinar la respuesta en escalón, sólo necesitamos fijar condiciones iniciales en O, e 
incluir la fuente de escalón independiente como fuente dc en el archivo de entrada SPICE. 
Las respuestas de pulso son manejadas 


***x* 10/10/94 09:20:11 *******%* Evaluación Pspice (Enero 1991) AREA FAEN E 


Ex 6.17 vuelta £: la respuesta para t > O. 
ARAR ANALISIS TRANSITORIO TEMPERATURA = 27.000 DEG € 


RERARRK RRA RRA AAA AA RRA RARA RRA RARA ARA RARAÁA RARA RARA RARA RARA AR 


TIEMPO 1(L1) 
O 0.0000E+00 2.0000E-01 4 .0000E£-01 6.0000E-01 8.0000E-01 


.000E+00 6.316E-01 » . a 
.000E-03 5.575E-01 ñ e . 
.000E-03  4.923E-01 
.200E-02 4.344E-01 A 
.600E-02 3.830E-01 . H El 

.000E-02 3.382E-01 . a X 

-400E-02 2.984E-01 . e A 

.800E-02 2.631E-01 . . Es 

.200E-02 2.324E-01 . SEE 

.600E-02 2.050E-01 . * 

.000E-02 1.808E-01 . E 

.400E-02 1.597E-01 . MS ds 

.800E-02 1.409E-01 . E kl 

.200E-02 1.242E-01 . bo 

.600E-02 1.097E-01 . '* . ó . . 
.O00E-02 9.678E-02 . - % a E . 
.400E-02 8.534E-02 . > 
.800E-02 7.536E-02 . > 
.200E-02 6.649E-02 . Ñ . 
.600E-02 5.863E-02 . E . 
.000E-02 5.178E-02 . * . 
.400E-02 4.568E-02 . * . 
-800E-02 4.028E-02 . * > 
.200E-02 3.557E-02 
.600E-02 3.138E-02 
+DO0E-01 2.767E-02 . 
.040E-01 2.444E-02 . 
.080E-01 2.156E-02 . 
.120E-01 1.901£-02 . 
.160E-01 1.679E-02 . 


.o. +... 


CACA 


.200E-01 1.481E-02 
.240E-01 1.306E-02 
.280E-01 1.154E-02 
.320E-01 1.018E-02 
.360E-01 8.974E-03 
.400E-01 7.925E-03 . 
.440E-01 6.992E-03 * 
.480E-01 6.165E-03 * 
1.500E-01 5.791E-03 * 


E 


RA A A A A ps a A O 0 ON MO UI ds e DY INN AIAOAAO 


FIGURA 6.35 Salida de análisis transitorio de SPICE. 
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t(s) 


FIGURA 6.36 Parámetros de una fuente de pulso SPICE. 


de modo similar, excepto en que enunciamos la fuente como fuente de pulso mediante el 
uso de enunciados de elementos 


TD TR 
TD TR 


PULSE (V1 
PULSE(V1. 


VXXXXX NI 


En 


N2 
Na 


va 
va 


DO 


Los siete números dentro de los paréntesis especifican los parámetros de la fuente de pulso, 
como se muestra en la figura 6.36. Los tiempos de subida y caída de los pulsos TR y TF no 
pueden fijarse en cero. Para modelar activaciones instantáneas de interruptores, estos valo- 
res deben fijarse a cantidades menores que la constante de tiempo de circuito. 


Calcularemos la respuesta de pulso y de escalón unitario va(£) para el 
circuito op amp que aparece en la figura 6.37. Utilizaremos el mode- 
lo op amp mejorado (Fig. 3.9). 


Ejemplo bie 18. (FIG. b. 38) 
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FIGURA 6.37 Circuito para el ejemplo 6.18. 


La salida de respuesta en escalón aparece en la figura 6.38. En 
base al ejemplo 6.6; sería de esperar que la respuesta de escalón 
tuviera una declinación transitoria a cero con la constante de tiempo 
T =R¿Cp o (50 k£2) (20 F) = 1000 ms, es decir, 1 s. En la figura 6.38 
podemos notar que el valor de estado estable es —2V, donde la 
transitoria inicial debe ser +2 V y el valor después de una constante de 
tiempo debería ser de e-! (2) - 2 = -1.26. Esto ocurre en t = 1.00 s, tal 
y como se esperaba. 

Continuando con el ejemplo, obtendremos la respuesta de pulso 
a un pulso de entrada de amplitud 1 V y duración 1 s. Reemplazando 
la declaración de elemento VG en el archivo de entrada SPICE por 


y volviendo a correr SPICE, tenemos la salida de respuesta de pulso 
que aparece en la figura 6.39. Las respuestas de pulso y de escalón son 
idénticas hasta que el borde seguidor del pulso (t = 1 s), después de 
que la respuesta de pulso presenta un decaimiento natural a cero con 
una constante de tiempo 7 = 1 s, en tanto que la respuesta de escalón 
continua hacia el estado estable de forzado de —2 V, De la figura 6.37, 
vemos que en el estado estable dc, con el capacitor equivalente a un 
circuito abierto, este es un amplificador inversor (como se discutió en 
el capítulo 3), con una proporción de transferencia de voltaje de 2. 
De este modo, con una entrada de escalón unitario, deberíamos acer- 
carnos mucho a este estado estable después de entre 5 y 10 constantes 
de tiempo (de 5 a 10 s). Los datos en la figura 6.38 confirman esto. 


Además del estilo burdo y de impresión de líneas de la gráfica que permite la 
declaración .PLOT, PSPICE permite que las terminales equipadas con adaptadores de 
gráficas muestren salidas graficadas con la máxima resolución de pantalla disponible. La 
declaración de control 


cuando se añade al archivo de entrada, resulta en la creación de un archivo auxiliar de da- 
tos que apoya la operación de PROBE, un programa de software postprocesador de gráfi- 
cas que viene en paquete con PSPICE. 
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**** 10/10/94 09:26:24 **rr***.*** Evaluación PSpice (Enero 1991) FAIR ARA RARA 
EJEMPLO 6.18: RESPUESTA EN ESCALÓN 


.%** ANALISIS TRANSITORIO TEMPERATURA = 27.000 DEG C 


FOR RRA AA RARA RARA RA RARA RRA ARA RARA AAA RARA RARA 


TIEMPO V(3) 

(0) o. -2.0000E+00 -1.5000E+00 -1.0000E+00 -5.0000E-01  0.0000E+00 
0.000E+00 -7.956E-06 . A e > * 
1.000E-01 -1.894E-01 . R ; % * ; 
2.000E-01 -3.594E-01 . z , . * 
3.000E-01 -5.140E-01 . E E bd a 
4.000E-01 -6.548E-01 . R : E a 
5.000E-01 -7.844E-01 . a e * ; ; 
6.000E-01 -8.996E-01 . ;  * a 
7.000E-01 -1.006E+00 . ; * ; 
8.000E-01 -1.100E+00 . s * 
9.000E-01 -1.187E+00 . % * A 
1.000E+00 -1.264E+00 . A * 
1.100E+00 -1.335E+00 . s * . 
1.200E+00 -1.398E+00 . A 
1.300E+00 -1.456E+00 . .* 
1.400E+00 -1.507E+00 . * 
1.500E+00 -1.555E+00 . * 
1.600E+00 -1.597E+00 . * 
1.700E+00 -1.636E+00 . * 
1.800E+00 -1.670E+00 . * 
1.900E+00 -1.702E+00 . * 
2.000E+00 -1.730E+00 . * 
2.100E+00 -1.756E+00 . * 
2.200E+00 -1.779E+00 . * 
2.300E+00 -1.801E+00 . * 
2.400E+00 -1.820E+00 . * kl ; A A 
2.5008+00 -1.837E+00 .  * E ; : A 
2.600E+00 -1.852E+00 .  * ¿ ; 
2.700E+00 -1.867E+00 . * % ; % 
2.800E+00 -1.879E+00 . * A : Ñ 
2.900E+00 -1.891E+00 . * S ; 
3.000E+00 -1.901E+00 * % a 
3.100E+00 -1.911E+00 . * . ¿ 
3.200E+00 -1.919E+00 . * y A 
3.300E+00 -1.927E+00 . * ; a 
3.400E+00 -1.934E+00 . * , Ñ s ; 
3.500E+00 -1.940E+00 . * % ; y ; 
3.600E+00 -1.946E+00 .* . z ] 
3.700E+00 -1.951E+00 .* s ; A 
3.800E+00 -1.956E+00 .* : E 
3.900E+00 -1.960E+00 .* Ñ , 
4.000E+00 -1.964E+00 .* Ñ : 
4.100E+00 -1.967E+00 .* : y 
4.200E+00 -1.970E+00 .* . Ñ 
4.300E+00 -1.973E+00 .* : 
4.400E+00 -1.976E+00 .* k 
4.500E+00 -1.978E+00 .* ; ; 
4.600E+00 -1.980E+00 .* > : 
4.700E+00 -1.982E+00 * a : - ; 
4.800E+00 -1.984E+00 * z ó 
4.900E+00 -1.985E+00 * A l % 
5.000E+00 -1.987E+00 * pi Ñ 
5.100E+00 -1.988E+00 * ; E 
5.200E+00 -1.989E+00 * xi ; 
5.300E+00 -1.990E+00 * E á 
5.400E+00 -1.991E+00 * á ; 
5.500E+00 -1.992E+00 * % 
5.600E+00 -1.993E+00 * A 
5.700E+00 -1.993E+00 * , 
5.800E+00 -1.994E+00 * : 
5.900E+00 -1.9958+00 * : 
6.000E+00 -1.995E+00 * 
6.100E+00 -1.996E+00 * 


6.200E+00 -1.996E+00 


FIGURA 6.38 Respuesta en escalón para el ejemplo 6.18. 
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**** 10/10/94 09:35:06 *****x*x*** Evaluación PSpice (Enero 1991) **errerrrer* 


EJEMPLO 6.18: RESPUESTA EN PULSO 


2... ANÁLISIS TRANSITORIO TEMPERATURA = 27.000 DEG C 


RARA ALA RARA RARA RARA ARANA RARA RRA RARA RRA RARA RA AAA RRA 


TIEMPO v(3) 
(%)=>===3=55S -1.5000E+00 -1.0000E+00 -5.0000E-01 0.0000E+00 5.0000E-01 


0.000E+00 1.680E-08 . . . * a 
1.000E-01 -1.890E-01 . A A $ 
2.000E-01 -3.603E-01 . ¿ * 
3.000E-01 -5.113E-01 d * : 
4.000E-01 -6.570E-01 R 
5.000E-01 -7.822E-01 
6.000E-01 -9.014E-01 
7.000E-01 -1.004E+00 
8.000£-01 -1.101E+00 
9.000E-01 -1.186E£+00 
1.000E+00 -1.266E+00 
1.100E+00 -1.149E+00 . E 
1.200E+00 -1.041E+00 . *. . a 
1.300E+00 -9.419E-01 . e A > 
1.400E+00 -8.541E-01 . go E A s Bl 
1.500E+00 -7.710E-01 . G ie 
1.600E+00 -6.986E-01 . a * e : 
1.700E+00 -6.307E-01 . ; E k 
1.800E+00 -5.715E-01 4 * 
1.900E+00 -5.159E-01 
y 2.000E+00 -4.674E-01 
2.100E+00 -4.220E-01 
2.200E+00 -3.823E-01 
2.300E+00 -3.452E-01 
2.400E+00 -3.127E-01 
2.500E+00 -2.823E-01 
2.600E+00 -2.558E-01 
2.700E+00 -2.309E-01 Ñ 
2.800E+00 -2.093E-01 ; 5 * ] e 
2.900E+00 -1.889E-01 . > * k 
3.000E+00 -1.712E-01 
3.100E+00 -1.545E-01 
3.200E+00 -1.4008-01 
3.300E+00 -1.264E-01 : 
3.400E+00 -1.145E-01 a * 
3.500E+00 -1.034E-01 
3.600E+00 -9.367E-02 
3.700E+00 -8.457E-02 
3.800E+00 -7.662E-02 
3.900E+00 -6.917E-02 
4.000E+00 -6.268E-02 
4.100E+00 -5.658E-02 
4.200E+00 -5.127E-02 
4.300E+00 -4.628E-02 
4.400E+00 -4.193E-02 
4.S500E+00 -3.786E-02 
4.600E+00 -3.430E-02 
4.700E+00 -3.097E-02 
4.800E+00 -2.806E-02 
4.900E+00 -2.533E-02 . 
5.000E+00 -2.295E-02 
5.100E+00 -2.072E-02 
5.200E+00 -1.877E-02 
5.300E+00 -1.695E-02 
5.400E+00 -1.536£-02 
5.500E+00 -1.386E-02 . 
5.600E+00 -1.256E-02 . 
5.700E+00 -1.134E-02 . 
5.800E+00 -1.027E-02 . E 
5.900E+00 -9.275E-03 . ; h 
6.000E+00 -8.404E-03 . A Ñ 
6.100E+00 -7.587E-03 . 
6.200E+00 -6.874E-03 . 


* o AA 


+... 
ARA 


ERA AA 


FIGURA 6.39 Respuesta en pulso para el ejemplo 6.18 (Salida .PLOT). 
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Fecha / Hora de corrida: 05/10/93 13:52:00 Temperatura: 27.0 
1.0V 


—0.5V 


0.0s 1.0s 3.0s 4.0s 5.0s 


Tiempo 


cv mv) 


FIGURA 6.40 Respuesta de pulso para el ejemplo 6.18 (Salida de PROBE). 


Al ejecutarse, PROBE permite que las variables de circuito sean graficadas, y que se selec- 
cionen escalas para los ejes y otras características de la gráfica, y que además sean cambia- 
das interactivamente. En la figura 6.40 se muestra una gráfica PROBE de la misma 
respuesta en pulso graficada en la figura 6.39.1 

Finalmente, puede analizarse con SPICE un circuito con tiempos de activación de 
interruptor no nulos o múltiples, al desplazar el tiempo de activación del interruptor (o 
tiempos) a cero. Por ejemplo, supongamos que tenemos un circuito en estado estable de en 
£ =0-, y un interruptor se activa en este instante, seguido de una segunda activación de 
interruptor en £ = ty > 0. Para determinar las condiciones en £ = 0—, primero debemos 
realizar un análisis de del circuito con los interruptores en sus posiciones t < 0. Los valores 
resultantes son utilizados como condiciones iniciales en las declaraciones de elementos de 
almacenamiento para una segunda vuelta de SPICE, esta vez realizando un análisis 
transitorio del circuito con sus interruptores en sus posiciones 0 < £ < tp. Terminaremos 
este análisis en el instante tp, dando salida a los valores de los voltajes capacitivos y 
corrientes inductivas. Estos valores son salida como condiciones iniciales para una vuelta 
final, utilizando el archivo de entrada de SPICE para reflejar la configuración del circuito 
que resulta al fijar los interruptores en sus posiciones £ > ty. Puesto que SPICE siempre 
inicia un análisis transitorio en £ = 0, recordaremos sumar t, a todo instante que aparece en 
la salida final. En el ejercicio 6.8.3. se da un ejemplo con tiempos de activación de 
interruptores múltiples. 


l Los usuarios de la versión 3 de SPICE, DESIGN CENTER, y otras variantes de SPICE o superconjuntos, tam- 
bién tienen acceso a gráficas de alta resolución. Consúltese la guía de usuario. 
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6.8.1. Utilizando SPICE, obténgase (a) ¿¡(0—) y (b) ¿(30 ys). 
Respuesta —-2.475 mA; +0.285 mA 


i=5mA 


EJERCICIO 6.8.1 


s 


6.8.2.  Repítase el ejercicio 6.8.1 para el caso en donde el interruptor de la 
derecha se cierra en el instante + = 20 ys en vez de 1=0. 
Respuesta -2.475 mA; +0.218 mA 


6.8.3.  Grafíquese la respuesta v(t) para O < 1 < 10 ms si v, es un pulso de 
amplitud 10 V y duración 2 ms, y el valor inicial de v es +2 V. 


2kQ 4.7k8 


1k9Q 


t (ms) 


(b) 
EJERCICIO 6.8.3 
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6.8.4.  Escríbase un archivo de entrada SPICE para este circuito utilizando 

dos subcircuitos. Suponer que todas las corrientes iniciales son cero. Omí- 

tanse las declaraciones .TRAN o .DC y las declaraciones de control de salida. 
Respuesta 


5kQ2  10kQ2 10mH 5kQ  10k%2 5k%  10kQG 10mH 


2k9 


EJERCICIO 6.8.4 


: Ejercicio. b:d4.4 >... a 


¿lo 


D 
2 
. 
de 


e aa Bo 


Los circuitos de primer orden son aquellos que pueden caracterizarse por una sola ecuación 
diferencial de primer orden. Pueden identificarse por la presencia de un elemento de alma- 
cenamiento equivalente único (inductor o capacitor). El comportamiento de los circuitos de 
primer orden pueden estudiarse al escribir y resolver sus ecuaciones diferenciales en el 
dominio de tiempo, que es el núcleo de este capítulo. 


"m Una ecuación diferencial de primer orden no forzada puede ser resuelta por separación de 
variables o por el método de ecuación característica. La solución es una función de tiempo 
exponencial real caracterizada por una sola constante de tiempo. 


Resumen 2 23 


= La solución total para una solución diferencial forzada de primer orden es la suma de una 
solución forzada y una solución no forzada (natural). La solución natural puede obtenerse 
del modo anterior, eliminando los términos forzados de la ecuación diferencial. La solución 
forzada puede obtenerse utilizando la solución forzada tentativa. 


"= El multiplicador de la solución natural se determina al imponer como condición, que la 
solución total coincida con la condición inicial. 


" Si hay más de una fuente independiente, puede utilizarse la superposición para determinar 
la respuesta forzada general. Para cada fuente, se eliminan todas las otras fuentes, y se 
superponen las respuestas forzadas resultantes. 


" La función en escalón unitario u(t) se define como cero para £< 0, y 1 para 1 > 0. Es un 
modelo de la función de un interruptor que se enciende £ = O. La respuesta en escalón 
unitario de un circuito es una forma común para caracterizar su comportamiento. 


NW Mediante SPICE pueden analizarse inductores y capacitores con condiciones iniciales 
arbitrarias. La declaración de control .TRAN se utiliza para generar un análisis transitorio. 


A diferencia de los circuitos resistivos, los circuitos de primer orden contienen respuestas 
que no simplemente imitan las formas de ondas de las fuentes que los excitan. Estos son 
los circuitos más simples que pueden crear algo nuevo, algo que no es inherente a las 
entradas del circuito, es decir, funciones exponenciales reales del tiempo. Los circuitos con 
más de un elemento de almacenamiento pueden producir un rarigo más amplio de respues- 
tas nuevas, y serán el tema de nuestro siguiente capítulo. 


PROBLEMAS 
6.1. Encuéntrese v(t) e i(£) para £ > 0 si v(0) = 2 V. 6.3, Determine vy(t) para £ > 0 si v(0—) =-12 V. 
ES 1 1 
'5¿F 102 2322 |: 
PROBLEMA P6.1 PROBLEMA P6.3 
6.2. Encuéntrese v(t) para £ > 0. Suponer que el circuito está 6.4. Obtenga ¿(£), 1 > 3 s, si (3—) =-3 mA. 


en estado estable de en £ = 0—. 


1=0 e 2x2 


3kQ 


PROBLEMA P6.2 PROBLEMA P6.4 
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1 


6.5. Si la potencia almacenada inicial en el capacitor en el 
instante 1 = 0- es 0.18 ¡uJ. ¿Cuánta energía quedará almacenada 
en el instante ¿ = 20 ms? ¿En el instante £ = 200 ms? 


| 1=0 
0.04 uF 500 k92 


PROBLEMA P6.5 


” 1 > . A 
6.6. La energía w => Li? almacenada en el inductor, satis- 
face la ecuación diferencial de primer orden forzada 


dt 


+aw=0 
Obténgase «. 
E 
=> 
L R 


PROBLEMA P6.6 


6.7. ¿Cuál es la constante de tiempo 7 ? Exprésese v(t) e 1(t) 
en términos de 7 si v(0) = +100 V. 


i 
—— 
+ 
v 1uF 1MN 


PROBLEMA P6.7 


6.8. En términos de 7, ¿cuánto tiempo se requiere para que 
una respuesta en un circuito RC o RL no forzado decaiga en un 
factor de 2? ¿En un factor de 10? ¿En un factor de 1 000? 


6.9.  Grafíquese w(t) contra £ para el circuito del problema 6.7. 
¿Cuál es la constante de tiempo para esta forma de onda? ¿Por 
qué difiere de 7 = RC? 


Problemas 


6.10. De la figura 6.6, la pendiente inicial de una onda con 
constante de tiempo extrapolada linealmente llega a v(t) = 0 en 
t= 7. ¿En qué punto una construcción similar desde el punto 
v(7) se interseca con el eje horizontal? 


6.11. Diséñese un circuito sin fuentes con 7= 1 ¡us. Si tene- 
mos w(0) = 1 J en este circuito, ¿Cuánta energía se disipará en 
el instante t= 1 us?, ¿ent=5 us? 


6.12. Un circuito RL sin fuentes tiene una corriente de 4-A en 
el instante ! =2 s y de 1 A en el instante £ = 4 s. ¿Cuál fue la 
corriente inicial en el instante t = 07 


6.13. Obténganse valores para R y C para que en un circuito 
RC sin fuente, una carga inicial de 10 uC en el instante 1 = O 
genere un voltaje de 100 V en el instante £ = 2 ms y una disi- 
pación total de energía en 1 > 0 de 1 mJ. 


6.14. Obténgase i para t>0 si el circuito está en estado 
estable en t = 0—, 


PROBLEMA P6.14 


6.15. Demuéstrese que este circuito está caracterizado por 
una ecuación diferencial de segundo orden, y por consiguiente 
no es un circuito de primer orden. 


PROBLEMA P6.15 


6.16.  Repítase el problema 6.15 para el caso en el que C; es 
sustituida por un segundo inductor L. 
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6.17. Obténgase la constante de tiempo 7. 


19 12 


PROBLEMA P6.17 


6.18. Obténgase vz(1) para 1 > 0 si v(0—) = +6 v. 


10 k82 


20kQ 


PROBLEMA P6.18 


6.19.  Obténgase ¿(£), £ > O, si el circuito está en estado estable 
de en el instante + = 0—. 


PROBLEMA P6.19 


6.20. Obténgase ¡(t) para 1 > 10 s si v(10—) = 2 V. Repítase 
para v(10—) = 0 V, 


PROBLEMA P6.20 


! 
” Ñ | 


6.21.  Obténgase un valor para g para que la constante de 
tiempo en este circuito sea 7 =4 s. 


00 
w 
o 

e 


PROBLEMA P6.21 


6.22. Obténgase la constante de tiempo para este circuito. 


10k8 10K8 l uE uE 


10kQ  10kQ 


PROBLEMA P6.22 


6.23. Obténganse todas las corrientes de voltaje para t > O en 
este circuito. Póngase en estado estable de en £ = 0—. 


159 


PROBLEMA P6.23 
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6.24,  Resuelva la ecuación diferencial 


di 


q Fó=24,  1(0)=1 


6.25. Resuelva la ecuación 
1 
1 (0) + 2d7 +31(t) =6 
0 


para £ > 0 convirtiéndola en una ecuación diferencial. 


6.26. Obtenga uv para £ > 0. Supóngase un estado estable de 
para £ =0, 


2k82 


PROBLEMA P6.26 


6.27. ¿En qué instante deberemos abrir el interruptor en el 
problema 6.26, si deseamos que el voltaje que pasa por el in- 
terruptor en £ = 40 ms sea de 2 V? 


6.28. Obténgase v(t) para £ > O. Supóngase un estado estable 
de en el instante £ = 0. 


12 v 16V 


PROBLEMA P6.28 


6.29. Obtenga ¿(0—) e ¿(£) para £ > 0. Suponer que el circuito 
está en estado estable dc en : = 0. 


1H 22 
00 


0v (2) 12 32 


PROBLEMA P6.29 


Problemas 


6.30. Obtenga v para £ > 10. Supóngase un estado estable de 
ent =10-. 


PROBLEMA P6.30 


6.31. Obtenga i para £ > 0. Supóngase un estado estable de en 
t = 0-—. La fuente controlada tiene una transresistencia de 3 (. 


12v 


PROBLEMA P6.31 


6.32. Repítase el problema 6.31 para el caso en el que el cir- 
cuito se cierra, en lugar de abrirse, en el instante 1 = 0. 


6.33. Obténgase i para t > 0. Suponer estado estable dc en el 
instante 1 =0. 


3k9Q 


PROBLEMA P6.33 
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6.34. Obténgase v,, uv», y vz, para £ > O, Suponer que el cir- 
cuito está en estado estable dc en el instante £= 0—. 


l mF a 


PROBLEMA P6.34 


6.35. Obténgase v para t > 0 utilizando superposición. Supo- 
ner que el circuito está en estado estable de £ = 0-—. 


12v 


PROBLEMA P6.35 


6.36. —Repítase el problema 6.35 utilizando el método de la 
transformación de Thevenin y todos sus elementos, excepto el 
de almacenamiento. 


6.37.  Obténgase i para £ > O. Suponer que el circuito está en 
estado estable de en t = 0—. 


12v 12v 


PROBLEMA P6.37 


6.38. Obténganse todas las corrientes y voltajes en este cir- 
cuito. Suponer ¿(0—)= 0. 


PROBLEMA P6.38 


6.39. Obtenga v, para t > O. Coméntese acerca de la selección 
del método Norton-Thevenin contra la superposición en este 
problema. 


PROBLEMA P6.39 


6.40.  Obténgase Y. (1) para £ > 0. Suponer que todos las re- 
sistencias son de 10 k(2, y el capacitor es 20 ¡F, y no tiene 
voltaje a través de este último en el instante t = 0—. 


PROBLEMA P6.40 
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6.41. Obtener la respuesta v(£). 


49 20 


PROBLEMA P6.41 


PROBLEMA P6.45 


6.42. Repítase el problema 6.41 para la respuesta de pulso si 


vg(t) = u(1) — u(t- 1). Problemas usando SPICE 


6.46. Obtener v y v; para? 0. Suponer un estado estable de en 
1 = 0-. Compruébese utilizando SPICE. La fuente controlada 
tiene una transconductancia de g =i S. 
6.43. Expresar v(t) en términos de funciones escalón. 


PROBLEMA P6.46 


6.47. Obtener u, si el voltaje capacitivo en el instante t = 0— 
es 0. Compruébese utilizando SPICE. 


PROBLEMA P6.43 


6.44, — Dibujar el voltaje v(t) = -3u(-t) + 3u(t + 2) + 2u(1) — 
2u(t— 4). 


6.45. Expresar i(t) en términos de escalones y rampas. PROBLEMA P6.47 
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6.48.  Obténgase vu, y v para £ > fy si v(ty) = 4 V. Compruébese 
utilizando SPICE. 


PROBLEMA P6.48 


6.49. Resolver el problema 6.20 utilizando SPICE. 


6.50. Utilice SPICE para determinar la salida del circuito a 
una entrada de escalón unitario. Grafíquese la respuesta de £=0 
af=20 ms. Utilice subcircuitos para describir los op amps y los 
integradores. 


20 uF 


10%  10k82 


out 


PROBLEMA P6.50 


Problemas más complejos 


6.51.  Diseñe un circuito R£ sin fuente con una constante de 
tiempo de 10 ms utilizando únicamente inductores de 2-mH y 
resistencias de 1-k(Q. Use el mínimo número posible de ele- 


mentos de circuitos. 


6.52. Obtenga la constante de tiempo 7. 


PROBLEMA P6.52 
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da v(0). 


1 nF 


PROBLEMA P6.53 


6.54, Obtenga v(1), 1 > 0, si el circuito está en estado estable 
dcent=0. 


PROBLEMA P6.54 


6.55. Obtenga la ecuación de transferencia de voltaje para 
va(t) en términos de v;(t). 


PROBLEMA P6.55 


6.56. Repita el problema 6.28 para el caso en que el interrup- 
tor se mueve a > b en £=0 y luego regresa a a en el instante 
t=3s. 


vOPOPLOLOLLEILLILLILA Aso PAPIDA o lea ed cie de 


ircuitos d le: 
segundo orden 


Samuel F. B. Morse . 7 o ES E 
1791-1872 


“¡Lo que Dios ha forjado!” 
[El famoso mensaje transmi- 
tido por el primer telégrafo] 


Samuel F. B. Morse 


Ly fue e primer nea 0 S 
había fallecido su a en. 
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7] Resumen 


n Problemas 


Las ecuaciones de análisis de circuitos para circuitos lineales con elementos de almacena- 
miento de energía pueden expresarse como ecuaciones diferenciales lineales, porque las 
leyes de elementos son tales que cada término en las ecuaciones nodales o de malla son una 
derivada, una integral, o un múltiplo de incógnitas y las variables de fuente. Evidentemen- 
te, diferenciar una sola vez eliminará las integrales que puedan contener, de forma que, en 
general, las ecuaciones de análisis nodal o de malla para un circuito dado pueden ser consi- 
derados como ecuaciones diferenciales. La ecuación descriptiva, una sola ecuación cuya 
incógnita es una corriente o voltaje de salida seleccionadas, puede obtenerse mediante 
manipulación de estas ecuaciones de análisis. 

Los circuitos que contienen elementos de almacenaje que consideramos hasta ahora, 
fueron circuitos de primer orden. Es decir, fueron descritos por ecuaciones diferenciales de 
primer orden. Este es siempre el caso, cuando hay un solo elemento de almacenaje en el 
circuito, cuando queda sólo uno después de la simplificación en serie-paralelo, o cuando la 
acción de un interruptor divide el circuito en dos a más subcircuitos independientes, donde 
cada uno tiene cuando más un solo elemento de almacenamiento. 

En este capítulo, consideraremos circuitos de segundo orden, los cuales, como vere- 
mos, contienen dos elementos de almacenamiento, y sus ecuaciones descriptivas son ecua- 
ciones diferenciales de segundo orden. Demostraremos que la respuesta total es la suma de 
una respuesta natural y otra forzada, como fue el caso en los circuitos de primer orden. Un 
examen de la ecuación característica muestra que larespuesta natural de un circuito RECno 
está limitada a decaimientos exponenciales reales, como en el caso de los circuitos RC o 
RL, sino que también incluye sinusoides, sinusoides amortiguadas y formas t-multiplica- 
das. La respuesta forzada se determina de una forma tentativa, al igual que en los circuitos 
de primer orden, y la respuesta total se calcula al imponerse que se satisfagan dos condicio- 
nes iniciales, derivadas de las energías iniciales almacenadas en los dos elementos de alma- 
cenamiento. 

En general, los circuitos de orden n, que contienen n elementos de almacenaje, quedan 
descritos por ecuaciones diferenciales de orden n. Los resultados para los circuitos de primero 
y segundo orden pueden extenderse inmediatamente al caso general, utilizando los métodos 
basados en ecuaciones diferenciales de los capítulos 5 y 6, pero no lo haremos en el presente 
capítulo. Existe un método más eficiente para analizar estos circuitos de orden mayor, basado 
en el análisis de transformadas de Laplace, que será presentado en el capítulo 12. 
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Los circuitos considerados en el capítulo 6 dieron como resultado ecuaciones descriptivas 
de primer orden. Si el circuito tiene dos elementos de almacenamiento, un inductor y un 
capacitor, o dos del mismo tipo, pero no un equivalente en serie o en paralelo a un solo 
elemento, el circuito queda descrito por una ecuación diferencial de segundo orden. 


FIGURA 7.1 Circuito de segundo orden con 
dos inductores. 


FIGURA 7.2 Circuito RLC en serie. 


Considérese el circuito de la figura7.1, en donde buscamos la corrien- 
te de malla ¿, El circuito contiene dos inductores. Las ecuaciones de 
malla son 


2di,/dt + 121, — 4i7 = Vg (.1a) 
—4i, + di2/dt +41, =0 (7.1b) 
De la segunda ecuación obtenemos 
o 1fdií : 
h=3 (E + a) (7.2) 
que al diferenciarla da como resultado 
di,  1(di e) 
e A O 7.3 
d 4 (E al dt 005) 


Sustituyendo (7.2) y (7.3) en (7.1a) para eliminar ¿;, obtenemos, des- 
pués de multiplicar por 2, la ecuación descriptiva para ¿>: 


d?i,/dt? + 10di,/dt + 161, = 20% (7.4) 


Ésta es una ecuación diferencial de segundo orden (en donde el mayor 
orden de diferenciación de la incógnita es 2). Por esta razón, nos refe- 
riremos a la figura 7.1 como un circuito de segundo orden y haremos 
notar que, típicamente, los circuitos de segundo orden contienen dos 
elementos de almacenaje. 

Los dos elementos de almacenaje en un circuito de segundo orden 
pueden ser del mismo tipo, como en la figura 7.1, o un inductor y un 
capacitor, como en la figura 7.2. Éste es el muy importante circuito en 
serie RLC, al que volveremos a lo largo de este capitulo. Por LVK, 


1 di 
Ri+ ¡(1)dí + vello) + LA. = 0% 


Diferenciando y dividiendo entre L, se obtiene: 


di Rdi 1. do 

de La Loa 
que es una ecuación diferencial de segundo orden; de ahí que el circui- 
to RLC en serie sea también un Circuito de segundo orden. 

Existen excepciones a la regla de que los circuitos con dos 
elementos de almacenamiento tengan ecuaciones descriptivas de 
segundo orden. Si se pueden reemplazar dos o más elementos de al- 
macenamiento del mismo tipo (inductores o capacitores) por un solo 
equivalente, cuenta como un solo elemento de almacenamiento para 
determinar el orden de la ecuación descriptiva. En otros casos, los 
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elementos de almacenaje pueden no interactuar. Por ejemplo, cons1- 
dérese el circuito de la figura 7.3, que tiene dos capacitores. Las ecua- 
ciones de análisis nodal para este circuito son 
2 dui ¿ 
—T += UVg 


1F qF dt 
dv, 
+ — + 2v, =2 
E di + UY Ve 


FIGURA 7.3 Circuito de primer orden con dos 
elementos de almacenamiento. 


Éstas son ecuaciones diferenciales de primer orden no acopladas, es 
decir, no hay incógnita que aparezca en ambas ecuaciones. Cada una 
puede serresuelta utilizando los métodos del capítulo 6. Puesto que las 
ecuaciones descriptivas son de primer orden, éste no es un circuito de 
segundo orden, aun cuando hay en el circuito dos elementos de alma- 
cenamiento que no son reducibles aun solo equivalente. Sinembargo, 
si en este circuito se reemplaza la fuente de voltaje ideal por una fuente 
práctica, con una resistencia de equivalencia de Thevenin no nula, se 
obtiene un circuito de segundo orden, como se muestra en el ejercicio 


7.1.2, 
EJERCICIOS 
7.1.1. Obténgase la ecuación que satisface la corriente de malla i>. 
Respuesta  d?i,/dt? + T(diz/dt) + 6i2 = duz /dt 
7.1.2. Coloque una resistencia de 1-( en serie, con la fuente de voltaje 


EJERCICIO 7.1.1 


ideal v¿en la figura 7.3, y obténganse las ecuaciones descriptivas para U, y U», 


ia dy PI 7 
P E 
dy ld ,4, _ 4d 4, 
dee TS da so sd ss 


7.13.  Obténgase vu, y u, en la figura 7.3 para £ > 0 si v, es una fuente de 
_ideal de +6-V, v¡(0-)=1 V, y v¿(0—)=4 V. 
Respuesta 6-5e* V,6-2e% y 
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En el capítulo 6 consideramos circuitos de primer orden, y vimos que sus ecuaciones des- 
criptivas son ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma general 


dx 
dt 


En la sección 7.1, definimos los circuitos de segundo orden como aquellos con ecuaciones 
descriptivas que son ecuaciones diferenciales de segundo orden, dadas de modo general por 


+ax=f(t) (7.5) 


dx dx 

— — = É 7.6 
qa Fago Fr =$) (7.6) 
En (7.5) y (7.6), las letras a son constantes reales; x puede ser un voltaje o una corriente, y 
(0) la función forzada, que es una función de tiempo conocida, y determinada por las 
fuentes independientes. Como ejemplo, para el circuito de la figura 7.1, la ecuación des- 
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criptiva es (7.4). Comparando esta ecuación con (7.6), vemos que a, =10, ay=16, f(1) = 
205, Yyx= A 
Del capítulo 6, sabemos que la respuesta total que satisface (7.5) es 


X(0) =xp(0) +xp(0) 


donde x,.(t) es la respuesta natural, obtenida al fijar,f(£) =0, y xy (£) es la respuesta forzada, 
que satisface la ecuación diferencial forzada (7.5). 

Veamos si este mismo procedimiento puede ser aplicado a la ecuación de segundo 
orden (7.6). Por solución de (7.6), queremos decir cualquier función x que satisfaga idénti- 
camente a (7.6). Es decir, cuando x es sustituida en (7.6), el miembro izquierdo de la ecua- 
ción se hace idénticamente igual a f (1) para toda £ dentro de una región especificada de la 
solución, que generalmente es £ > tg para un tiempo inicial £p. 

Si x, es la respuesta natural, debe satisfacer la ecuación diferencial no forzada (u 


homogénea). 
Ax, AX, 
ar + lr + G9Xn =0 (7.7) 
Y si xy es la solución forzada, satisface la ecuación forzada original 
dx, dxy 
— — = ft 7.8 
76 +07 + 00x F0) (7.8) 
Sumando (7.7) y (7.8) y reagrupando los términos, podemos escribir la ecuación como 
S d 
qa +A p07 47 Exp) + a0(Xn Exp) = f(0 (7.9) 


Comparando (7.6) y (7.9), vemos que la suma dex, y xy es ciertamente una solución, como 
lo fue en el caso de primer orden. Es decir, la x que satisface (7.6) está compuesta de dos 
componentes, una respuesta natural x, que satisface la ecuación homogénea (7.7) y una 
respuesta natural xy que satisface la ecuación original (7.8) o (7.6). Como veremos, la 
respuesta natural contendrá dos constantes arbitrarias y, al igual que en el caso del primer 
orden, elegiremos una solución forzada tentativa para que no posea constantes arbitrarias, 
Enlas dos siguientes secciones, consideraremos métodos para obtener las respuestas natu- 
ral y forzada. 

Si las fuentes independientes son tales que f(£) = 0 en (7.6), entonces la respuesta 
forzada es cero, y la solución de la ecuación diferencial es simplemente la respuesta natural. 
El lector que ya pasó por un curso de ecuaciones diferenciales notará que la respuesta 
natural y la respuesta forzada también pueden ser llamadas, respectivamente, solución 
complementaria y solución particular, La solución natural o complementaria contiene las 
constantes arbitrarias necesarias para obtener las condiciones iniciales, como se discutirá 
en la sección 7.5, y la solución particular, como su nombre lo sugiere, no contiene constan- 
tes libres. 


EJERCICIOS 
7.2.1. Demuéstrese quex, =K¡e-2 y x,=K,e* son cada una soluciones de 
dx dx 
qn + 57 +6x =0 


sin importar los valores de las constantes K; y K>. 
7.2.2. Demuéstresequex, +x,=XK e + Ke * también satisface la ecua- 
ción del ejercicio 7.2.1, sin importar los valores de K; y K». 
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7.2.3.  Elresultado obtenido de las ecuaciones (7.7) a (7.9), en el sentido 
que x, + xy, es una solución en tanto que x, sea una respuesta natural y xyuna 
respuesta forzada, ¿también se aplica a circuitos de tercer orden? ¿A un orden 
mayor? 

Respuesta Sí; sí 
7.2.4.  Parala ecuación diferencial de segundo orden no lineal 

2 
= =(14+f(0)x 

demuestre que x, = K,e*' + K,e” es la respuesta natural y x,=x,=e*2-ees 
larespuesta forzada al término forzado ft) =3; verifique s1x, +xy satisface la 
ecuación, El resultado de las ecuaciones (7.7) a (7.9), en el sentido de que x,, + 
xyes una solución en tanto que x, sea la respuesta natural y xy una respuesta 
forzada ¿también se aplica a circuitos no lineales? 

Respuesta No; no 


RESPUESTA 


La respuesta natural x,,, una componente de la solución x= x, +xy, debe satisfacer la ecua- 
ción no forzada, que repetimos de (7.7): 


dx dx 


er] a +apgx=0 (7.10) 
La forma tentativa para la solución natural 
xn(t) = Ke” (71D 


funcionó bien para el caso de primer orden. Veamos si nos ayuda en el caso de segundo 
orden. Toda solución natural debe satisfacer (7.10), de forma que sustituyendo x, de (7.11), 


Ksie* + Ksaje" + Kage” =0 


E Ke Us +as+a)=0 (7.12) 


Si la forma tentativa funciona, esta función debe ser verdadera para cada f, pues de otro 
modo (7.10) no sería vigente. La ecuación (7.12) funcionará si K = 0 o el factor entre 
paréntesis es cero (es'no puede ser cero para ningún instante £). SiK=0, tenemos la solución 
nula, x,(£) = 0 para toda £, Esto corresponde al caso especial en que no hay energía almace- 
nada. De forma más general, no tendremos x,,=0 en el tiempo inicial, de forma que tampoco 
podremos tener K=0, Esto dejaúnicamente la posibilidad de que el otro factor en (7.12) sea 
cero, O 


s+as+a0s=0 (7.13) 


Éstaes la ecuación característica presentada en el capítulo 6 para circuitos de primer orden. 
Nótese que puede ser fácilmente derivada de (7.10), simplemente sustituyendo las deriva- 
das por las correspondientes potencias de s. Es decir, la segunda derivada de x es reempla- 
zada por s?, la primera derivada por s, y la derivada cero de x, que es x misma, es 
reemplazada pors%= 1, 

Puesto que (7.13) es una ecuación cuadrática, no tenemos una sola solución, 
como en el caso del primer orden, sino en general dos soluciones, s, y s,, dadas por la 
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forma cuadrática como 


-ay E,/(a? — 49) O 


2 
A diferencia del caso de primer orden, tenemos dos soluciones naturales de la forma Kes, 
que denotamos por 


$1,2= 


Xu =XKje** (7.15a) 
Xn2 = Kye” (7.15b) 


Cualquiera de las dos soluciones (7.15), satisfará la ecuación no forzada para cualquier 
valor de K; o K>, porque sustituyendo cada una en (7.10), lareduce a(7.12). Y sabemos que, 
puesto que s, y s, satisfacen cada una la ecuación característica (7.13), (7.12) ciertamente 
será verdaderacons=5,05=82. 

De hecho, como (7.10) es una ecuación lineal, toda combinación lineal de las dos 
soluciones naturales distintas (7.14) es también una solución. Es decir, 


Xan = Xn1 + Xp = K¡e + Ke 


es una solución de (7.10) para cualquier par de valores K; y K, en tanto que s, y s¿satisfagan 
la ecuación característica. Para verificar esto, necesitamos únicamente sustituir esta expre- 
sión porxen (7.10). La consecuencia es 


a? d 
quen + Xn2) +41 qn + xn2) + a0(Xn1 + Xn2) 


Puesto que (7.16) incluye las soluciones individuales (7.15a, b) como casos especiales, se 
designa como solución general de la ecuación homogénea sis, y s, son raíces distintas (es 
decir, no iguales) de la ecuación característica (7.12). Nótese que si fijamos XK, = 0 en 
(7.16), obtenemos x,,1, y K¡ =0 resulta en x2. 


Como ejemplo, repetiremos aquí la ecuación homogénea correspon- 
diente a (7.4) en el ejemplo 7.1, 
Pi, di , 
poa — +16, =0 7.17 
qn +10 5 + 1612 ( ) 


y la ecuación característica es 


s+108+16=0 


Las raíces son s =-2 y s = 8, por lo que la solución general de la 
ecuación homogénea está dada por 


lo =K¡e"" + K2e! = Ke? + Kze* (7.18) 


El lector puede verificar por sustitución directa que (7.18) satisface 
(7.17), sin importar el valor de las constantes no especificadas K y K>. 
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Los números s; y s¿ se conocen como exponentes característicos del circuito. En el 
ejemplo anterior, son los recíprocos negativos de las constantes de tiempo que se conside- 
rarán en el capítulo 8. Existen dos constantes de tiempo en (7.18), en comparación a una 
sola en el caso del primer orden. 

Para los sistemas de segundo orden, la ecuación característica es una ecuación cua- 
drática. A diferencia de los sistemas de primer orden, cuya ecuación característica siempre 
tiene una sola solución real, sus soluciones s, y s2 pueden ser números reales o complejos. 
La naturaleza de las raíces queda determinada por el discriminante en la ecuación caracte- 
rística, que puede ser positivo (correspondiente a dos raices reales distintas), negativo 
(raíces complejas), o cero (raíces repetidas reales). Para simplificar la discusión de estos 
casos, rescribiremos la ecuación característica (7.13) como 


$ +220w05 +09 =0 (7.19) 


(y se conoce como frecuencia natural no amortiguada y € se conoce como proporción de 
amortiguación. La justificación de estos nombres pronto será aparente. Comparando 
(7.13) con (7.19), 6% = ay sustituyéndolos en 2£0m4= a. Substituyéndolos en (7.14) s; y s, 
pueden ser expresados en términos de la frecuencia natural no amortiguada (y, y la propor- 
ción de amortiguación igual a £. 


Un circuito con ecuación característica s2+ a¡s + agtiene: 


Frecuencia natural no amortiguada: —wWy = +40 


a1 


Exponentes característicos: s12= (¿yl? — 1)ow 


Proporción de amortiguación: ¿ 


Por ejemplo, un circuito con ecuación característica s, +25 + 16 tiene una frecuencia natu- 
ral no amortiguada (y = +16 =4 rad/s y una proporción de amortiguación [ =2/(2X(4) = 
1/4. Los exponentes característicos para este circuito son 


52 (5 + =15/5) (4) = -1+ ¡v15 


Aquí, ¡ =V-1, que es la notación que utilizaremos para el número complejo de longitud 
unitaria dirigida sobre el eje imaginario en el plano complejo (véase el apéndice B para un 
repaso de los números complejos). 


El circuito de la figura 7.4 se conoce como circuito RLC en paralelo, 
La ecuación nodal para este circuito es 


v 


If d 
A+z/ EI UE 
to 


=i 
RL TS 
Diferenciando y dividiendo ambos lados entre C, la ecuación descrip- 
tiva para v es 


die. edos.. d 1 diz 


ares Ttico” ca 
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FIGURA 7.4 Circuito RLCen paralelo. 


Caso sobreamortiguado (€ > 1) 


Entonces, la ecuación característica es 


Por (7.20), la frecuencia natural no amortiguada de este circuito es 


wo =1/VLC 


y la proporción de amortiguación de este circuito paralelo RLCes 


Si la proporción de amortiguación es [ < 1, entonces el discriminante 
£2-1<0, y por (7.20), los exponentes característicos son complejos. 
SiC > 1,por(7.20) habrá dos exponentes característicos reales. Debi- 
do aque £= 1 esla frontera entre estos dos comportamientos distintos, 
se conoce como amortiguación crítica. 

Fijando [= 1 y resolviendo para R, podemos definir la resistencia 
paralela crítica Rep. 


Il fL 
Ro= 3x0 5 
2YC 
Para R>R¿,, la proporción de amortiguación £< 1, que será descrita a 
continuación como el caso subamortiguado, y para R < R¿,, tene- 
mos [> 1, el caso sobreamortiguado. : 
Los tres casos posibles, de que los exponentes característicos 
sean reales y distintos (€ > 1), reales y repetidos (€ =1) o conjuga- 
dos complejos (€ < 1), producen comportamientos radicalmente dis- 
tintos de la respuesta natural en el circuito de segundo orden. Ahora 
consideraremos estos tres casos, denotando la parte real del exponente 
característico general s como O, y la parte imaginaria O), de forma que 


s=0+]j0 


Con £ > 1, los exponentes característicos s, y s, en (7.20) son reales y distintos, puesto que 
el discriminante 2-1 > 0. En este caso, cada s tiene sólo una parte real, 


$1 =01, $2 = 02 


y la respuesta natural está dada por la suma de dos exponenciales reales, 


Xplt) = K ¡e! + Kze 
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Los ejemplos incluyen el circuito de la figura 7.1 analizado en el ejemplo 7.1, y el circuito 
paralelo REC discutido en el ejemplo 7.3 cuando R es menor que la resistencia paralela 
crítica Rep. 

Los dos exponentes característicos reales O, O O, pueden ser positivos, negativos O 
cero. Sin embargo, para circuitos que consisten únicamente de elementos pasivos impulsa- 
dos por fuentes independientes, no es posible que el exponente característico sea positivo, 
porque un 6, o 62 positivo implica que x,(£) debe crecer en magnitud, eventualmente exce- 
diendo todas las fronteras conforme £ se hace mayor. Esto no puede ocurrir, porque en un 
circuito pasivo con fuentes independientes eliminadas (estamos interesados en larespuesta 
natural), la energía total almacenada en el circuito nunca puede incrementarse más allá de 
la energía almacenada inicial. 

La amortiguación es la pérdida gradual de energía almacenada inicial, es decir, el 
decaimiento de la respuesta natural a cero. Los circuitos pasivos con raíces reales distintas 
tienen respuestas naturales con dos términos, donde cada uno decae exponencialmente a 
cero. Por consiguiente, € > 1 se conoce como caso sobreamortiguado. En el caso sobre- 
amortiguado hay suficiente amortiguación para que cada término en la respuesta natural 
pierda constantemente amplitud. En casos de amortiguación más leve, la amortiguación 
puede estar acompañada de oscilaciones, como lo veremos a continuación. 


Caso subamortiguado (€ < 1) 
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Si < 1, por (7.20) los exponentes característicos son complejos: 
s=0-+jo0, s£2=0-—jo, vx0 


Deben ser conjugados complejos (las partes reales son iguales, y también las partes imagi- 
narias, pero estas últimas son de signo opuesto). Esto sigue inmediatamente de aplicar la 
fórmula cuadrática a la ecuación característica (7.14). Entonces 


Xp(1) = e (Ke o + Ke 709) 


Necesitamos utilizar algunas propiedades de los números complejos para esclarecer 
esta forma y reconocer su estructura. Para un circuito real, uno con leyes y fuentes de 
elementos puramente reales, x, también será real. Esto requiere que K, y K, sean conjuga- 
dos complejos, puesto que de otro modo la parte imaginaria de x, en (7.22) no sería cero. 
Puesto que la suma de un número complejo y su conjugado es el doble de su parte real, 


Xp = (Kie 1% + Kje 1%) e =2Re(Kjet19)e" (7.23) 


donde K, = K; es el conjugado complejo de K;. La parte real de un producto de números 
complejos es el producto de sus partes reales, menos el producto de las partes imaginarias. 
Utilizando la identidad de Euler 


el“ = cost + ¡senot (7.24) 


podemos expandir la parte real del producto de (7.23) como 


: 1 
Re([K¡e+1%)] = 5, Cos (mt — 7 Basenot 


donde, para nuestra conveniencia, definimos 


1 1 
RetKi)= 81, Im(X|) = ¿2 
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B,=2Re(K¡) B¿=2Im(K;) 


La ecuación (7.22) puede entonces rescribirse en términos de cantidades reales como 


Xn(t) = Bye” cos wt + Be” sencot 


En tanto que el caso sobreamortiguado consiste en dos términos que decaen constan- 
temente, en el caso presente (7.25) el decaimiento está modulado por (multiplicado por) 
oscilaciones sinusoidales de frecuencia (0 rad/s. Puesto que la amortiguación es oscilatoria 
en lugar de constante, esto se conoce como caso subamortiguado, que ocurre cuando la 
proporción de amortiguación es menor que el valor crítico de la unidad. 

Nótese que la amplitud de estas oscilaciones decae como e9*, de forma que la propor- 
ción de amortiguación varía inversamente respecto a G. El caso extremo es 6 = 0, que no 
produce ningún decaimiento, Este es el caso no amortiguado, que ocurre cuando la propor- 
ción de amortiguación £= 0. La respuesta natural no amortiguada (7.25) es un sinusoide de 
amplitud constante cuya frecuencia es, por (7.20), 9) = WM. Esto explica por qué (dy se cono- 
ce como frecuencia natural no amortiguada 


Caso críticamente amortiguado (€=1) 


El último tipo que tenemos son exponentes característicos que son reales e iguales, un caso 
que surge cuando la proporción de amortiguación € es la unidad en (7.20). Esta es la línea 
divisoria entre los casos sobreamortiguado y subamortiguado, y se conoce como caso crí- 
ticamente amortiguado 


$ =S52=G0 


En este caso, la forma general para la solución natural dada en (7.16) no contiene dos 
constantes libres, puesto que ambos términos pueden reducirse a uno. Si podemos satisfa- 
cerlas condiciones iniciales impuestas por dos elementos de almacenaje, debemos genera- 
lizar más la forma tentativa para la solución natural. Considérese la forma tentativa 


Xn =h(t)e” (1.26) 


Hasta ahora, hemos utilizado h(+t)= 1. Para ver si funciona otra A(£), sustituimos (7.25) en la 
ecuación diferencial no forzada (7.10). Utilizando la regla de los productos para calcular 
derivadas, luego de reagrupar términos similares, 


dh dh 
e Ih(s* + as +4) + q es +41) + Pl 0 (1.27) 


Evaluando esta ecuación para el presente caso de raiz repetida s=0, el primertérmino entre 
paréntesis cuadrado es cero, puesto que O satisface la ecuación característica, y el segundo 
término es cero puesto que 
= Y 1.2 2 
s+ajs +0) =(s-o0).=s*-20s+0 


lo que demuestra que a, = 20, así 2s + a, =20-20=0, Por consiguiente (7.26) queda 
satisfecha si y sólo si 


ah 
de 
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Esta ecuación en h(+) tiene soluciones 
h(t) = K¡ + Kat 


Nuestra forma tentativa modificada para este caso es a partir de (7.26) y lo anterior, 


Xnlt) = Ke + Kate”! 


En tanto que el primer término es la conocida forma tentativa exponencial, la segunda 
difiere por un factor adicional de t, y se conoce como forma t-multiplicada. La solución 
natural en el caso críticamente amortiguado consiste en la suma de un término exponencial 
y su forma t-multiplicada asociada. 


Considérese el circuito RLC en serie de la figura 7.2. La ecuación 
descriptiva fue obtenida como 


di  Rdi 1. do 


de “La te” dt 


La ecuación característica es 
R 1 
2 
*+=s+—=0 
L LC 


Por (7.20), la frecuencia natural no amortiguada de este circuito es 


La resistencia crítica en serie R¿,se obtiene al resolver paraR conf =1: 


L 
=2/= 7.29 
Ros 2 C ( ) 


Conforme R aumenta, también aumenta la proporción de amortigua- 
ción €,, y para valores de R mayores que R,,, el circuito está sobre- 
amortiguado (tiene dos exponentes característicos reales). Larelación 
opuesta es vigente para el circuito paralelo RLC discutido en el ejem- 
plo 7.3, en donde la proporción de amortiguación €, disminuye al 
crecer la resistenciaen paralelo, y Rmayor que R¿, produce el compor- 
tamiento subamortiguado. 


Capítulo 7 Circuitos de segundo orden 


Para ilustrar el caso RLC en serie, fijemos L= 1H y C=1/4F enla 
figura 7.2, y consideremos cómo la solución natural depende de R. La 
ecuación no forzada en este caso es 


d?i di 
— +R—+4i=0 
de a dt A 
con ecuación caracteristica 
s+Rs4+44=0 


Por (7.20), 04 =2 rad/s y [=R/4. El caso críticamente amortiguado es 
R=40.Enestecasos=0=-2 es el exponente característico repetido, 


y 
in =Kje % + Kate”? (críticamente amortiguado) (7.30) 


El caso sobreamortiguado requiere € =R/4 > 1. Seleccionando R = 5 
Q como ejemplo, las raíces son s; =-4 y s=-1, y 


in= Kie" +Koe*  (sobreamortiguado) (7.31) 
El caso subamortiguado € < 1 requiere que R <4. Por o conk =2, 


tenemoss¡=0+j0=-1+ 13 y s,=0-jo=-1-—13. En este caso, la 
respuesta natural es 


in = Kje”' cos V3t + Kae”* senV31  (subamortiguado) (7.32) 


Para el caso no amortiguado [ =0 no hay resistencias en serie R =0. 
Entonces, s, =0+j0=+]32 y s,=0-¡0=-72, y por (7.25) 


in = B¡ cos 21 + B2sen2t  (noamortiguado) (7.33) 


En la figura 7.5 se muestran gráficas para estas cuatro respuestas dis- 
tintas. 


(a) (b) 


FIGURA 7.5 Respuestas naturales para un circuito de segundo 
orden: (a) sobreamortiguada; (b) críticamente amortiguada; (c) 
subamortiguada; (d) no amortiguada. 
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En el circuito RLC en paralelo de la figura 7.4 y el ejemplo 7.3, seaR = 
30,L=2H, y C=wF sin fuente, i¿=0, Si v(0—)=4V y no hay corriente 
que pase a través del inductor en el instante £=0—, obténgase v(t) para 
1>0, 

Con fuente dependiente, sólo habrá una respuesta natural, La 
ecuación descriptiva, del ejemplo 7.3, es 


Po, Ldv, 1 ,_1di 
d? * ROdt "LC Cdt 
dy dv 
O dE + 65 +5u=0 
La ecuación característica es 
s+685+5=0 


os, =-1 y s,=-5. Ésta es una respuesta natural sobreamortiguada, 


v=Kje*+Ke* (7.34) 
El voltaje capacitivo es continuo, de modo que v(0+) = v(0—) = 4 V, 
PorLCK, 

2d +IiL+ == 0 

5 POE 


donde ¿, está definida con una flecha de referencia que señala hacia 
abajo en la figura 7.4, Evaluando esta ecuación en t= 0+, 

1 du 
10 dro, 
donde utilizamos la continuidad de la corriente inductiva para evaluar 


,(0+). Entonces en t= 0+, v=4 V y du/dt =-—24 V/s. Aplicando estas 
condiciones a (7.34), 


3 
¿0 +0+ 


v(0+) =4=K¡+XK) 


du 


—| =-24=-K,-5K 
dilo, 1 2 


Sumando, 
-20 = -4K, 


o K>=5. Luego, sustituyendo nuevamente, K| =—1 y la solución es 


v=5Sc* ev 


EJERCICIOS 


7.3.1. ¿Qué ecuación diferencial no forzada de segundo orden tiene ex- 
ponentes característicoss, =-10 y s,=-3? ¿Qué valor tienen (y y E? Repítase 
paras, =2 +5 ys,=-2-J5. 
Respuesta d?x/dt? + 13(dx/dt) + 30x = 0; wo = 5.48 rad/s, ¿ = 
1.19; dx /dt? + 4(dx/dt) + 29x =0; wo = 5.39 rad/s; ¿ =0.37 
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EJERCICIO 7.3.3 


7.3.2,  Enelcircuito RLCen serie de la figura 7.2, sean v¿=0,R =20/9 02, 
L=1/9HyC= ¿F. Obténgase la solución natural i,,. 
Respuesta ¡,=K 0 + Ke, 
p 7.3.3.  Escríbanse las ecuaciones nodales para el circuito que se muestra. 
Resuélvase la ecuación nodal v, para u,, y utilícese esto para eliminar v, de la 
ecuación nodal diferenciada v,, obteniendo la ecuación descriptiva para y). 
¿Para qué valor de R> 0 queda el circuito críticamente amortiguado? 


Respuesta dvd? +(R+ D(doy/di) +(R+4)v, = du¿dt—Ruz; 


Ap 


R=50 
7.3.4. Obténgase la respuesta natural ¡,, para el circuito que se muestra. 
Respuesta in = Kj RS O 


1H 1H 
00 00 


EJERCICIO 7.3.4 


TRESPUESTAFORZAD 


La respuesta forzada xy del circuito general de segundo orden debe satisfacer la ecuación 
diferencial o forzada (7.8), que se repite a continuación: 


d? d 
3 + az +a0xp = f() (1.35) 


Hay diversos métodos para obtener xy pero para nuestros propósitos, utilizaremos el pro- 
cedimiento de adivinar una solución de forma tentativa que haya funcionado bien hasta este 
momento, Examinando (7.35), notamos que para que esta ecuación sea cierta, la combina- 
ción lineal de xfy sus derivadas debe ser igual a f(£). Considérese una solución tentativa en 
donde xy se adivina como combinación lineal de f(*) y sus derivadas. Puesto que una com- 
binación lineal de combinaciones lineales sigue siendo una combinación lineal, bien po- 
dría funcionar esta forma tentativa. En otras palabras, las diferenciaciones de la 
combinación lineal de f(t) y sus derivadas requeridas en el lado izquierdo de (7.35) pueden 
producir en las cancelaciones requeridas para dejar únicamente f(£), que es lo que se nece- 
sita para satisfacer la ecuación. Lo adecuado de cualquier forma tentativa, en último análi- 
sis, será juzgado por su capacidad de satisfacer la ecuación diferencial. 


Como ejemplo, consideremos la fuente de v¿= 16 V en el circuito de 
la figura 7.1. Entonces, por (7.4), 


d?i, dia 
—= + 10— + 16, = 32 7.36 
qn + En + 16í, (7.36) 
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La ecuación caracteristica es 


$ +105 + 16= (s+2)N(5+8)=0 
con respuesta natural 


lan = Ke" + Kze* (7.37) 


Puesto que el término forzado f(f) es una constante f (1) = 32, sus 
derivadas primera, segunda, y todas las demás, son cero. Entonces, la 
combinación lineal más general de f(£) y todas sus derivadas, son sim- 
plemente una constante: 


iy =A 
Sustituyendo esta solución forzada tentativa en (7.36), 


0+0+ 16A = 32 


La forma tentativa funciona si se fija 4 = 2. Entonces, la solución 
total es 


lo =l += Kje? + Ke "* +2 


Si conocemos la energía inicial almacenada en los inductores (o la 
corriente inductiva inicial) esto puede utilizarse para evaluar K; y K> 
como lo discutiremos en la siguiente sección. 


Enel caso detenerse funciones forzadas constantes, como en este ejemplo, podemos 
obtener la solución forzada directamente del diagrama de circuito. En el estado estable de 
todas las corrientes y voltajes serán constantes, incluyendo la incógnita en la ecuación 
descriptiva. Por consiguiente, la solución forzada constante debe ser idéntica al valor de 
estado estable de. Recuérdese que esto puede obtenerse reemplazando inductores por cir- 
cuitos cerrados, y capacitores por circuitos abiertos. Esto puede verificarse fácilmente para 
el circuito de la figura 7.1 utilizado en el ejemplo 7.6, reemplazando los inductores por 
circuitos cerrados, de forma que por LVK alrededor de la trayectoria cerrada exterior 


16 
== =2A 


Como ejemplo adicional, supóngase en la figura 7.1 que tenemos v¿= 
20 cos 4f V. Entonces, por (7,4), 
1d . . 

da de ¡042 + 16í7 = 40 cos 4f (7.38) 

df dt 
La respuesta natural está dada por (7.37), como en el ejemplo 7.6. Para 
obtener la respuesta forzada, necesitamos la combinación lineal gene- 
ral de f(1) y todas sus derivadas. En el caso que consideramos, f(t) = 
40 cos 41 y todas sus derivadas son de la forma C cos 41 o D sen 4f. 
Sumando estos términos, llegamos a una solución forzada tentativa de 
la forma 


2 = Acosd4t + Bsendt (7.39) 


Es decir, toda combinación lineal de 40 cos 4t y todas sus derivadas 
deben ser de esta forma. 
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Ahora determinaremos si esta forma tentativa funciona y, de ser 
así, cuáles deben ser los valores de A y B. Sustituyendo (7.39) en la 
ecuación diferencial forzada (7.38), 


40B cos 4t — 40A sen4t = 40 cos 4£ 


Puesto que esto debe ser cierto para toda £, los coeficientes de términos 
similares deben ser los mismos a ambos lados de la ecuación. En el 
caso de los términos cos 4f tenemos 


40B =40 


y para los términos sen 4£, tenemos 


—40A =0 


Por consiguiente, 4=0y B= 1, de forma que 


df =0cos 41 + 1sen4r =sen41 


Superponiendo las soluciones natural y forzada, la solución general 
de (7.38) están dada por 


l=iin+bf= Kie2 + Kze + sendt 


Esto puede ser verificado inmediatamente por sustitución directa. 


En la primera columna de la tabla 7.1 aparece una lista de las funciones forzadas f(t) 
más comunes. La forma general de la correspondiente respuesta forzada está dada en la 
segunda columna. Ésta es la solución forzada tentativa. En cada caso, la forma tentativa 
es la combinación lineal general de f (1) y sus derivadas. Si el término forzado es una suma de 
entradas en esta tabla, puede utilizarse la superposición para obtener separadamente la 
componente de la respuesta forzada debido a cada una. La respuesta forzada es entonces 
la suma de estas componentes. 


Término forzado f(£) Solución forzada tentativa xy(1) 
k Á 

t ÁAt+B 

2 2 

f A+ BI+C 

Sl ACB OA A FI+G 
go qe" 

e Ae” 

sen (of, cos (uf A sen wm +B cos (mt 

e sen wr, ecos mt PS (A sen (01 + B.eos (mf) 
te" sen ot, te cos wt 1e(A sen (+ B cos (wm) 


+ e (C sen wí+ Dcos 01) 
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Considérese un circuito cuya ecuación descriptiva es 


di di 

— +3 +2i =4+60e” 

dr +3 FT + 21 + Ó0e 
Sean ig € ig? las dos componentes de la respuesta forzada que satisfa- 
cen 

is dif , 

O — +25 =4 

ar +3 mA + 251 

Bis dif z 7 

—L 43 + 21852 = 60 

AO O ei 


La suma ¡,= in + ip, claramente satisface la ecuación diferencial forza- 
da, como puede verse al sumar estas dos últimas ecuaciones. Utilizan- 
do las formas tentativas de la tabla 7.1, para if, = tenemos una cons- 
tante iy, = A de la que 


2A=4 
0 ig¡ =2. Para que ¡f> tenemos la forma tentativa iy, = Ae, o 


Ae7*"[+49 — 3(7) + 2] = 60e” 


o4A=2.La solución forzada es entonces 


iy = in +ip= DEDG 


que puede verificarse por sustitución directa en la ecuación diferen- 
cial forzada. 


En los circuitos y ecuaciones descriptivas estudiadas hasta este punto, hemos utiliza- 
do formas tentativas para las soluciones natural y forzada que se han elegido de forma 
completamente independiente una de la otra. La forma de la solución natural depende 
únicamente del lado izquierdo de la ecuación descriptiva (a través de los coeficientes de la 
ecuación característica), en tanto que la forma de la solución forzada dependió únicamente 
del lado derecho [f(*) en sí misma]. Sin embargo, hay una condición bajo la que las solucio- 
nes tentativas natural y forzada no pueden ser determinadas independientemente. 

Considérese la ecuación (7.40), para la que la solución forzada tentativa coincide en 
un término en la solución natural. 

du d 


+ 5 +2v=6e* (7.40) 


La ecuación característica es 
+35+2=(s+1)(5+2)=0 
y la solución natural es 
Y, = Kie" + Kze ? (7.41) 


De la tabla 7.1, para f(£) = 6e*, la solución forzada tentativa [que consiste en la combina- 
ción lineal general de f(£) y todas sus derivadas] es 


uy = Ae” (7.42) 
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Pero por (7.41) sabemos que la función Ae”! es, de hecho, un caso especial de la solución 
natural (K, = A, K,=0) y como tal, debe satisfacer la versión no forzada de (7.40) y no la 
ecuación forzada. La solución forzada tentativa acostumbrada no funciona en esta circunstan- 
cia; debemos modificar de algún modo (7.42), si deseamos obtener una solución forzada, 
Un problema similar surgió con raíces repetidas de la ecuación característica, y se 
demostró que la solución es una t-multiplicación de la forma tentativa. Guiados por esa 
experiencia, trataremos la versión t-multiplicada de (7.42) como nueva forma tentativa, 


uy = Ate” 
Calculando las derivadas 
pla = Ae” — Ate”* 
dt 
dy; —t —1 -1 
qn =-—Ae "'"+Ate" — Ae 


Sustituyendo estas expresiones por uy y sus derivadas en la ecuación forzada (7.40), las 
formas f-multiplicadas se cancelan, dejándonos 


Ae”“(-2+3) = 6e* 
La nueva forma tentativa funciona si fijamos A = 6, 0 
up =6te* (7.43) 


La existencia de una A, para la que funciona una nueva solución tentativa forzada y t-mul- 
tiplicada, es suficiente para justificar nuestra suposición. La ecuación (7.43) es la solución 
forzada, y la solución total es 


v=0w, +uy=Kje "+ Ke? +6te”" 


Generalizando, cuando la solución forzada tentativa coincide en un término con la solu- 
ción natural, es necesario t-multiplicar la solución forzada tentativa. Si aún siguen coinci- 
diendo, t-multipliíquese nuevamente, y así de manera sucesiva, hasta que no coincidan. 

Por último, si la solución forzada tentativa coincide con una forma t-multiplicada en 
la solución natural, puede ser necesario volver a t-multiplicar la solución tentativa, como se 
demuestra en el ejemplo 7.9, a continuación, y en el ejercicio 7.7.3. 


dy 

— =- t 

3 =10 
La ecuación caracteristica es s2= 0,05, =s2=0. Éste es un caso de 
raíces repetidas, y por (7.28) la solución natural es 


Un = K¡e* + Kate" = K¡ + Kat 


Primero consideremos el caso en donde el término forzado es f (1) =2. 
La solución forzada tentativa es uy= A. Esto coincide con uno de los 
términos (X) de la solución natural, de forma que £-multiplicamos vr, 
obteniendo uy= At. Esto aún coincide con un término en la solución 
natural (X»f) y reconociendo que Af satisfaria la ecuación diferencial 
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natural y no la forzada, la volvemos a t-multiplicar, llegando a 
VU = At a 


Esto no coincide con ningún término en v,, Sustituyéndola en la ecua- 
ción diferencial forzada, 


N 
> 
Il 

WN 


oA=1.Lasolución total es 
v=K ¡+Ka1+fP 


Diferenciando dos veces, es claro que u satisface la ecuación diferen- 
cial forzada original para todo valor de las constantes libres K, y K. 

A continuación, probaremos con el término forzado f(£) = t. La 
solución forzada tentativa de la tabla 7.1 es 4£ + B. Puesto que esto 
coincide con términos en la solución natural, la t-multiplicamos para 
obtener la nueva forma tentativa, v¿= A1? (sólo necesitamos conservar 
el término de mayor orden en la forma f-multiplicada, puesto que los 
de orden inferior satisfarán la ecuación diferencial no forzada, y no la 
forzada). Esta forma tentativa ya no coincide con término alguno en 
la solución natural, pero al sustituirla en la ecuación diferencial, 

d 2 Uf d 2 2 
qn = an (ALS) = 24 

que no satisface la ecuación forzada para ninguna A. El problema 
es que la solución tentativa original coincidió con un término f-multi- 
plicado de la solución natural. Por consiguiente, se necesita una f-mul- 
tiplicación final, con lo que se obtiene la nueva forma tentativa v,= 
Af. Al sustituirla nuevamente, 


ara 
7 (Ar) =6At 


Que satisface la ecuación diferencial forzada en este caso [f(£)=f] con 
A=+3. La solución forzada es por consiguiente uy =3 £3 y la solución 


_total es 


1 
v=K + Ka + 0 


Nuevamente, podemos comprobarla con facilidad diferenciándola 
dos veces, haciendo notar que el resultado con seguridad satisface la 
ecuación diferencial original para cualquier K; y K>. Determinar estos 
valores para que lasolución no sólo satisfaga la ecuación descriptiva, sino 
que también concuerde con la energía almacenada inicial en los elemen- 
tos de almacenamiento, será el tema de nuestra siguiente sección. 


7.4.1.  Obténgase la respuesta forzada si 
dx 
del 


en donde f (+) está dada por (a) 6; (b) 2e1+ 6e-*; y (0) 4e* +26, 
Respuesta (a) 2; (b) 2-10; (0) (Qet-e>). 


po 
=$) 
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7.4,2,  Obténgase la respuesta forzada si 


dx dx 
diz Ne +4x= f(t) 
donde f (t) está dada por (a) 6e> y (b) 6te”. [Sugerencia: En (b), úsese xy = 


ABE] 
Respuesta (a) 3%e2, (b) Be 
7.4.3, — Obténgase la respuesta total si 


dx 
— + 9x = 18sen31 
di? 


y x(0)= dx(0Ydt=0. 

Respuesta sen 3t-3tfcos 3t 
7.4.4.  Obténgase la respuesta forzada para i, en el circuito de la figura 
7.1, si la función de fuente es v¿= 162 +3. 

Respuesta 22 -3t+2 


Larespuesta total de un circuito es la suma de sus respuestas natural y forzada, y puesto que 
la respuesta natural contiene constantes no determinadas, también debe ser así en el caso de la 
respuesta total. En el caso de primer orden estudiado en el capítulo 6, hubo una sola cons- 
tante no determinada en la respuesta natural, y su valor fue especificado por la necesidad de 
que la solución total concordara con la energía inicial en el elemento de almacenaje (es 
decir, la corriente inicial en el inductor, o el voltaje inicial que pasa a través del capacitor). 

Este mismo principio se aplica a circuitos de segundo orden, con dos elementos de 
almacenaje, cada uno abasteciendo un valor inicial necesario para definir las dos constan- 
tes no determinadas contenidas en la respuesta total. Estas dos corrientes inductivas inicia- 
les y/o voltajes capacitivos, pueden utilizarse para determinar las condiciones iniciales 
requeridas para resolver la ecuación descriptiva de segundo orden, 

Por ejemplo, considérese el circuito en serie R£C de la figura 7.6, Supongamos que 
se nos da el voltaje inicial v(0) =-6 V en la corriente inductiva ¡(0)=1 A. PorLVK 


di 


: : 
si+4f (Dd + vu (04 — =2e * 
0 dt 
52 
2e UV > 1H 
1 
qF 
—v.+ 


FIGURA 7.6 Circuito RLC en serie forzado. 
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Diferenciando, la ecuación descriptiva para i(t) es 
a + E + 4i = de” (7.44) 
Obtendremos la solución total sumando las soluciones natural y forzada, La ecuación ca- 
racterística es 
$ +5+4=(s+1)1(5+4)=0 
Con una respuesta natural para este circuito REC en serie sobreamortiguado (con raíces 
reales distintas). 
in=Kje + Ke * 
De la tabla 7.1, la solución forzada tentativa es i¿= Ae-?*, y sustituyendo la (7.44), 
(4 — 10+4)4e "Y =-—4e? 

o4A=2.La solución total es entonces 

¡=i + ip =Kje* + Ke" +20? (7.45) 
Evaluando la solución total (7.45) en =0, 


(0) =K¡+XK2+2 (7.464) 


Diferenciando la solución total y evaluándola en £ =0, el valor inicial de la derivada de la 
incógnita debe ser 

di 

a O Y (7.46b) 

dt lo 
Pueden utilizarse estas dos ecuaciones para determinar K; y K, si podemos relacionar las 
condiciones iniciales ¡(0) y di/dt|y con las variables iniciales del circuito, la corriente induc- 
tiva y el voltaje capacitivo. El primero de éstos es fácil, puesto que i(0)=1 A es justamente 
la corriente inductiva. Para relacionar di/dt|g con los valores dados, escribimos LVK alre- 
dedor de la trayectoria cerrada y la evaluamos en:=0: 


] di 
Si(0) + 7, + ve(0) = 2 


0 di 


=2+6-5(1) = 
dtto + ER 


Utilizando estos valores, podemos reescribir (7.46) como : 


Ki¡+K=-1 (7.474) 
A =7 (7.470) 
Sumando las ecuaciones (7.47a, b), 
-3K>=6 


o K,=-—2. Volviéndola a sustituir en (7.47a), K, = 1. La solución total (7.45) queda ahora 
totalmente especificada como 


¡=e" —-2e* +24 


Los voltajes capacitivos y/o corrientes inductivas iniciales para determinar las con- 
diciones iniciales requeridas pueden estar dadas, como en la ilustración anterior, o puede 
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ser necesario determinarlas del diagrama de circuito. Como se mencionó en el capítulo 6, 
con frecuencia se fijan las condiciones iniciales por la acción de los interruptores en el 
circuito, y de las fuentes que de pronto saltan de la posición “encendido” a la de “apagado”. 
A continuación presentaremos dos ejemplos en donde los valores iniciales son calculados, 
en lugar de dados, el primero en un circuito que contiene un interruptor, y el segundo que 
contiene una fuente en escalón, 


Deseamos determinar los voltajes capacitivos v, y v, para t£> 0 en el 
circuito de la figura 7.7, dado que está en estado estable de en £= 0—, 
Justo antes de que se active el interruptor. Comenzamos determinando 
los voltajes capacitivos en £= 0—, Para £ <0, el interruptor está apaga- 
do, y en estado estable de, por LVK alrededor de la trayectoria cerrada 
exterior, 


v,(0—) — v,(0—) = 12(1) = 12 V 


Pero puesto que el interruptor fue cortado del nodo 2 para t <0, vx(0—) 
=0Q V, y por consiguiente v¡(0—)= 12 V, Por continuidad de voltajes 
capacitivos, v¡(0+) = v,(0—) = 12 V y vz(0+) = v,(0—) = 0 V, Estos 
valores nos permitirán calcular las condiciones iniciales en t =0+ ne- 
cesarias para resolver la ecuación descriptiva para t >0. 

El interruptor se abre en £= 0, y las dos ecuaciones nodales para el 
circuito, al configurarse en el intervalo de solución deseado £ > 0, son 


du; 


Pra + (uv, — va) = 12 (7.48a) 
du, 
a +3 -—v=0 (7.48b) 
Para combinarlas en una sola ecuación descriptiva, despejamos 
(7.48a) para u», 
dv; 
Y = es + — 12 (7.49) 


y sustituimos esta expresión para v, en (7.48b), con lo que obtenemos 
d (dv; dv; 
o 12) (eo -12) —-vu=0 


o, luego de dividirla entre 2, 


do,  Sdv; 


a pe 


FIGURA 7.7 Circuito para el ejemplo 7.70. 
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Esta es la ecuación descriptiva para v;. Una vez que descomponemos 
el circuito para resolver esto para uy, v, se obtiene inmediatamente de 
(7.49). 

La ecuación característica para (7.50) es 


5 1 
+ jsri=0+2D(9+3)=0 


y la solución natural es 


Vin = Kje? + Kie +? 


La solución forzada tentativa es v¡y= A, que, luego de sustituirla en 
(7.50), da 4 = 18, Entonces, la solución total es la suma 


uy = Ke? + Ke?” +18 (7.51) 
Evaluando la incógnita v, y su derivada en t=0+, 
v¡ (04) = K¡ + K2+18 (7.52a) 
dv; 1 
—| =-2K¡-:;K 7.52b 
a ES (7.520) 


Para ayudar a determinar estas condiciones iniciales, nótese que la ley 
de elemento para un capacitor puede ser escrita 


dv 1 

de € 
Entonces, puesto que vu; es el voltaje que pasa a través del capacitor 
1-F, 

dt loz 1 
porLCK en el nodo 1, 
¿1(0+) + (v1(04) — v¿(0+)) = 12 

0) 


11(0+) =12-12=0 


y por (7.53) duy/dt|o+=0. Estamos listos para resolver (7,52) para K; y 
K>): 


K¡+K,=-6 
2K : K¿=0 
a 
Multiplicando por 2 la segunda ecuación y sumando, 
-3K¡ =-6 


o K|=2, y de la primera ecuación, K,=-—8. La solución total es 


v =2eY -8e "NN +6V 
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Para la incógnita de voltaje nodal v;. El otro voltaje nodal v, está dado 
en (7.49) como 
v= Ear —-8e "P+6)+ (Qe? —-8e7'P +6) — 12 


= -2e Y —4e "RN —6V 


lo que completa el análisis. 


En general, una ecuación descriptiva de segundo orden, requerirá de condiciones 
iniciales que consistan de los valores de la incógnita y de su primera derivada. Los pasos 
necesarios para determinar el valor de la primera derivada en el instante £=0+ no siempre 
son obvios. En el ejemplo 7.9, utilizamos la ley de elementos para un capacitor en la forma 


dv. 
dt 


. 
id 


0 € 


(7.54a) 


0+ 


para determinar la derivada inicial para la incógnita v,. De forma similar, en el caso de un 
inductor, la ley de elemento en la forma 


diz 
dt 


E 
a 
0+ L 


(7.54b) 


0+ 


es con frecuencia útil para determinar la condición inicial di,/dt|p,. Para utilizar estas ecua- 
ciones, es necesario conocer las corrientes y voltajes del circuito en + = 0+ para que se 
puedan evaluar sus miembros derechos. En problemas con interruptores o con escalones 
unitarios, generalmente sólo conocemos los voltajes capacitivos y corrientes inductivas en 
el instante £ =0+, éstos por continuidad del instante ! = 0- (justo antes de la activación del 
interruptor, o que los escalones tengan su tiempo de salto). Para determinar los voltajes y 
corrientes de circuito en el instante (=0+, podemos dibujar un diagrama de circuito para el 
instante ¿=0+, en donde aparecenlos inductores como fuentes de corriente (se conocen sus 
corrientes en =0+) y los capacitores como fuentes de voltaje, Este diagrama de circuito en 
t=0+ contendrá únicamente resistencias y fuentes, y será un proceso muy directo determ1- 
nar los voltajes y corrientes restantes en £= 0+, incluyendo aquellos necesarios para eva- 
luar (7.54). En el siguiente ejemplo se ilustra este procedimiento para determinar las 
condiciones iniciales. 


El circuito de la figura 7.8 está en estado estable de en el instante £= 0-, 
y requeriremos 1¡(£) para £ > 0. Haciendo notar que la fuente es encen- 
dida para £ <0, v(0—)= 12 V y la corriente inductiva es ¡¡(0-)=12 A. 
Para £ >0, el circuito no tiene fuente y las ecuaciones de malla son 

1 di, 


3 de + (1 —1)=0 (7.552) 


+2 / ito) dr + 0.04) + (211) =0  (7.55b) 
0+ 
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+ va(0+) — 


03) 


FIGURA 7.9 Circuito para t= 0+, 


12u(—1) V 


FIGURA 7.8 Circuito para el ejemplo 7.11. 
Diferenciando la segunda ecuación de malla, 
2-3 += (7.56) 


Para obtener la ecuación descriptiva 1,, resuélvase (7.55a) para il, y 
sustitúyase en (7.56): 


d (1dij di; l di, 
2 | == =-— -— + )]= 
dt (53 +1,) dt +2 (5 dt +1,) E 


di di 
— +2 +21, =0 
o de “dt : 
La ecuación caracteristica es 
$ +254+42=0 


con raíces conjugadas complejas s; =-1 + j y s, =-1 —j. Éste es un 
sistema subamortiguado, y por (7.25) la solución natural es 


lin = Be cost + Bye sent (7.57) 


que es la solución total, puesto que el termino forzado en la ecuación 
descriptiva es cero. Para evaluar las constantes B, y B), necesitamos 
las condiciones iniciales ¿¡(0+) y di¡/dt|p+. Puesto que ¡(0+)=12 A se 
conoce, calcularemos la derivada inicial con la ayuda de diagrama de 
circuito para £ =0+ que aparece en la figura 7.9. Nótese que el induc- 
tor aparece como fuente de corriente de valor ¡,(0—) =11(0+)=12 A, y 
el capacitor aparece como fuente de voltaje de valor v(0—)=u(0+)= 
12 V. Éste es un circuito resistivo, y pueden obtenerse fácilmente to- 
dos los voltajes y corrientes. En particular para usar (7.54b) necesita- 
mos el voltaje v¿(0+). La ecuación de malla derecha en la figura 7.9 es 


12(0+) + 12 + (i2(04+) — 12) =0 


o ¿2(0+) = 0. Entonces, por LVK alrededor de la trayectoria cerrada 
externa 


v,(0+) + 1(0) +12 =0 


o u¿(0+)=-12 V. Podemos obtener la condición inicial requerida de 
la ecuación anterior y (7.54b), y ésta es 

di¡ 

ll = = -24 

de he 2UL (0+) 
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Teniendo ahora el valor inicial de ¿;, y su derivada, podemos determi- 
nar las constantes de la solución total. Evaluando (7.57) en el tiempo 
inicial, 
1(0+)=B¡=12A 
Diferenciando (7.57) y evaluando en el instante inicial, 
di¡ 


=-—B, + Bz =-24 
dt lo, 


Utilizando B, = 12, esto implica que B,=-—12, y la solución (7.57) es 


iy = 12e7*(cost —sent) A 


EJERCICIOS 


EJERCICIO 7.5.2 


EJERCICIO 7.5.4 


7.5.1. Obténgase x(t) para £ > 0, donde 


dE + f di=f() 
rro q = 
x(0) =-1 


y (3) /O=10)0=*. 

Respuesta (a) Qt— D)e”" (0) 311 + 1)e7* +2t- 4 
7.5.2. Obténgase i,, 1, y v para t=0- y £=0+. ¿Alguno de estos valores 
cambia discontinuamente en t= 0? 

Respuesta Ent=0—,i,=i1,=u=0,Ent=0+,i,=2A,1,=0,u=0, 
¿, cambió discontinuamente (no es un voltaje capacitivo ni corriente inducti- 
va, y por consiguiente debe comportarse así). 
7.5.3. Obténgase a, ay y (4) de forma que la respuesta total (0),  >0 para 


seax=e"!- e72! -3cost+sent, 
Respuesta 3,2, 10 sent 
7.5.4. Obténgase la respuesta total i si las condiciones iniciales con (0+) 
= 1 y di/di[,=0. La fuente controlada tiene una transresistencia der=1 02, 
Respuesta 6e-2e%+21-3 


La respuesta de escalón unitario de los circuitos de segundo orden presentan mucha más 
variedad que la de los circuitos de primer orden, presentados en el capitulo 6 como aquellos 
circuitos caracterizados por una sola exponencial transitoria. La sorprendente diferencia 
entre las formas de las respuestas naturales de los circuitos de segundo orden sobreamorti- 
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guados, críticamente amortiguados y subamortiguados, sugiere que sus respuestas deesca- 
lón mostrarán una igual variedad, puesto que la respuesta natural es también componente 
de la respuesta de escalón. 


ROQ 


», = 1(1) V 1H 


FIGURA 7.10 Circuito para el ejemplo 7.12. 


Considérese el circuito REC en serie de la figura 7.10 impulsado por 
una fuente U¿= u(t). Determinaremos la respuesta u(2) a la fuente de 
escalón unitario. Para £< 0 no hay una fuente que estimule una res- 
puesta, e (0) =v,(0—)=0. Parat >0 


di E 
ES a] ¡(1d + v.(0+) =1 (7.58) 
dt 0+ 
o, después de diferenciar, 
d?i de 
qa FR, +4i=0 


Ésta es una ecuación descriptiva no forzada de segundo orden para la 
corriente en serieí, que se tomó en el ejemplo 7.4 para muchos valores 
distintos de R. La resistencia crítica para este circuito RLC en serie es, 
por (7.29), R¿¿=2V 4/1 =4 (2, Para este valor de R, por (7.30), 


¡=Kje ? + Kate” (críticamente amortiguada) (7.59) 


Las condiciones iniciales ¿(0+) y di/dt[p, son necesarias para determi- 
nar las constantes K| y K>. Por continuidad de la corriente inductiva, 


1(0+)=0 (7.60a) 


Evaluando (7.58) en £=0+, el término integral es cero, puesto que sus 
límites inferior y superior son iguales, v(0+) = v.(0—) = 0 por conti- 
nuidad de voltaje capacitivo, y 


co E 1 — Ri(0+) = 1 (7.60b) 
de 104 
Evaluando (7.59) en t=0+ con ((0+)=0, se obtiene K¡ =0, y al dife- 
renciar (7.59), 


o 
delo 


de forma que la corriente de malla en este caso críticamente amorti- 
guado es: 


¡== A (7.61) 


Nótese que la corriente de malla es puramente transitoria; no hay com- 
ponente de estado estable. Esto puede ser anticipado directamente del 
diagrama de circuitos en la figura 7.10, recordando que la respuesta de 
estado estable de y la respuesta en escalón coincide conforme t tiende 
a infinito. En el estado estable de el capacitor es un circuito abierto, y 
por consiguiente no puede pasar ninguna corriente, y la corriente de 
malla de estado estable, en respuesta al escalón unitario debe ser cero. 
Aquínos interesamos principalmente en la respuesta v,. Por LVK, 


ol 
Ri+ = + v, = ut) (7.62) 
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o, parat >0, 
a (1.63) 
dt 
Para el caso críticamente amortiguado conR = 40, 


d 
e OE IN PU 
V.=1-—4(te”) mA (ter) 
ve( 1) =1-e* -2te 7" V (7.64) 


Nótese que la respuesta de escalón consiste de una respuesta natural 
transitoria de la forma (7.59), más una respuesta de estado estable de 
de 1 V. En el estado estable de, el capacitor es un circuito abierto, y 
1 V es el valor del voltaje de la fuente de escalón unitario a través del 
circuito abierto. En la figura 7,11 se muestra esta respuesta de escalón 
criticamente amortiguada. 

A continuación determinaremos una respuesta de escalón unita- 
rio sobreamortiguado v¿conR =5 (2, De (7.31), 


¡=Kje *+Ke*  (sobreamortiguado) 
y utilizando las condiciones iniciales que calculamos en (7.60), 
1(0+) =0= K¡ + K> 


di 


FL =1=-K¡-4K) 


Añadiendo estas dos últimas ecuaciones, K,=-3, y sustituyéndolo en 
la primera, K, = 1/3. La corriente de malla ¡ en este caso sobreamorti- 
guado es 


1 
i= qe” e) A 


Ye 
v 


Críticamente amortiguada 
EN A O as A = 


Sobreamortiguada 
Subamortiguada 
(s) 


FIGURA 7.11 Comparación de tres respuestas en escalón. 
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Utilizando esto en (7.63), 


5 1d 
=1- Hee) lle e 
Ve ¿e en) 3qe et) 


4 1 
=1- dd + e V (7.65) 


Finalmente, determinaremos la respuesta de escalón unitario para 
un caso subamortiguado con R =3 0. La ecuación característica es 


1 
"+ ¿s+1=0 


con exponentes característicos conjugados complejos s¡ =-3+ 
jN255/8,0 


i= Kie cos y 255/8 1 + Kze*P seny255/8 + (subamortiguados) 


Utilizando las mismas condiciones iniciales que en los casos ante- 
riores, 


¿(0+)=0=K; 
di 1 
—=|. =1=-- K¡+4255/8 Ka 
dt lo, 8 


que nos da como resultado la corriente de malla 


y, por (7.63), 


V ta ——e BP sen 0 PA E 20 
: 41255 8 dt 1 /255 8 


1255 1 1255 
=1]1-e78B — A+ —— — "51 | A 7.66 
e (e 3 t+ 7 3 t (7.66) 


En la figura 7.11 también se muestran las respuestas de escalón sobre 
y subamortiguadas. 

Comparando las tres respuestas de escalón, observamos que el 
circuito críticamente amortiguado demuestra la convergencia más rá- 
pida al estado estable de 1 V. La transitoria en el caso sobreamortigua- 
do contiene dos términos, uno de los cuales tiene una mayor constante 
de tiempo (t = 1s en comparación con ; s para el caso críticamente 
amortiguado) y por consiguiente decae a cero más lentamente que el 
caso críticamente amortiguado. La transitoria en la respuesta sub- 
amortiguada es oscilatoria, y la amplitud de estas oscilaciones decae a 
cero con una constante de tiempo aún mayor, T=8 s. Por consiguiente, 
aunque la respuesta subamortiguada primero llega al valor de 1 V con 
más rapidez que las otras respuestas, “rebasa” este valor, y su verda- 
dera convergencia al estado estable es aún más lenta que el caso sobre- 
amortiguado. 
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Utilizando SPICE, estos resultados pueden comprobarse fácilmente. 
El archivo de entrada para el circuito de la figura 7.10 es 


Los resultados de las tres vueltas del programa con tres valores distin- 
tos para R, aparecen en la figura 7.12. Estas gráficas fueron generadas 
por el programa PROBE postprocesador de gráficas de PSPICE, Se 
asemejan en mucho a las expresiones calculadas (7.64) a (7.66). 

En tanto que los métodos presentados en éste y en el último capí- 
tulo pueden ser generalizados para estudiar circuitos de orden mayor 


Respuesta de escalón subamortiguado (R = 0.25 ohms) 


Fecha/hora del programa: 05/11/93 10:23:04 Temperatura: 27.0 
2.0V 
0.0 V 
Respuesta de escalón sobreamortiguado (R =5 olms) 
Fecha/hora del programa: 05/11/93 11:26:00 Temperatura: 27.0 
10V 


0.0 V 


Respuesta de escalón críticamente amortiguado (R = 4 ohms) 
Fecha/hora del programa: 05/11/93 10:25:41 
10vV 


Temperatura: 27.0 


0.0 V 


6s 8s 


FIGURA 7.12 Salida PROBE para tres vueltas de programa PSPICE. 
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(aquellos con tres o más elementos de almacenaje y exponentes carac- 
terísticos), existen métodos más eficientes para analizar estos circui- 
tos. Estas técnicas serán presentadas en el contexto del análisis de 
transformadas de Laplace en el capítulo 12. Los métodos de dominio 
de tiempo de los últimos dos capítulos, basados en la solución directa de 
ecuaciones diferenciales, son efectivas herramientas para analizar cir- 
cuitos de primero y segundo orden. Son, con menos frecuencia, el 
método elegido para analizar circuitos de orden mayor. 


EJERCICIOS 


2a 7.6.1. Obténgase v(0+), du/dt |y.,, y la respuesta de escalón unitario y del 
JOE: circuito paralelo RLC de la figura 7.4 sii¿=u(1), R=10,L= % H, C=5F. 
Respuesta v(0+)=0; du/dtlo,=9; v=3(e e) 
7.6.2. Obténgase v(0+), du/dt |o., y la respuesta de escalón unitario u del 
circuito que se muestra. 
Respuesta v(0+)=0; du/dtlo,=0; u=1- 3 (e + 4e7) 
7.6.3.  Obténgasela ecuación descriptiva para u, y la respuesta de escalón 
unitario, 


u(t) V 


Respuesta duy/d + 2(du,/dt) + v,= 0; v,=-te”* 


EJERCICIO 7.6.2 
192 


u(t) V 


EJERCICIO 7.6.3 


Los circuitos de segundo orden son aquellos que se caracterizan por una sola ecuación 
diferencial de segundo orden. Pueden ser identificados por la presencia de dos elementos 
de almacenamiento equivalentes (inductores y/o capacitores). Puede estudiarse su com- 
portamiento escribiendo y resolviendo sus ecuaciones diferenciales en el dominio de tiem- 
po, utilizando las técnicas presentadas en el capítulo 6 para circuitos de primer orden. Sin 
embargo, el comportamiento natural de los circuitos de segundo orden son mucho más 
diversos e interesantes, que varían de pares de exponenciales reales y exponenciales t-mul- 
tiplicados, a sinusoidales tanto amortiguados como no amortiguados. 


= Larespuesta natural de un circuito de segundo orden es K,e** + Kze?* donde py, p,son raíces 
distintas de la ecuación característica, o si p, es una raíz repetida, se reemplaza el segundo 
término por la forma t-multiplicada Kte?”. 
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= La respuesta natural también puede ser expresada en términos de la frecuencia natural no 
amortiguada (0, y el factor de amortiguación €. (y es la frecuencia sinusoidal en el correspon- 
diente caso no amortiguado (€ = 0), donde £ indica el ritmo del crecimiento o decaimiento 
exponencial. 


= Unsistema sobreamortiguado (€ > 1) tiene dos exponenciales reales como respuesta natural, 
un sistema subamortiguado (€ < 1) tiene una sinusoidal amortiguada, y un sistema criti- 
camente amortiguado (€ = 1) tiene una exponencial real y su forma t-multiplicada. Un 
sistema no amortiguado, con £ = 0, tiene una sinusoide puro como respuesta natural. 


= Larespuesta forzada se obtiene sustituyendo una solución forzada tentativa, que depende de 
la función forzada, en la ecuación diferencial, y haciendo coincidir los coeficientes. 


= Larespuesta total se obtiene sumando las respuestas natural y forzada, utilizando las condi- 
ciones iniciales para determinar los coeficientes en los términos de respuesta natural. 


= Larespuesta de escalón unitario llega a su valor de estado estable con más rapidez en el caso 
críticamente amortiguado. Los circuitos sobreamortiguados tienen periodos extensos de “re- 
base” o “insuficiencia”, en tanto que los circuitos subamortiguados presentan oscilaciones 
amortiguadas alrededor del valor de estado estable. 


PROBLEMAS 
7.1. Escribanse ecuaciones descriptivas para las variables in- 7.2. Escríbase una ecuación diferencial de segundo orden que 
dicadas. ¿Estos circuitos son de segundo orden? satisfaga i. 
22 1F 
—> 
1 
% 
5 % 
22 32 E 
4F  —12F 
6 PROBLEMA P7.2 
(a) 
7.3. Escríbase una ecuación diferencial de segundo orden que 
192 , Ñ ; 
sea satisfecha por ¿> en el diagrama para el problema 7.2. 
. 7.4. Escribase una ecuación diferencial de segundo orden que 
E sea satisfecha por v;. 
00 », 4KO2 y, 
O 10 
00 
sma(1) 1kQ 21H 2x0 2 pF 
220 
PROBLEMA P7.1 PROBLEMA P7.4 
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7.5. Escríbase una ecuación diferencial de segundo orden que 
sea satisfecha por v, en el diagrama para el problema 7.4. 


7.6. Repítase el problema 7.2 si el inductor es sustituido por 
un capacitor C¡F. 


7.7. Repítase el problema 7.5 si el capacitor es reemplazado 
porun inductor¿-H. 


7.8. Considérese el circuito REC que se muestra a continua- 
ción, en donde la resistencia varía respecto al tiempo. (a) Escrí- 
base la ecuación descriptiva para i. (b) Si i, e igson soluciones 
natural y forzada, ¿es su suma una solución? 


R() 


PROBLEMA P7.8 


7.9. Para la ecuación diferencial de segundo orden 


2 
= tas + ax = f(t) 
sean Xy] y xn2 las soluciones naturales, y xy], xy2 dos soluciones 
forzadas distintas. Demuestre que toda combinación lineal 
de xX,,1 Y Xn2 sigue siendo una solución natural. ¿Qué combina- 
ciones lineales específicas de xy 1 y xf2 serán soluciones forza- 
das? 


7.10. Suponga que la ecuación descriptiva de segundo orden 
general del problema 7.9 es forzada con una f(t) que es combi- 
nación lineal de m funciones forzadas. 


Fl) =bf (0 +b2f1(0 + +Dmfm(t) 


Demuestre que la solución forzada es la misma combinación 
lineal de soluciones forzadas para cada f; (£) por separado. 


7.11. Obténgase la ecuación descriptiva para ¿. 


PROBLEMA P7.11 
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7.12. Obténgase la ecuación descriptiva para Usalida ¿Es éste 
un circuito de segundo orden? ¿Un circuito de primer orden? 


L; 


PROBLEMA P7.12 


7.13. Obténgase ¿parat >0 si ¿1(0)=3 mA e¿(0)= 1 mA. 


Í 1H 2H 

E 0 0 
y 

4k8 2k8 


1k82 


PROBLEMA P7.13 


7.14. Obtenga la respuesta natural ¿(2), £ > 0 del circuito del 
problema 7.1(a) si (0) =3 A (i¿=0). 


7.15. Sii(0)=0 y v(0)= 12 V, obténganse todas las corrientes 
y voltajes. Demuestre que cada una es combinación de las dos 
mismas exponenciales. 


PROBLEMA P7.15 


7.16. Obténgase larespuesta natural (u¿=0) para v(£), £ >0 si 
v(0)=1Vei(0)=-2A. 


PROBLEMA P7.16 


7.17. Obténgase la respuesta natural ¿,(£), £ > 0 si i¡(0)=0 y 
diydily=1. 


1 
4 28 4KQ 


18 iy 19%) 12 0) 2H 
28 42 22 
MW MN NW 


PROBLEMA P7.17 


7.18. Obténganse la respuesta natural í(£), £> 0, si (a) v(0) = 
1(0)=0; (b) v,(0)=0,1(0)=1 A. 


PROBLEMA P7.18 


7.19, Obténganse valores para k para que (a) todas las res- 
puestas naturales > 0 cuando £ > oo; (b) la respuesta natural 
pueda > oo cuando £ —> oo, (c) si este es un circuito de primer 
orden. 
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PROBLEMA P7.19 


7.20. 


dx dx 
TT + ax = f(t) 


Obténgase la respuesta natural [ f(£) = 0] si a; = 14, ay=49, 
x(0)=0, y dv/dt[y=2. 


7.21. Escriba una ecuación diferencial de segundo orden no 
forzada con respuesta natural ke *sen 21 + koe cos 2£. Ob- 
ténganse k; y k» si las condiciones iniciales son x(0) = 0 y 
dx/dt|y=4. 


7.22. Obtenga la solución forzada xy (1) si £(£) = 160 +4, 
dx dx 


qn e ESO 


7.23. Obtenga la solución forzada de la ecuación del probie- 
ma 7.22 sif(1)=4e*, 


7.24. Obtenga la solución forzada a la ecuación del problema 
7.22 sif(0) =4te Y + 4e*, 


7.25. Dibuje un circuito cuya ecuación descriptiva sea 
dy dy — 
FA 27 + =2sen21, 


7.26. Obtenga la solución forzada xy (1). 


dix ¿dx 4,3 y ¿3 
de e +9x =1"e +e 


7.27. Obtenga la solución forzada vf(£) para £ > 0, 


PROBLEMA P7.27 
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7.28. Obtenga las soluciones forzadas de vyy y V77. v 


NS 


eY cos 31 A 192 


PROBLEMA P7.31 


PROBLEMA P7.28 


7.32, Obtenga la solución forzada ig ((). 


7.29. Obtenga la solución forzada iy(1). La fuente controlada 
tiene una transresistenciar=4 0, 


Na 


ES y 
cos 41 V 05) 1d 1092 


PROBLEMA P7.29 PROBLEMA P7.32 


Paralos problemas 7.33 a 7.45, suponga un estado estable de 
en t1=0- y obtenga la solución total para t > 0 para la varia- 
ble que seindica. 


7.30. Obtenga la solución forzada ig (1). 


7.33, 


2kQ 1H 


10 V 


PROBLEMA P7.30 


1k9o 


7.31. Obtenga la solución forzada ur (0). PROBLEMA P7.33 
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16V 


PROBLEMA P7.34 


7.35, 


eTlA 


PROBLEMA P7.35 


PROBLEMA P7.36 


PROBLEMA P7.37 


Problemas 


PROBLEMA P7.38 


7.39. 
PROBLEMA P7.39 
7.40. 
4H 
PROBLEMA P7.40 
7.41. 


100 Y 


PROBLEMA P7.41 
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7.46, Resuelva el problema 7.33 si el interruptor se cierra en £ 
=1l0senvezdet=0s. 


7.47. Resuelva el problema 7.34 si el interruptor se mueve ala 
izquierda en el instante £=0 y luego a la derecha en el instante 
1=1s. 


7.48. Resuelva el problema 7.38 si el interruptor se cierra en £ 
= 0 y se vuelve a abrirent=10s, 


Problemas usando SPICE 


7.49. Obténgase la respuesta de escalón unitario del circuito 
del problema 7.1. Compruébese utilizando SPICE. 


PROBLEMA P7.42 


7.43. Obténgase la solución total i(t) si R se fija en la resisten- 


A ; , ee 7.50. Obténgase la respuesta de escalón unitario. Comprué- 
cia crítica (amortiguación crítica). g Pp p 


bese utilizando SPICE. 


10V 


PROBLEMA P7.43 


¿ ; ; Ñ PROBLEMA P7.50 
7.44, Obténgase la solución total v(í) si R se fija a la resisten- 


cia crítica (amortiguación crítica). 


7.51. Obténgase la respuesta de escalón unitario. Comprué- 
bese utilizando SPICE. 


PROBLEMA P7.44 


7.45. ObténgaseR para que el circuito esté sobreamortiguado 
con constantes de tiempo 1 ms y 4 ms. 


R 1k8 


PROBLEMA P7.51 


7.52. Obténgase la respuesta de escalón unitario. Comprué- 
PROBLEMA P7.45 bese utilizando SPICE. 
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7.55. Obténgase la respuesta total ur(£) si v¿(0)=0 e (0) 
=1A. 


PROBLEMA P7.52 
PROBLEMA P7.55 


Problemas más complejos 


7.53. Obténgase las corrientes de malla para £ > 0, suponien- 


do que todas las condiciones iniciales son ceroent=0, ; ; : y 
q 7.56. Escriba dos ecuaciones diferenciales de segundo orden 


22 distintas, donde ambas tengan la misma solución forzada x¡f = 
x2y =2t+1 pero que tengan formas distintas para sus solucio- 
nes naturales. Resuelva ambas ecuaciones suponiendo condi- 
ciones iniciales cero. 


7.57. Obtenga la respuesta natural v1(2), £ > O(a) si v(0) = 

2v (5) 120) = 0; (b) si v¡(0) = ux(0)= 1 V. [Sugerencia: Resuelva la 
ecuación del nodo 1 para uz, y utilícelo para eliminar vz de las 
ecuaciones de los nodos 2 y 3.] 


S 2H 
Uv 
PROBLEMA P7.53 
1kQ 1kQ 
7.54. Obténgase la respuesta forzada va(t) si v,(1)=4 cos 2f, 
És 1 K82 ds 
PROBLEMA P7.57 


PROBLEMA P7.54 
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Charles Proteus Steinmetz 
1865-1923 


Descubrí la ecuación que |. El uso de números complejos para solver problemas de cuitos ¿ ac (conocido E 
nos permitirá transmitir | como método de fasores y que se considera en el presente capítulo) fue hecho por 
electricidad mediante co- |. primera vez por el. matemático e “ingeniero eléctrico ermano-austriaco Charles 
miente alterna a través de [AER Steinmetz, entn: documento de trabajo. presentado en 1893. Steinmetz tam- 
miles de millas. Reduje esto | bién fue notable pOr las Eb de histéresis, y pe su raacerca de la o de 


a un simple problema alge- 
braico. 


Charles Proteus Steinmetz 


mismo modo en que su obra sobre la histéresis atrajo poster nte la atención de : 
a la comunidad científica, $ sus actividades ea o a ica mientras 


o e en Estados o pecto para le compa ía General Electrio. Sudo-. 
L -cumento sobre números complejos revolucionó El análisis de el mitos ac, Sao a 
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alza 


Contenido del capítulo 


8.1 Propiedades de los sinusoides ¿m 8.7 Leyes de Kirchhoff y 


Le equivalentes de impedancia 


8.3 Fuentes complejas = 8.8 Circuitos con fasores 


" Resumen 
8.4 Fasores : ute 


8.5 LeyesI-V para fasores A Problemas 


8.6 Impedancia y admitancia 


En los dos capítulos anteriores, analizamos circuitos que contienen elementos de almace- 
namiento, y vimos que la respuesta completa es la suma de las respuestas natural y forzada. 
La respuesta natural se obtiene luego de eliminar todas las fuentes independientes, y por 
consiguiente no es función de estas fuentes, que también son conocidas como excitaciones 
(a diferencia de las fuentes dependientes, excitan respuestas sin necesidad de unirse con 
otras fuentes). En cambio, la respuesta forzada, depende directamente de la forma funcio- 
nal de excitación que se aplica al circuito, En el caso de una fuente de, la respuesta forzada 
es una respuesta (constante) dc, una entrada exponencial provoca una respuesta forza- 
da exponencial, etcétera. 

Quizá el tipo más importante de excitación es el sinusoide. Los sinusoides aparecen 
en cualquier fenómeno natural, por ejemplo en el movimiento de un péndulo, la propaga- 
ción de ondas de luz o sonido a través del espacio, y la vibración de cuerdas o vigas deacero. 
Como hemos visto, todo circuito no amortiguado de segundo orden produce una respuesta 
natural sinusoidal, y todo circuito subamortiguado de segundo orden tiene como res- 
puesta natural un sinusoide decreciente, 

En la ingeniería y tecnología eléctricas, las funciones de tiempo sinusoidales apare- 
cen en el núcleo de muchas, quizá la mayoría, de las aplicaciones más importantes. Las 
señales de transporte generadas para sistemas de comunicación son sinusoides, y el sinu- 
soide predomina en la industria de la generación eléctrica. Ciertamente, como veremos 
posteriormente en el estudio de las series de Fourier, casi toda señal útil en la ingeniería 
eléctrica puede representarse como suma de componentes sinusoidales. 

Debido a su importancia, los circuitos con excitación sinusoidal, o en circuitos ac, se 
considerará en detalle en éste y otros capítulos subsiguientes. Puesto que para todos los 
circuitos lineales la respuesta natural es independiente de la excitación, y puede ser obteni- 
da mediante los métodos de los capítulos anteriores, nos concentraremos en obtener la 
respuesta forzada a la excitación sinusoidal. Esta respuesta es importante en sí, porque para 
los circuitos estables, es la respuesta en estado estable ac la que queda, luego de que trans- 
curre el tiempo requerido para la respuesta natural transitoria. 

Interesándonos únicamente en la respuesta forzada, no nos limitaremos a circuitos de 
primero y segundo orden, como lo hicimos en los capítulos 6 y 7. Como veremos, los 
circuitos RLC de orden mayor pueden ser manejados, en lo que concierne a la respuesta 
forzada, de un modo muy similar al que fueron manejados los circuitos resistivos en el 
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capítulo 2. El descubrimiento de esta técnica de análisis de circuitos ac, que no presenta 
mayor dificultad que en el caso de circuitos dc, y que se conoce como análisis de fasores, es 
uno de los grandes logros intelectuales en el campo del análisis de la ingeniería. La ingenie- 
ría moderna, la eléctrica y otras serían inconcebibles sin la potencia y versatilidad del 
análisis de fasores, principal tema del presente capítulo. 


Dedicaremos esta sección a revisar algunas de las propiedades de las funciones sinusoida- 
les. Comencemos con la onda seno, 


v (1) = V,, sen (mí 


que aparece dibujada en la figura 8.1. La amplitud del sinusoide es Y, que es el valor má- 
ximo que tiene la función. La frecuencia en radianes, o frecuencia angular, es (9, medida 
en radianes por segundo (rad/s). 

El sinusoide es una función periódica, definida de forma general por la propiedad de 
que hay un número minimo 7 tal que, para toda £, 


v(t+T)=v(0) 


donde Tes el periodo. Es decir, la función pasa por un ciclo completo, o periodo, que luego 
se repite cada T' segundos. En el caso del sinusoide, el periodo es 


¡a (8.3) 
(49) 


como puede verse a partir de (8.1) y (8.2). Por consiguiente, en 1 s la función pasa por 1/7 
ciclos, o periodos. Su frecuencia fes por tanto 
(49) 


1 
Í=5=>% (8.4) 


vít) 


FIGURA 8.1 Función sinusoidal. 
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ciclos por segundo o hertz (abreviado Hz). Este último término, en honor al físico alemán 
Heinrich R. Hertz (1857-1894), es actualmente la unidad convencional para la frecuencia. 
La relación entre frecuencia y frecuencia de radianes, es, en base a (8.4), 


o=21nf (8.5) 


Una expresión sinusoidal más general está dada por 


v(t) = Y, sen (0 + Q) 


donde ( esel ángulo de fase, o simplemente fase. Para ser consistentes, puesto que (mí está 
expresado en radianes, 4 debe expresarse también en radianes. Sin embargo, los grados son 
una medida muy familiar para un ángulo. Por consiguiente, podemos escribir 


v= Vm sen(21 + 7) 


v= V,sen(2t + 45%) 


de manera intercambiable, aun cuando la última expresión contiene una inconsistencia 
matemática formal. En ausencia del pequeño círculo que indica los grados, la unidad para 
los ángulos será en radianes. 

La línea continua de la figura 8.2 representa a (8.6), junto con un dibujo de (8.1), en 
línea punteada. La curva continua es simplemente la curva punteada desplazada en q /0) 
segundos, o y radianes a la izquierda. Por consiguiente, los puntos en la curva continua, 
como en el caso de sus picos, ocurren y radianes, o $ /w s, antes de que los puntos corres- 
pondientes de la curva punteada. Según esto, podemos decir que Y, sen(wt +4 ) se adelan- 
ta a V,, sen wf por 4 radianes (o grados). Nótese que una fase adelantada positiva (( > 0) 
implica un desplazamiento a la izquierda de la gráfica de la función. En general, el sinusoide 


ví = Vin ¡seníwt + a) 


está adelantado al sinusoide va, = Vin2sen(ot + B) 


v(r) 


Y, sen (wt +) 


FIGURA 8.2 Dos sinusoides con fase distinta. 
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poro —B . Una expresión equivalente es que u, está retardada respecto a v; pora. —B . En 

la figura 8.2, V,, sen (wi está retardada respecto a V,,sen (0 + $ ) por $ radianes. Una fase 

retardada positiva implica un desplazamiento a la derecha en la gráfica de la función. 
Como ejemplo, considérese 


v; = 4sen(21 + 307) 

va, = 6sen(2t — 127) 
Por consiguiente v, está adelantada respecto a uv», (o vz está retardada respecto a 11) por 
30-(-12)=42*. La gráfica de v, está desplazada a la izquierda por 42" respecto a u». 


Hasta ahora hemos considerado más a las funciones seno que a las funciones coseno 
para definir sinusoides. No es importante qué forma utilicemos, puesto que 


cos (o: - 5) =sen wí (8.7) 


sen (o: + 3) = COS (wÍ (8.7b) 


La única diferencia entre los senos y cosenos es, por consiguiente, el ángulo de fase. Por 
ejemplo, podemos escribir (8.6) como 


v(t) = Vi cos (or +0- 5) 


Las ecuaciones (8.7) son entidades trigonométricas para desplazamientos de un cuarto de 
periodo, Los desplazamientos de medio periodo cambian el signo 

sen(wt + 1) = —senwt (8.8a) 

cos(wt +) =-—cos wt (8.8b) 
en tanto que los desplazamientos de periodo completo no tienen ningún efecto: 

sen(wt + 271) =senwt (8.80) 


cos(wt +27) = cos wí (8.8d) 


Para determinar en qué medida un sinusoide está adelantado oretarda- 
do respecto a otro de la misma frecuencia, primero debemos expresar 
a ambos como ondas seno u ondas coseno con amplitudes positivas. 
Por ejemplo, sea 
ví =4cos(2f + 30%) 
y vz, = —2sen(21 + 187) 
Entonces, por (8.8a), 
—senowt =sen(wt + 1805) 
y tenemos 
va, = 2sen(21 + 18” + 180?) 
= 2cos(2t + 18? + 180% — 90?) 
= 2 cos(2f + 108%) 
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FIGURA 8.3. Triángulo útil para sumar 
dos sinusoides. 


Ejemplo 8.. 


Comparando esta última expresión con v, , vemos que v; está adelan- 
tado respecto a uv, 30”— 108% =-—78", que es lo mismo que decir que Uy 
está retardada respecto a v, por 78", 

La suma de una onda seno y una onda coseno resulta en otro sinu- 
soide de esa misma frecuencia. Para mostrar esto, considérese 


Acos wt + Bsenwt 


A B 
= VA? + B? TE + —== 
VA? + B? VA? + B? 


que por la figura 8.3 puede ser escrita como 


senor | 


Acos wt + Bsenwt = y A? + B? (cos wí cos 8 +senotsenó) 


Por una fórmula trigonométrica, esto es igual a 


Acoswt + Bsenwt = y A? + B?cos(wt — 6) (8.9a) 
donde, por la figura 8.3, 


9 = tan”! E (3.9b) 
A 
Puede establecerse un resultado similar si los términos seno y coseno 
tienen ángulos de fase distintos de cero, lo que en general indica que la 
suma de dos sinusoides de una frecuencia dada, resulta en otro sinu- 
soide de la misma frecuencia. 
La conversión de la suma de un seno y un coseno puede ser rever- 
tida. Por (8.9), 


M cosíwt — 0) = Acoswt + Bsenwt (8.10a) 

donde 
A=Mcosó0 (8.10b) 
B = Msenó0 (8.100) 


La descomposición de un sinusoide en componentes seno y coseno se 
conoce como representación de cuadratura del sinusoide. 

Nótese que debemos ser muy específicos en lo que significa 
(8.9b), puesto que algunos textos de matemáticas consideran a esta 
expresión como el valor principal del arco tangente y colocan a8 en un 
cuadrante específico. Con esto queremos decir que el lado terminal 
del ángulo 0 es el cuadrante donde está situado el punto (4, B). 


Como ejemplo, tenemos 


12 
—5 cos 31 + 12sen31 = Y 5? + 122 cos E — tan”! (3)] 


= 13 cos(3t — 112.67) 


puesto que tan"1(12/-5) está en el segundo cuadrante, porque 4 =-5<0 
yB=12>0. 
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EJERCICIOS 


8.1.1.  Obténganse los periodos de los siguientes sinusoides: 
(a) 4cos(5t + 339) 
(b) cos (2: + 7) + 3sen(21 — E) 
(c) 6 cos 2771 
Respuesta (a)21/5; (b)r; (c)1 
8.1.2.  Obténgase la amplitud y fase de los siguientes sinusoides: 
(a) 3 cos 21 +4 sen 2£ 
(b) (443 — 3) cos(2t + 30%) + (3 13 — 4) cos(21 + 60%) [Sugerencia: en (b) 
expándanse ambas funciones y utilícese (8.9).] 
Respuesta (a) 5,-53,1%  (b)5,36.9* 
8.1.3. Obténgase la frecuencia de los siguientes sinusoides: 
(a)3 cos(6rT 1-10) 
(b) 4sen377t 
Respuestas (a)3; (b)60 Hz 


LO DE CIRCUITO RIC 


Como ejemplo de un circuito con excitación sinusoidal, obtengamos la corriente de malla 
forzada y en el circuito y serie REC que aparece en la figura 8,4, PorLVK, 


di y 
22 421410 | ¡(r)dr + v.(0+) = 15co0s 21 (8.11a) 
dt 04 
Diferenciando y dividiendo entre 2, 
Pildé + = + 5i = —15sen21 (8.11b) 
Dela tabla 7.1, la solución forzada tentativa es 


¡== Acos 21 + Bsen21 


Sustituyendo esto en (8.11), 
(-4A cos 21 — 4Bsen21) + (—2A sen21t +2B cos 21) + 5(4 cos 21 + Bsen2t) = —15sen2t 


2H 


15 cos 2: V E 22 


mil 


FIGURA 8.4 Circuito RLCen serie con excitación sinusoidal. 
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y agrupando los coeficientes de los términos seno y coseno, 


A+2B=0 (8.12a) 
-24+B=-15 (8.12b) 


Multiplicando por dos la primera de estas ecuaciones y sumándola a la segunda, se obtiene 
5B =-150B=-_3, y sustituyéndola en la primera, A=+6. La respuesta forzada es 


i =6c0s 2f — 3sen21 A (8.13) 


Estos dos términos de cuadratura pueden combinarse en uno, utilizando las fórmulas de 
conversión (8.10) de la sección anterior: 


M=yv6? +32 = 345 


¡= Mcos(ot — 6) = 35 cos(21 + 26.6") A (8.14) 


El método utilizado para llegar a nuestra solución (8.14) es directo, pero concordará 
el lector en que es algo laborioso para un simple circuito de una sola trayectoria cerrada. En 
particular, se hace notar la necesidad de resolver un conjunto de ecuaciones simultá- 
neas para los coeficientes de cuadratura desconocidos A y B. Para circuitos de orden mayor, 
puede anticiparse que el uso de este procedimiento es aún más laborioso. En el resto 
del presente capítulo, desarrollaremos un enfoque que ofrece una considerable ventaja 
para estos cálculos, que evitala necesidad de resolver dos ecuaciones simultáneas para los 
dos coeficientes de cuadratura A y B, y que nos permite tratar alos circuitos RLC del mismo 
modo en que tratamos a los circuitos puramente resistivos de los capítulos anteriores. El 
método utilizado anteriormente, basado en la solución de dominio de tiempo de las ecua- 
ciones diferenciales, siempre quedará disponible, pero para problemas complejos, se pre- 
ferirá el método de los fasores que se presentará a continuación. 


EJERCICIOS 


8.2.1. Obténgase la respuesta forzada vz. 
Respuesta 2 cos(4t+45%) V 


4N2 cos 41 A 


EJERCICIO 8.2.1 


8.2.2.  Repítase el ejercicio 8.2.1 si se elimina el inductor del circuito. 
Respuesta 2 cos(4t-45%) V 
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Un método alternativo para tratar circuitos con fuentes sinusoidales, que será nuestro inte- 
rés principal en este y muchos de los siguientes capitulos, involucra reemplazar las fuentes 
dadas por fuentes complejas, cuyas funciones de fuente tienen partes reales e imaginarias. 
Las corrientes y voltajes en circuitos excitados por fuentes complejas, tendrán a su vez 
valores complejos. 

Puesto que nos basaremos mucho en los números complejos y su manejo, se reco- 
mienda a los lectores no familiarizados con números complejos, o que deseen repasar sus 
conocimientos, que consulten el apéndice B. Para conveniencia, revisaremos las definicio- 
nes y propiedades más importantes de los números complejos antes de continuar. 

Cada número complejo es un punto en el plano complejo. El número complejo Á se 
escribe en forma rectangular como 


donde ¡ =V —1 es el número complejo de longitud unitaria sobre el eje imaginario en el 
plano complejo. Los números reales a y b son la parte real, denotados como a=ReA, y la 
parte imaginaria, b=1lm A, del número complejo 4. 

El mismo número complejo A puede ser representado en forma polar como 


donde | 4 |, la magnitud de A, y Za, el ángulo de A, están dados por 


14 |=V (a? +0?) (8.17a) 


QL= tan”! ' (8.17b) 


En la figura 8.5 se muestra una relación entre las formas rectangular y polar. 
La importante identidad de Euler está dada por 


ejéó=c0s0+¿sen8 


o, usando (8.18a) y (8,17), en su forma polar 


(8.18b) 
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FIGURA 8.5 Representaciones rectangular y polar. 


esta última forma de la identidad de Euler puede utilizarse para generar una útil forma 
alternativa para escribir números complejos en la forma polar. Puesto que 


A=]|A|/a =|A|(1/a) 
entonces, por (8.18b), tenemos la forma polar exponencial para un número complejo: 
A =|Aje?* (8.19) 


Las formas rectangular, polar y polar exponencial de un mismo número complejo A serán 
cada una convenientes en contextos distintos, y es esencial poderse mover de una a la otra. 


Considérese el número complejo 4 dado en la forma polar como Á = 
4 +3. Entonces | 4| =V 42+32=5 y 0.=tan! ¿= 36.9%. Por consi- 
guiente, la forma polar es 


A =5136.9 
y la forma polar exponencial es 
A =5e02 


Las tres formas describen cada una al mismo número complejo 4, el 
mismo punto A en el plano complejo. 

El comportamiento de la función exponencial compleja eJjo! es 
central en nuestro estudio. Por la forma polar de la identidad de Euler 
(8.18b), 


e/“=1 Z0wt 


Examinando esta expresión, la magnitud de la exponencial compleja 
es siempre la unidad, en tanto que su ángulo crece uniformemente al 
ritmo de un radianes por segundo, De este modo, la exponencial com- 
pleja elo? forma circulos unitarios en el plano complejo, iniciándose 
en el eje real positivo en el instante t = 0 y moviéndose contra las 
manecillas del reloj, completando un ciclo completo (o periodo), 
cada T= 21. /0 segundos. La proyección de este punto en el eje hori- 
zontal es su parte real (cos (0£), y la que se proyecta en el eje vertical es 
la parte imaginaria (sen 00/). 
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La exponencial compleja general, multiplicada y de fase despla- 
zada V,, e 00! +4) en la figura 8.6(b), es similar, excepto en que £=0 en 
su faseinicial es 4 radianes, y forma circulos de radio V,,. Por proyec- 
ción horizontal, 


Re [Vete] = V,, cosí(wt + $) 
y por proyección vertical 
Im [V,,e/0:+9] = y, sen(wt + 6) 


que puede ser verificada por inspección de la forma rectangular de la 
identidad de Euler. 

Ahora iremos al tema de nuestro interés principal, es decir, la 
aplicación de números complejos a circuitos eléctricos. Considérese 
el circuito lineal C de la figura 8.7, que tiene una fuente independiente 
Ug. Deseamos determinar la respuesta forzada a la excitación vz. Su- 
póngase que se eliminaron todas las demás fuentes independientes en 
C, así como todas las condiciones iniciales. Ahora seanf1(t) y f2(t) dos 
funciones reales cualesquiera del tiempo. Supongamos que cuando 
utilizamos la fuente Uy = f(£) medimos la respuesta forzada 1,(£), y 
cuando se utiliza U¿=fx(1), la respuesta forzada es (1), como se mues- 
tra en la figura 8.7 (a, b). Estas respuestas a las entradas reales f, y fa 
son también reales. Por el principio de proporcionalidad, multiplican- 
do la excitación f por la constante j, multiplicará la respuesta iz por el 
mismo factor. Entonces, por superposición, la respuesta a la suma f; + 

¡fa será la suma correspondiente de respuestas separadas iy + ji», como 
se muestra en la figura 8.7(c). En este caso, hemos utilizado el hecho 
de que la proporcionalidad y la superposición funcionan igualmente 
bien tanto para cantidades complejas como para las reales. 

La figura 8.7 revela una importante propiedad de los sistemas linea- 
les. Ug =f¡ + j f, es una fuente compleja arbitraria, e ¡= 1, + Jiz es su 
respuesta forzada. Puesto que ¿v es la respuesta separada a f,, que es la 
partereal de la excitación vz, larespuesta a la parte real de una fuente 
compleja es la parte real de la respuesta. Similarmente, notando que 


FIGURA 8.6 (a) Exponencial compleja e**; (b) exponencial compleja 
general V, e40t+9), 
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Circuito 
y= lineal i=1(0) 
C 


Circuito 
u=1) ES) lineal 
C 


FIGURA 8.7 (a) Respuesta a f;; (b) respuesta a f,; (c) respuesta a la 
combinación lineal f, + ¡f,. 


¡=i40 


(b) 


Circuito 
lineal 


el 


i=i (0 + ¿0 


(c) 


1, es la respuesta af, la parte imaginaria de U¿, la respuesta a la parte 
imaginaria de una fuente compleja es la parte imaginaria de la res- 
puesta. 

Esta asociación es particularmente significativa cuando la fuente 
compleja tiene la forma de una exponencial compleja U¿= Ve J(0t+9, 
Por la tabla 7.1, sabemos que la respuesta forzada a esta fuente será 
una exponencial compleja de la misma frecuencia (0, que denotamos 
como ¡ = /,,2101+8) . Una vez obtenida la respuesta a la fuente expo- 
nencial compleja V,e/(0t+9), podemos escribir inmediatamente la 
respuesta a las fuentes sinusoidales V,, cos(Wt + Q) como su parte 
real, y la respuesta a V,, sen(wt + () como su parte imaginaria. 


Volvamos a revisar el circuito RLC de la sección 8.2. Reemplazando 
la fuente sinusoidal 15 cos 21 V por la fuente compleja 15e/2* V, (8.11a) 
es 


. t 
pee +2 + 10 / (5) dr + 1.(0+) = 1501? 
dt 0+ 


Diferenciando y dividiendo entre dos, como hicimos en (8.11b), 
di di i 
ad uE ia > ¡21 
qn + dí +5i =15je 


Sustituyendo la forma tentativa ¡ = 4eJ?*, obtenemos 


(-4+ ¡24 5)4e/% = 15j01? 
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Despejando para A, 
155 
= —L =345126.6" 
1+32 
La respuesta ¡a esta fuente compleja es 4eJ2, o 
¡=(3/5126.6")e/2 =3/50/01+266) A 


donde la forma polar exponencial (8.19) fue utilizada en la última 
expresión. 

Puesto que la parte real de 15e12! es 15 cos 2£, la respuesta a la 
fuente v,¿= 15 cos 2t V es 


Re[3V58191+26:9 = 3/5 cos(21 + 26.6%) A 


que concuerda con nuestro cálculo anterior. Además, puesto que la 
parte imaginaria de 15e J2 es 15 sen 2£, podemos aplicar la fuente 
sinusoidal v¿ = 15 sen 2£, donde la respuesta sería 


Im[3V50/01+266] — 3/5sen(2t + 26.6%) A 


Como ejemplo adicional, obtengamos la respuesta forzada iy de 
e Li MITO 1 E 
qe 27 + 8í = 1242 cos(2t + 15 
Primero sustituimos la excitación real por la excitación compleja, 
vy = 12420 21+15) 


donde, para nuestra conveniencia, la fase está escrita en grados. La 
respuesta compleja ¡, satisface 
Pi di ió 
— +2 +81 = 1242 ¿0+15 
de? rr E 
y debe tener la forma general 
iy = Ae! 
Por consiguiente, debemos tener 
(44 ¡44 8)40/% = 12/20/0115 
o 201 1242/15? 
a 20e" _ 294% _2 ap) 
4+ 4 4/2 145" 


que resulta en 


iy = (3/-300 )e/2 
La respuesta a la excitación original es la parte real de la respuesta a 
esta excitación compleja: 
iy =Re i, = 3 cos(2t — 307) 


En resumen, dado un circuito excitado por una sinusoide, la res- 
puesta forzada puede obtenerse reemplazando el sinusoide por una 
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exponencial compleja, cuya parte real (o imaginaria) es el sinusoide 
dado. La ecuación descriptiva será más fácil de resolver, puesto que la 
solución forzada tentativa tendrá una sola constante indeterminada, 
en lugar de dos que requiere la solución de ecuaciones simultáneas. 
para los coeficientes. Una vez resuelta, podemos fácilmente relacio- 
nar la respuesta de excitación compleja con nuestra respuesta sinusoi- 
dal deseada, tomando la parte real de la respuesta, si la fuente 
sinusoidal original es la parte real de la fuente exponencial compleja, 
o la parte imaginaria, si es la parte imaginaria de la fuente compleja. 


EJERCICIOS 


8.3.1. (a) A partir de las ecuaciones de dominio de tiempo, obténgase la 
respuesta v si v¿ = 10e/8 V. (b) Utilizando el resultado en (a), obténgase 
la respuesta v si v¿= 10 cos 81 V. 

Respuesta (a) 2016-8319 V; (b) 2 cos(8t- 53.1% V 


10 Q 


EJERCICIO 8.3.1 


8.3.2. Obténgase la respuesta forzada v en el ejercicio 8.3.1 si 1,¿=10 sen 
81 V. (Sugerencia: sen 8£= Im ei). 

Respuesta 2 sen(8t- 53,1% V 
8.3.3. Utilizando el método de la excitación compleja, obténgase la res- 
puesta forzada ¡ si v¿= 20 cos2£V. 

Respuesta 2 cos(2t+36.9% A 
EJERCICIO 8.3.3 8.3.4,  Repítaseel ejercicio 8.3.3 si v¿= 1600841 V, 
Respuesta 2c05s4f A 


Los resultados obtenidos en la sección precedente pueden expresarse en una forma más 
compacta utilizando las magnitudes llamadas fasores, que presentaremos en esta sección. 
El método de fasores para analizar circuitos se atribuye de manera general a Charles Pro- 
teus Steinmetz (1865-1923), un famoso ingeniero eléctrico que realizó investigaciones 
para la compañía General Electric durante los primeros años de este siglo. 
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Nuestro interés es la respuesta forzada de un circuito a una excitación sinusoidal en 
la frecuencia () . Cada fuente sinusoidal puede ser expresada como un coseno 


Vglt) = Vin cos(wt +) 


Supóngase que sustituimos cada fuente por una fuente exponencial compleja dada por 


UgL(1) = Velo to 


Comparando estas dos expresiones, podemos ver que la fuente compleja tiene la misma 
frecuencia wm, y que la fuente original es la parte real de la fuente compleja que elegimos 
para sustituirla. 

Considérese la respuesta forzada en el nuevo circuito. Puesto que está excitada por 
fuentes exponenciales complejas de frecuencia (o, todas las corrientes y voltajes también 
serán exponenciales complejas de frecuencia (0. Esto surge de la forma de la solución 
forzada tentativa 4eJ%, Entonces, cada corriente será de la forma 


O) =]ejo' 


y cada voltaje será de la forma 


vi(t)= Veja (8.20b) 


dondel y V son números complejos. DefiniremosI y V como fasores, es decir, los números 
complejos que multiplican e/v* en las expresiones para corrientes y voltajes. Para distin- 
guirlos de otras magnitudes, los fasores serán representados en negritas. Las unidades para 
los fasores son las mismas que las corrientes y voltajes con las que están asociados, por 
consiguiente, en (8.20) [hereda las unidades de ¡,, que generalmente son amperes, y V tiene 
las mismas unidades del voltaje v,, generalmente en volts. 

De este modo, los fasores quedan definidos en términos de la respuesta de excitacio- 
nes complejas, pero la importancia de los fasores yace en su relación directa con las res- 
puestas sinusoidales. En el circuito sinusoidal con el que iniciamos la presente discusión, 
todas las respuestas forzadas son sinusoides con frecuencia (y. Sea una de estas respuestas 
v(t). Luego de sustituir las fuentes exponenciales complejas, la misma variable de respues- 
taserá uv, (1) = Velo! donde V=|V [48 es su fasor de voltaje. Pero recordemos de la sección 
anterior que la respuesta a la parte real de una fuente es la parte real de la respuesta. Puesto 
que la fuente sinusoidal V,, cos((w £+ 4 ) es la parte real de la fuente compleja 


Y, cosíwt + p) = Re(Vnel(0+9) (8.21) 
entonces la respuesta sinusoidal v(r) es la parte real de la respuesta compleja v,(t), o 
v(t) = Re(Ve!”) 
Utilizando la forma exponencial polar para V, y tomando la parte real, 
v(t) = Re(|Vle/%e/%) = |V| cos(wt + 0) (8.22) 
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Nótese la relación directa entre el sinusoide v(t) y su fasor V. Por (8.22), [V] es la 
amplitud de v(t) y O suángulo de fase, La amplitud del sinusoide es la magnitud de su fasor, 
y el ángulo de fase del sinusoide es ángulo de su fasor. De este modo, podemos escribir 
inmediatamente en la corriente o voltaje sinusoidal, una vez calculado su fasor. 


Figura 8.8 Circuito para el ejemplo 8.6. 


Suponeren la figura 8.8 que U¿=6.cos21V. Puesto que v¿=Re(6eJ21), 
utilizaremos U¿1 = 6e)2'V como nuestra fuente exponencial compleja. 
La ecuación descriptiva es 


La solución forzada tentativa es ¿, = 4e22, y aplicando esto a la ecua- 
ción anterior, 


(12 +4 4e/2 = 61 


6 
= = 1,34/-26.6" 
A 1472 1.34/ 


La solución forzada es ¡, =4e/2, o 
i1 = (1.34/-26.6)e/% A 


La representación de fasor de ¡| es 1= 1.344—26.6* y la respuesta 
sinusoidal es 


i = Re(i,) = 1.34 cos(2t — 26.6%) A 


Comenzando con la forma coseno V,, cos(w t+ 4 ) para cada fuen- 
te, concluimos que cada respuesta debe ser también un coseno (8.22) 
de la misma frecuencia, cuya amplitud y fase son la magnitud y ángulo 
del fasor asociado. Para preservar esta asociación, sila fuente sinusoi- 
dal está dada en la forma V,, sen(( £+( ), la convertiremos a la forma 
coseno utilizando (8.7b), repetida aquí como 


cos(wt + $ — 90%) =sen(wt + p) 


En la tabla 8.1 se muestra la relación entre estas dos fuentes y sus 
fasores. 


Fuente Fuente compleja  Fasor de fuente 


Acos(0r+p) 40/00 AZÓ 


Asen(or+9)  Aeiet9%)  4/g-900 
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Para obtener la respuesta forzada ¡(£) en la figura 8.9(a), reemplazare- 
mos la fuente 36 cos(2£ + 30%) V por la fuente compleja 36e/0:+309 Y y 
la fuente 2 sen(2t— 159) A, en base a la tabla 8.1, por 2e/(2:-105%) A, 
Analizando la figura 8.9(b), la ecuación de malla única es 


4 + - [11 — A 3667 01+30) 


di e ¡(Qr+30% . ¡(21 105% 
e iy = 120 0090 — ¡qe 10 
dt 3 


Combinando los términos en el lado derecho, 
(120130 — ¡ge 1109) 212 = (12/30"—4/-15%)e/% = (9.6147.1*)0 0 


Utilizando la forma tentativa ¡, = Ae/?, 
4 , . 
(324 + que” = (9.6147.1*)e/* 


y resolviendo para A, 


_9,6L47.1 
—4/3+32 

De este modo, tenemos i, = (4.0 4-9.2%)eJ2 A. El fasor asociado 
con esta corriente es 4.0 49.2 A, y de ahí que la corriente sinusoidal 


correspondiente ¡(1) tiene una amplitud 4.0 A y un ángulo de fase 
9.2%, 0 


= 4,049.22 (8.23) 


¿(t) = 4.0 cos(21 — 9.2%) A 


36 cos (21 + 309) V 


a 2sen(21 — 15% A 


(a) 


36012: +30) y 2eH2— 105%) y 


FIGURA 8.9 (a) Circuito original; (b) después de sustituir la fuente. 
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En el ejemplo precedente queda ilustrada una cuestión de considerable significado prácti- 
co. Nuestro trabajo con fasores nos ahorrará mucho tiempo y esfuerzo en comparación al 
uso de sinusoides reales, pero sólo si estamos equipados con las herramientas adecuadas. 
Para utilizar el método de fasores, necesitamos poder realizar cálculos como los de (8.23) 


IATA rias 
aj 9, 

rápida y eficientemente. Esto requiere del apoyo de cálculos adicionales a las operaciones 
aritméticas requeridas, y que serepetirán con tanta frecuencia en el curso de los cálculos de 
circuitos mediante fasores: suma, resta, multiplicación y división de números complejos, y 
también conversiones de la forma polar a la rectangular, y de la rectangular a la polar. Es 
sumamente deseable tener acceso a una calculadora electrónica que pueda realizar cál- 
culos con tipos de datos complejos, aritmética compleja de cuatro funciones, y conversio- 
nes ra p y p ar con una sola tecla. En tanto que cualquier calculadora con teclas seno, 
coseno, arco tangente y raíz cuadrada nos permitirá realizar todos los cálculos requeridos, 
son preferibles aquellas con teclas de apoyo para aritmética compleja. Serequerirán menos 
tecleos para resolver un problema dado, y los golpes de teclas se traducen en tiempo y 
desconcentración mental de los conceptos en el problema de circuitos que se trata. Todo 
gran fabricante de calculadoras ofrece una línea de máquinas adecuadas, y a precios relati- 
vamente económicos. 

Finalmente, en nuestro trabajo con fasores nos basaremos en el principio de que la 
respuesta a la parte real de una fuente compleja (es decir, la respuesta a una fuente coseno), 
puede ser calculada como la parte real de la respuesta (es decir, la parte coseno de una 
exponencial compleja). Es también posible utilizar otro resultado de la sesión prece- 
dente, en el sentido de que la respuesta a la parte imaginaria de una fuente compleja es 
la parte imaginaria de la respuesta, para desarrollar un segundo tipo de análisis de 
fasores basados en senos y partes imaginarias, en vez de cosenos y partes reales. Puesto 
que cada tipo de análisis de fasores es suficiente, la forma alternativa de análisis de 
fasores no será considerada con el presente texto, excepto en uno de los problemas al final 
del capítulo. Utilizaremos los fasores basados en cosenos y partes reales, como en (8.22) y 
en los ejemplos. 


EJERCICIOS 


8.4.1.  Obténgase la representación en fasores de (a) 6 cos(21+ 45%), (b) 4 
cos 21 + 3 sen 21, y (c) 6 sen(5t- 659). 

Respuesta (a) 6445”; (b)54-36.9%; (c)6.425" 
8.4.2.  Obténgase la función de dominio de tiempo representada por los 
fasores (a) 10.4-17", (b) 6 +8, y (c) $6. En los tres casos, ( =3, 

Respuesta (a) 10 cos(31— 17"); (b) 10 cos(3£ + 53,19); 
(c) 6 cos (31 90%) 


_LEYESEVPARA FASORES 


En la presente sección, demostraremos que las relaciones entre voltajes de fasor y corrien- 
tes de fasor para resistencias, inductores y capacitores son muy similares a la ley de Ohm 
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para resistencias, De hecho, el voltaje del fasor es proporcional a la corriente del fasor, 
como en la Ley de Ohm. 

! Considérese un circuito en donde todas las corrientes y voltajes tienen la forma 4eJ0!, 
Este será el caso cuando las fuentes sinusoidales sean sustituidas por exponenciales com- 
plejas, y nos interesemos únicamente en la respuesta forzada. 

Para el resistor de la figura 8.10, 


v=Vel" (8.24a) 
¡=10/* (8.24b) 


donde V e I son fasores. Por la ley de Ohm, aplicada a (8.24), 
Velo! — RIe/o (8.25) 


o, cancelando los factores eJo*, 


De este modo, el fasor o relación de dominio de frecuencia para la resistencia, es exacta- 
mente la de una relación de dominio de tiempo. Las relaciones corriente-voltaje para la 
resistencia están ilustradas en la figura 8.11. Con V = V,,e/9v e I=/,,e/%1, (8,26) se convierte en 


Vin 27% = (RImyelt 


es decir, la magnitud del fasor de voltaje es igual a la magnitud del fasor de corriente 
multiplicado porR, y los ángulos son los mismos. Recordando que la magnitud de un fasor 
es la amplitud de su sinusoide, y que su ángulo es el ángulo de fase del sinusoide, tenemos 
la figura 8.11. Nótese que puesto que (y= 0), la corriente y voltaje están en fase. 


(a) (b) 


FIGURA 8.10 Relaciones de corrientevoltaje para una resistencia R en el (a) 
dominio de tiempo (b) dominio de frecuencia. 
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FIGURA 8.11 Ondas de voltaje y corriente para una resistencia. 


Como ilustración, supongamos que el voltaje 


v= 10cos(1001 + 30%) V 


se aplica a través de una resistencia 5-(2, con la polaridad indicada en 
la figura 8.10(a). Por consiguiente, el voltaje de fasor es 


V = 10/30? V 
y la corriente de fasor es 
v 10/30 
1= R = = = 130 A 


Por consiguiente, en la línea de tiempo tenemos 


i = 2 cos(1001 + 30%) A 


Esto es simplemente el resultado que obtendriamos utilizando la ley 
de Ohm. 
En el caso del inductor, sustituyendo los voltajes y corrientes 
complejos en la relación de dominio de tiempo 
di 
v=L> 
dt 
con lo que obtenemos 


v, ejortév) =L£=1 e orten 
id dt [In ] 


po joLIye (aten 


Nuevamente, dividiendo el factor e/% e identificando los fasores, ob- 
tenemos la relación del fasor 
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v= Ldi/dt 


(a) (b) 
FIGURA 8.12 Relaciones corrientevoltaje para un inductor £ en el (a) 
dominio de tiempo (b) dominio de frecuencia. 


De este modo, el voltaje de fasor de V, como en la ley de Ohm, es 
proporcional a la corriente de fasor Í, con el factor de proporcionali- 
dad¡w L. Las relaciones corriente-voltaje para el inductor aparecen en 
la figura 8.12. 

Si la corriente del inductor está dada por i=1cos(Ot++( ;), enton- 
ces por (8.27), el voltaje de fasor es 


V= (¡OL Un[d1) 


= WLIn/ $, + 902 
puesto quej= 1/90*. Por consiguiente, en el dominio de tiempo tene- 


mos 
v =wL],, cos(wt + fp] + 907) 


Podemos ver que en el caso de un inductor, la corriente está retardada 
en 90” respecto al voltaje. Otra expresión que se utiliza es que la co- 
rriente y el voltaje están fuera de fase en 90%. Esto se muestra gráfica- 
mente en la figura 8.13, 


FIGURA 8.13 Ondas de voltaje y corriente para un inductor. 
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Finalmente, consideremos el capacitor. Sustituyendo el voltaje y 
corriente complejos en la relación de dominio de tiempo, 


du 
¿O 
a 


esto da la relación compleja, 
Ly e ec+6n pan CA [Une 2] 
di 
= joCV,, e ot+ov) 


Nuevamente dividimos por e/0! e identificamos los fasores a fin de 
obtener la relación de fasor 


I= jwCV (8.28) 


De este modo, el voltaje de fasor V es proporcionado a la corriente de 
fasorlI, con el factor de proporcionalidad dada por 1/jw C. Las relacio- 
nes corriente-voltaje para un capacitor de los dominios de tiempo y 
frecuencia aparecen en la figura 8.14. 

En el caso general, si el voltaje de capacitor está dado por u = V,, 
cos(wtf + d y) entonces por (8.28) la corriente de fasor es 


I = ¡oCAVn!by ) 
= 0C Vn/ dy +90? 
Por consiguiente, en el dominio de tiempo tenemos 


¡ =0CV,, cos(wt + py + 907) 


¡ = Cdv/dt I=jwCV 
—> —>— 
+ + 
v 


(a) (b) 


FIGURA 8.14 Relaciones de corrientevoltaje para un capacitor en el 
(a) dominio de tiempo y (b) dominio de frecuencia. 
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FIGURA 8.15 Ondas de voltaje y corriente para un capacitor. 


que indica que en el caso de un capacitor, la corriente y voltaje están 
fuera de fase, donde la corriente se adelanta al voltaje 90%. Esto se 
muestra gráficamente en la figura 8.15. 


Como ejemplo, si v=10 cos(1001+ 309) se aplica a través de un capa- 
citor de 1-uF, entonces por (8.28), la corriente del fasor es 
I = ¡(100)(10"%)(10/30%) A 
= 1/120-mA 
De este modo, la corriente de dominio de tiempo es 
i = cos(1001 + 120”) mA 


por consiguiente, la corriente está adelantada al voltaje en 90%, como 
debe ocurrir en todo capacitor. 


8.5.1. Utilizando fasores, obténgase la corriente en estado estable ac ¿si u 
= 12 cos(10001 + 30%) V en (a) la figura 8.10(a) para R = 4 kQ; (b) figura 
8.12(a) para L = 15 mH; y (c) figura 8.14(a) para C=3pF. 

Respuesta (a) 3 cos (10001+30%) mA; (b) 0.8 cos(1000:-609) A; 
(c) 6 cos(10001+ 120%) mA 
8.5.2. En el ejercicio 8.5.1, obténgase ¡en cada caso £= 1 ms, 

Respuesta (a) 0.142 mA; (b) 0.799 A; (c)-5.993 mA 
8.5.3. — ¿Para qué £ en la figura 8.12 producirá un voltaje sinusoidal de 
amplitud en 20 V una corriente de amplitud 4-mA en (m =500 rad/s? 


Respuesta 10 H 
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Consideremos ahora un circuito general con dos terminales accesibles, como se muestra en 
la figura 8.16. Si el voltaje y corriente de dominio de tiempo en las terminales están dados 
por 


v= V,, cos(wt + y) (8.30a) 
i = [, cos(wt +1) (8.30b) 


entonces las cantidades de fasor en las terminales son 


V = Vn/óv 
I= 11/61 


Definimos la proporción de voltaje de fasor contra la corriente de fasor contra la 
impedancia del circuito que denotamos por Z. Es decir, 


(8.31) 


V=Z1 (8.32) 


y, por (8.31), v 
Z =1Z|/67 = 77% dv —Ór (8.33) 


donde | Z| es la magnitud y 4, el ángulo de Z. Evidentemente, 


Y 
[21=>3>, 07 = by — 07 


La magnitud de la impedancia es la proporción de magnitudes de voltaje contra fasores de 
corriente, el ángulo es la diferencia de los ángulos de fasor de corriente y de voltaje. 

Como puede verse en (8.32), en un circuito general la impedancia juega el papel 
desempeñado por laresistencia en los circuitos resistivos. Ciertamente, (8.32) es muy simi- 
lar a la ley de Ohm; al igual que la resistencia, la impedancia se mide en ohms, siendo una 
proporción de volts contra amperes. 


FIGURA 8.16 Circuito de fasor general. 
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FIGURA 8.17 
Representación gráfica 
de la impedancia. 


Es importante enfatizar que la impedancia es un número complejo, siendo la propor- 
ción de dos números complejos, pero no es un fasor, es decir, no tiene su correspondiente 
función sinusoidal de dominio de tiempo, como ocurre en el caso de los fasores de voltaje 
y de corriente. La impedancia es una constante compleja que multiplica un fasor para 
producir otro. 

La impedancia Z está escrita en forma polar en (8.33); en su forma rectangular, gene- 
ralmente está denotada por 


donde R = Re Zes la componente resistiva, o simplemente resistencia, y X= Im Z es el 
componente reactivo, o reactancia. En general, Z= Z (¡0 ) es una función compleja dejo, 
peroR=R(0) y X=X(0 ) son funciones reales de (y. Tanto R comoX, al igual que Z, están 
medidos en ohms. Evidentemente, comparando (8.33) y (8.34), podemos escribir 


1Z| = VR? + Xx? 


dz = tan”! pe 

A R 
y R =|Z]|cos bz 
X = |Zlsen bz 


Estas relaciones se muestran gráficamente en la figura 8.17. 


Como ejemplo, supongamos en la figura 8.16 que V = 10/56.9? V 
y I= 2/20? A. Entonces tenemos 


10/56.9* 
= == = 5/36.9 92 
Z= =>. = 5362 


en su forma rectangular, esto es 


Z = 5(c0s 36.9” + ¡sen36,9”) 
=4+j3 90 


Las impedancias de resistencias, inductores y capacitores pueden 
obtenerse fácilmente de sus relaciones V—_I de (8.26), (8.27) y (8.29). 
Distinguiendo sus impedancias con los subíndices R, £, y C, respecti- 
vamente, tenemos, de estas ecuaciones y de (8.32) 


Z¿=R 


Z, =j0L =0LZ90" 
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En el caso de una resistencia, la impedancia es puramente resisti- 
va, y sureactancia es cero. Las impedancias de inductores y capacito- 
res son puramente reactivas, teniendo componentes resistivos cero. 
La reactancia inductiva está denotada por 


de forma que 


Zi =jXz 


y la reactancia capacitiva está denotada por 


y de este modo 


Zo = jXc 


Puesto que 6, L y Cson positivos, vemos que la reactancia induc- 
tiva es positiva, y la capacitancia inductiva es negativa. En el caso 
general de (8.34), tenemos X= 0, en cuyo caso el circuito parece ser 
resistivo; X> 0, en cuyo caso su reactancia parece ser inductiva; y 
X < 0, en cuyo caso la reactancia parece ser capacitiva. Como vere- 
mos, estos casos son posibles cuando hay resistencia, inductancia y 
capacitancia en el circuito. Como ejemplo, el circuito con impedancia 
dada por Z= 4 + 3, que acabamos de considerar, tiene una reactan- 
cia X= 3, que es del tipo inductivo. En todos los casos de circuito 
pasivo, la resistanciaR no es negativa. 

El recíproco de la impedancia, denotado por 


seconoce como admitancia y es análoga ala conductancia (el recípro- 
co de la resistencia) en circuitos resistivos. Evidentemente, puesto que 
Zes un número complejo, también lo es Y. La representación conven- 
cional es 
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Las magnitudes G=Re Y y B=Im Y se conocen respectivamente como 
conductancia y susceptancia y están relacionadas con los componen- 
tes de la impedancia por 


1 1 
Y=G+jB=== 
AS E 


Las unidades de Y, G, y B están todas en siemens, puesto que en gene- 
ral Y es la proporción de una corriente contra un fasor de voltaje, 

Para obtener la relación entre las componentes de Y y Z, podemos 
racionalizar el último miembro de la ecuación anterior, que resulta en 


1 R=jX 
G+jB= rá , 
R+jX R-=jX 
_R-jX 
— R4X? 


Igualando las partes real e imaginaria, obtenemos 


R 
REX 
Xx 
REX? 


G 


Por tanto, notamos que R y G no son recíprocos, excepto que en el 
caso puramente resistivo (X= 0). Similarmente, X y B nunca son 
recíprocos, pero en el caso puramente reactivo (R = 0) son recíprocos 
negativos. 


Como ejemplo, si tenemos 


Z=4+j3 
Entonces 


1 o O 
4433 4432 25 %25 


3 


Por consiguiente, G=3 y B=->% 


Otros ejemplos son 
YR=G 
Y, = 1 
a joL 
Ye = juC 


que son las admitancias de una resistencia con R = 1/G, un inductor, y 
un capacitor. 
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EJERCICIOS 


8.6.1.  Obténgase la impedancia en las terminales de un subcircuito R£ en 
serie, en las formas rectangular y polar. 


Respuesta R+ joL, y R?+w?L?/tan7? oL/R 


8.6.2.  Obténgase la admitancia en las terminales de un subcircuito R£ en 
serie en sus formas rectangular y polar. 


Respuesta Pa oz == / - tan”! E 
R+0L2 Rar yr m0 


8.6.3. Obténgase la conductancia y susceptancia si Zes (a) 3 +4, (b) 0.4 
v2 
+50.3, y (c) 45. 


Respuesta (a)0,12,-0.16; (b)1.6,-1.2; (c)1,-1 
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Si una excitación compleja, digamos V,,e(01+8), se aplica un circuito, entonces los voltajes 
complejos, tales como V¡eo1+8), Ye jo 1+8), y así sucesivamente, aparecen a través de 
los elementos del circuito. Aplicando LVK alrededor de una trayectoria cerrada típica, 
resulta en una ecuación de la forma 


Ye (0+90 + Ve j(0t+e) qeda Vyeier+9m =0 


Dividiendo entre el factor común e/0! obtenemos 


V¡+V,+...+Vy=0 


donde 
Va =VrlOL,  n=1,2,...,N 
son los voltajes de fasor alrededor de la trayectoria cerrada. Por consiguiente, LVK es 


vigente para los fasores. También se establecerá un desarrollo similar para LCK, En cual- 
quier nodo con Nramales conectados, 


donde 


L, = 11/05, n=1,2,...,N 


Por consiguiente, LCK rige para los fasores. 

En circuitos con excitaciones sinusoidales con una frecuencia común 0), sinos inte- 
resamos únicamente en la respuesta forzada, o de estado estable ac, podemos obtener las 
corrientes o voltajes de fasor de todo elemento, y utilizar las leyes de Kirchhoffpara com- 
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pletar el análisis. Por consiguiente, el análisis es idéntico al análisis de circuitos resistivos 
delos capítulos 2, 4 y 5, donde las impedancias reemplazan a las resistencias, y los faso- 
res reemplazan a las corrientes y voltajes de dominio de tiempo. Una vez obtenidos los 
fasores, podemos convertirlos inmediatamente a las respuestas sinusoidales de dominio de 
tiempo de la forma acostumbrada. 


Como ejemplo, consideremos el circuito de la figura 8.18, que consis- 
te de N impedancias conectadas en serie. Por LCK para fasores, la 
corriente de fasor única 1 pasa por cada elemento. De este modo, los 
voltajes que se muestran a través de cada elemento son 


V¡ =Z¡I 
V, = Zol 
Vw = Zyl 


y por LVK alrededor del circuito, 


V=V,+V2+->+Vy 
= (21 +Z2+:::+2Zy)1 


Puesto que también debemos tener de la figura 8.18 


V = Zogl 


donde Z+ es la impedancia equivalente que se mide en las terminales, 
esto implica que 


como en el caso de las resistencias en serie. 


FIGURA 8.18 Impedancias conectadas en serie. 
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Similarmente, como en el caso de las conductancias en paralelo 
del capítulo 2, la admitancia equivalente Y¿¿ de N admitancias en pa- 
ralelo es 


En el caso de dos elementos paralelos (N=2) tenemos 


Y+hL Z +2, 


De forma similar, las reglas de división de voltaje y corriente ri- 
gen para los circuitos de fasor, con impedancias y magnitudes de do- 
minio de frecuencia, exactamente del mismo modo que rigen para 
circuitos resistivos, con resistencias y magnitudes de dominio de 
tiempo. En el ejercicio 8.7,2 se pide al lector establecer estas reglas. 


Por ejemplo, volvamos al circuito REC considerado en la sección 8.2. 
Enla figura 8.19(a) y (b) se muestra el circuito y el circuito de fasores. 
Por LVK en el circuito de fasores, 


_Ejemplo 8.13 | 


Zc1+Z¡1+ RI1= 15/0 
Q-— pM= 15/40 


para la que la corriente de fasor es 


15 
I= -— =345/26.6* A 

2] 
2H j4o 
AID 

15 cos 21 V 3 29 150” V 0) 22 

1 -j5 80 
jor a 


(a) (b) 


El 


FIGURA 8.19 (a) Circuito en el dominio de tiempo; (b) circuito de 
fasores. 
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Por consiguiente, en el dominio de tiempo tenemos el mismo re- 
sultado que antes, aunque ahora calculado con considerablemente 
menos esfuerzo: 


¡=3V5 cos(2t + /26.6) A 


Un método alternativo de solución, es observar quela impedancia 
Z vista en las terminales de fuente es la impedancia del inductor, Z, = 
jo L=j4, la resistencia Zp=R =2, y el capacitor, Z¿= 1/jm C=-75, 
todos conectados en serie. Por tanto, 
Z=j4+2+(-j5)=2- ¡9 


A 
L 2] 
como lo obtuvimos anteriormente. 

Esta capacidad de tratar inductores, capacitores y resistencias 
como elementos del tipo genérico impedancia, sin distinguir entre 
ellos al escribir ecuaciones de circuitos, es una de las principales for- 
talezas del método de fasores. Se pueden simplificar circuitos REC 
utilizando equivalentes series-paralelo, divisores corriente-voltaje, y 
transformaciones de Thevenin-Norton, del mismo modo en que se 
trataron los circuitos puramente resistivos. Las impedancias en serie 
suman, las corrientes a través de impedancias en paralelo dividen en 
proporción a sus admitancias, y asi sucesivamente, sin importar las 
identidades específicas (R, Lo C) de las impedancias involucradas. 


En la figura 8.20 deseamos obtener ¡(£) en estado estable. Utilizando 
equivalentes de impedancia en seric-paralelo, 


3(2 — j2) 
Zí = ———— =1.45- j0.621 Q 
300 d 
CIDZ+ 3D 
Za) = >= =0,583 — j0.75 Q 
REE AAN d 


de forma que la impedancia equivalente es 


1 
Zey = 3 + Za = 1.083 — j0.75 9 


ls 12/14 12/14” 


A AS ITA 
Zea 1.083= j0.75 


Deeste modo, recordando que (1 = 1 rad/s, 
i(t) =9.11 cos(t + 48.7%) A 
Que es la corriente de estado estable ac deseada. 
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12 cos (t+ 14%) V 1F 392 22 


(a) 


¡20 


12414 V 


os Z) > Z; 
(b) 


FIGURA 8.20 (a) Circuito en el dominio de tiempo; (b) circuito de 
fasores. 


EJERCICIOS 


8.7.1.  Derivese(8.41). 
8.7.2.  Demuéstrese en (a) que la regla de división de voltaje 


Z 
V= “y, 
Z1+2Z 


y en (b) que la regla de división de corrientes, 


Y) Zi 
Y +Y Z1+2Z2 


son válidas, donde Z, =1/Y, y Z,=1/Y. 


(a) (b) 


EJERCICIO 8.7.2 
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8.7.3. Obténgase la corriente de estado estable ¿ mediante fasores. 
Respuesta 2 cos(8t£-36.9%) A 


lO cos 8: V 


EJERCICIO 8.7.3 


8.7.4. Obténgase el voltaje de estado estable v en el ejercicio 8,7,3 utili- 
zando fasores y división de voltajes. 
Respuesta 10 cos(8t—126.9%) V 


Como lo sugiere la discusión de la sección anterior, podemos omitirlos pasos de obtener la 
ecuación descriptiva en el dominio de tiempo, reemplazando las excitaciones y respuestas 
por sus funciones forzadas complejas, y luego dividiendo la ecuación entre e/% para obte- 
ner la ecuación de fasores. Basta simplemente comenzar con el circuito de fasores, que 
definiremos como el circuito en el dominio de tiempo con voltajes y corrientes sustituidas 
porsus fasores y los elementos identificados por sus impedancias. La ecuación descriptiva 
obtenida de este circuito es la ecuación de fasores. La solución de esta ecuación es el fasor 
respuesta que entonces puede ser convertido a la respuesta de dominio de tiempo. 

El procedimiento de comenzar con el circuito de fasor para obtener la respuesta de 
fasores idéntica ala que seutilizó anteriormente en circuitos resistivos. La única diferencia 
es que las impedancias sustituyen a las resistencias. 


Comoejemplo, obtengamos la corriente deestado estable ¡en la figura 
8.21(a). El circuito de fasores, que aparece en la figura 8.21(b), se 
obtiene reemplazando las fuentes de voltaje y las corrientes por sus 
fasores, y marcando los elementos con sus impedancias. Enel circuito 
de fasores, la impedancia vista de las terminales de fuente es 


21 BACA 


Z= 
3+ 3-33 
=4- 39 
Por consiguiente, tenemos 
5/0 5/0 
I, = sn = = 1/36.99 
4=j3  5/-36.9 
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á 12 ¿ 


38 
1 
5 cos 31 V GE 
1H 
(a) 
I I 
iS 12 y 
39 
sZovV -j3 2 
e 


(b) 


FIGURA 8.21 Circuitos RLC en el dominio de tiempo y fasor, 


y, por división de corrientes 


3+ 3 
= 4 = V2/81.90 A 
343-337 va 


En el dominio de tiempo, la respuesta es 


¡= V2cos(3t + 81.9) A 


Enel caso de una fuente dependiente, como una fuente de kv, volts, controlada por un 
voltaje v,, aparecerá en el circuito de fasores como una fuente AV,., donde V, es la repre- 
sentación de fasores de v,, porque v,= V,, cos(wt + $ ) enel dominio de tiempo seconvertirá 
en V,, e/(01+9 cuando se aplique una excitación compleja. Dividiendo luego entre e/o! las 
ecuaciones, deja a v, representada por su fasor V,e$ , Del mismo modo, kv,= kV, cos(wt + 
Q) está representada por su fasor kV, e/%, quees k veces el fasor de v,.. 


Como ejemplo de un circuito que contiene una fuente dependiente, 
consideremos la figura 8.22(a), en la que se pide como condición ob- 
tener el valor de estado estable de ¿. El circuito de fasores correspon- 
dientes aparece en la figura 8.22(b). Puesto que los circuitos de fasores 
se analizan exactamente como circuitos resistivos, podemos aplicar 
LCK en el nodo a en la figura 8.22(b), lo que resulta en 


AE Ae A (8.43) 
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3 cos 41 A 


29 


3L0A v 


(b) 


FIGURA 8.22 (a) Circuito que contiene una fuente dependiente; 
(b) circuito de fasores correspondiente. 


Por la ley de Ohm, tenemos que V, = 41, que sustituido en (8.43) nos 
da 


1 
¡214 ¿(4D = ¡6 


—j6 6/—90 


ia 2-2 2/2/45 -=+ 


—=(-4? A 


Por consiguiente, tenemos 


3 
¡= —.Cos (41 —- 45%) A 
o 


En el caso de un op amp, el circuito de fasores es igual al circuito 
de dominio de tiempo. Es decir, un op amp ideal en el circuito de domi- 
nio de tiempo aparece como un op amp ideal en el circuito de fasores, 
porque las ecuaciones de dominio de tiempo 


i¡=0, v=0 


que caracterizan la corriente hacia, y el voltaje através, de las termina- 
les de entrada retienen la firma idéntica, 


1=0, vV=0 


en las ecuaciones de fasores. 


El análisis de fasores es ciertamente una herramienta de gran potencia y versatilidad. 
Esto puede ser ya evidente por nuestro trabajo en el presente capítulo, y será enfatizado al 
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basarnos en el análisis de fasores para explorar importantes materias como la potencia de 
estado estable ac en los siguientes capítulos. Sin embargo, toda herramienta tiene un rango 
de aplicabilidad limitado, y es útil para recordaros estos límites. 

La primera precaución es que los fasores son útiles para obtener únicamente las res- 
puestas forzadas. Si se desea la respuesta natural, debe utilizarse otra herramienta. Ade- 
más, si se requiere la respuesta total, el análisis de fasores es útil para determinar 
únicamente la componente forzada. 

La segunda precaución se refiere al uso de fasores para determinar respuestas en 
estado estable. Para muchos circuitos, ocurre que las respuestas naturales decaen a cero 
cuando £ —> oo. En estos circuitos, la respuesta forzada y las respuestas de estado estable son 
sinónimas, y los fasores (diseñados para determinar la respuesta forzada) pueden utilizarse 
para obtener la respuesta en estado estable. Tales circuitos se conocen como estables. Para 
los circuitos restantes o inestables, en general, la respuesta natural no decae a cero, y por 
consiguiente, la respuesta en estado estable no puede ser identificada con la respuesta 
forzada. Puede utilizarse el análisis de fasores para obtener la respuesta en estado estable 
únicamente con circuitos estables. Entre los ejemplos de circuitos estables, se incluyen 
todos los circuitos que están hechos exclusivamente de elementos pasivos y fuentes inde- 
pendientes, y que no tienen respuestas naturales no amortiguadas (no tienen subcircuitos 
LC que no tengan resistencia). Entre los ejemplos de circuitos inestables se cuentan aque- 
llos con respuesta natural no amortiguada, y circuitos que poseen una respuesta natural que 
crece, en lugar de decaer, respecto al tiempo. Las respuestas naturales crecientes, son posi- 
bles únicamente en circuitos lineales que contienen fuentes controladas. 

En general, los circuitos inestables no poseen ninguna clase de respuesta en estado 
estable (sus respuestas naturales crecen u oscilan periódicamente, de forma que el cir- 
cuito nunca llega al estado estable, sin importar cuánto esperemos). No tiene ningún senti- 
do tratar de definir una respuesta en estado estable para un circuito inestable; para estos 
circuitos pueden utilizarse fasores para calcular la respuesta forzada, aunque no la respues- 
ta en estado estable. 


Determinemos la ecuación descriptiva para í en la figura 8.23. La 
fuente controlada tiene una transconductancia g = 3/2 S. Por LVK 
alrededor de la trayectoria cerrada izquierda, 


y 3v d 3v 
¡ ¡— — (0 —li=—|= f 
fl Jarno + ls >) +4 cos 3t 


sustituyendo uv =1 y diferenciando, 


eds ES 
a 25 +i= —24sen3:1 


La respuesta natural se obtiene de la ecuación característica 
s*-25+1=(s-1D?=0 

con una raíz repetida ens =+ 1, de forma que la respuesta natural es de 

la forma 


in = K¡e! + Kate! 


Nótese que, exceptuando el caso especial K, = K¿= 0, todas las res- 
puestas naturales crecerán en lugar de decaer cuando £ — oo, de forma 
que no puede esperarse del circuito que posea un estado estable. Este 
es un ejemplo de un circuito inestable. Aún así, podemos utilizar el 
análisis de fasores para determinar la respuesta forzada, pero puesto 
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4cos 31 V 


(b) 


FIGURA 8.23 (a) Circuito inestable; (b) circuito de fasores para 
calcular una respuesta forzada (pero no en estado estable). 


que el circuito es inestable, no igualaremos la respuesta forzada con la 
respuesta en estado estable (que no existe). Para determinar la res- 
puesta forzada, consideremos el circuito de fasores de la figura 8.23 
(b). PorLVK, 
38 3 
1+ =(I--V] =4/0V 
UY) 


donde hemos sumado las impedancias en serie. Sustituyendo 
1 =V y despejando para I, 
1- 4/0 
1-43 
Por tanto, la corriente forzada en dominio de tiempo es 


=2.4/53.1 A 


if(t) = 2.4cos(31 + 53.1%) A 


Para casi todas las condiciones iniciales, la corriente total ¡= 1, + ifse 
hará más y más grande respecto al tiempo, y nunca llegará a un estado 
estable. 


EJERCICIOS 
8.8.1.  Resuelvael ejercicio 8.2.1 mediante circuito de fasores, 
8.2.2, Obtenga el voltaje en estado estable v utilizando el circuito de fa- 
SOrES. 


Respuesta 4 cos(8t-53.1%) V 
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10 cos 8: A O 12 29 v 


0.1F 
12 EJERCICIO 8.8.2 
28 
Y 8.8.3. Obtener el voltaje en estado estable v en el ejercicio 8.3.1 utilizan- 
il do el circuito de fasores. 
Respuesta 2 cos(8t-53.19) 
_— 8.8.4. Obtener el voltaje en estado estable v utilizando el circuito de 
fasores, dado que v, = 4 cos10t V. 
EJERCICIO 8.8.4 g 


Respuesta 2 cos(10+1359V 


El método de fasores permite una determinación eficiente de la respuesta forzada en circui- 
to sinusoidales, pasando por alto las dificultades de resolver ecuaciones diferenciales si- 
multáneas. Para los circuitos estables, la respuesta forzada es también la respuesta en 
estado estable ac. El estado estable ac revela el comportamiento a largo plazo de los circui- 
tos excitados por sinusoides y, conforme varía la frecuencia de la excitación, define la 
respuesta de frecuencia del circuito. 


= Siuna fuente sinusoidal es reemplazada por una fuente exponencial compleja, cuya parte real 
es idéntica a la sinusoidal original, entonces la parte real de la respuesta será la respuesta a la 
fuente sinusoidal original. 


= Un fasor es el número (generalmente complejo) que multiplica a e/en la respuesta forzada 
de un circuito excitado por exponenciales complejas. 


= Laamplitud de un sinusoide es la magnitud del fasor, y el ángulo de fase de un sinusoide 

= La impedancia Z de un elemento RLC es la proporción de su fasor de voltaje V contra su fasor 
de corriente l. Z¿=R,Z,¿=j0L,yZ¿= 1/0 C). 

" Laadmitancia Y es el inverso de la impedancia, Y=1/Z. 

= Un circuito de fasores es idéntico al circuito original, excepto en que los elementos RLC son 


marcados por sus impedancias, y cada fuente sinusoidal es reemplazada por el fasor de su 
correspondiente fuente exponencial compleja. 


= El circuito de fasores puede seranalizado utilizando LVK, LCK y V =ZI y exactamente como 
si se tratara de un circuito de que tuviera resistencias y fuentes constantes, aunque complejas. 
No hay magnitudes que variar respecto al tiempo en el dominio de fasores. 


= Larespuesta sinusoidal es tan sólo la parte real de la respuesta de fasor luego de multiplicarla 
por el“ o 

" Uncircuito estable es aquel cuyas respuestas no forzadas decaen a cero para todos los valores 
de sus condiciones iniciales. 
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= Uncircuito estable es aquel cuyas respuestas no forzadas decaena cero paratodos los 
valores de sus condiciones iniciales, 


PROBLEMAS 


8.1. Considérense las dos corrientesi, =4 cos(21+ 17% e iy= 
-3 sen(21+0.71). Obténganse sus amplitudes, frecuencias, án- 
gulos de fases en grados y radianes, y periodos. Dibújense am- 
bos en la misma gráfica, determinando cuál es la corriente 
avanzada, y por cuántos grados. 


8.2. Obténganse las representaciones de cuadratura de lasdos 
corrientes del problema 8.1. 


8.3, Utilizando (8.8), obténgase una expresión simple para 
sen(mi+ nr) y cos(wé + nt) donde n es un entero. Demuestre 
cómo su resultado es implicado por 8.8. 


8.4. Suponer que todas las corrientes y voltajes tienen el mis- 
mo periodo. Obtenga vy si vz = 4 cos(31 — 707), vz tiene la 
misma amplitud como uv» pero está avanzada respecto a vz por 
28, y va tiene una componente en fase con amplitud 2 y com- 
ponente de cuadratura 0, 


PROBLEMA P8.4 


8.5. Enla figura para el problema 8.4, ¿es verdad que loscom- 
ponentes en fase de las cuatro corrientes suman cero? ¿Estam- 
bién verdad para los componentes de cuadratura? Justifique. 


8.6. Escriba una ecuación diferencial para ¡(£). Obtenga la so- 
lución forzada, 


Y, sent 


PROBLEMA P8.6 


Problemas 


8.7. Escriba una ecuación diferencial para v(í). Obtenga la 
solución forzada. 


2sen21 A 


10 cos (21) V 


PROBLEMA P8.7 


8.8. Escriba una sola ecuación diferencial de tercer orden 
para vu (Sugerencia: resuelva la ecuación de nodo 1 para uz, y 
sustituya en las otras dos ecuaciones de nodo. Resuelva la 
ecuación 3 para v3). Obtenga la solución forzada. 


2cos 1 V 34 2F 1F 


PROBLEMA P8.8 


8.9, Obtenga el voltaje forzado v resolviendo primero las 
ecuaciones de malla para la corriente de malla forzada. 


2 cos (31 + 15%) V 


PROBLEMA P8.9 


8.10. Dibuje en el plano complejo los lugares de la exponen- 
cial compleja (3/45*)e14! en t=0, 45 y 3s. 


309 


8.11. Dibuje el lugar geométrico de los puntos en el plano 
complejo definidos pore“* >0 para(a)c=-1 +, (b)c=+1 +]. 


8.12. Silaexponencial compleja 4e70! tieneuna valor 2/80? 
en£=15s y de 2/—100* en£=35, ¿cuál es su periodo? Obtenga 
Áyo. 


8.13, Exprese cada número complejo de tres formas: de forma 
rectangular, forma polar, y forma polar exponencial. 

(a) 12/19* 

(b) -40 + ¡18 

(c) 3/1802 

(d) 406% 

(e) 16/90? 

(1 14+ 2 

8.14. Evalúe las siguientes expresiones. Dé la respuesta en 
forma polar. 


, 189 
(a) (44/2009) 


(6-7 

3/20 
(b) Q4++(3/120%) 
(0) G=j06 — j6)* +4/182 
(d) [(2— 32) + (1e/*%)16/25*] 


8.15. Para cada una de las funciones de fuentes sinusoidales 
especificadas, determine la fuente exponencial compleja que 
tiene una fuente dada como su parte real, 

(a) 4 cos21 

(b) 16 cos (1001-26) 

(c)-3 sen (71+ 1449) 

(d) 2 cos (61 + 10%) + 3 sen(6£--269) 


8.16. Para cada una de las funciones de fuentes sinusoidales 
especificadas en el problema 8.15, determine la fuente expo- 
nencial compleja que tiene la fuente dada como su parte imagi- 
naria, 


8.17. Sila respuesta forzada a una excitación US ORIIAO) 
en un circuito es ¡(t) = ¿1(£) + jix(t), donde fi, f> iy, ei son 
todas funciones reales ¿cuál sería la respuesta a Y, =A0?¿A 
0,5300 +MO-£0YP 

8.18. Utilizando excitaciones complejas y superposición, de- 
muestre que si la fuente sinusoidal Ug=A cos(wt + (1) está 
retardada por 6 radianes, la respuesta ¡(%) =P cos(wt +4») a Ug 
también está retardada por 0 radianes. 

8.19, dx 


Pr + 2x =4c0s7t 


Obtenga la solución forzada reemplazando la función forzada si- 
nusoidal por una exponencial compleja. Compruébelo utilizando 
la solución forzada tentativa A cos 71+B sen 7t. 


8.20, d?x dx ] 
an + + 2x = 2 sen(31 — 47”) 


Obtenga la solución forzada reemplazando la función forzada 
sinusoidal. Obtenga la solución forzada reemplazando la fun- 
ción forzada sinusoidal por una exponencial compleja. Com- 
pruébele utilizando la solución forzada tentativa A cos 3£+.B 
sen 3£, 


8.21. 

dE 2 27.12 

dr en x = 4sent — 2 cos(t — 27.19) 
Obtenga las soluciones forzadas reemplazando la función for- 
zada sinusoidal por una exponencial compleja. Compruébela 
utilizando la solución forzada tentativa A cos £+ B sent. 


8.22. Escriba la ecuación descriptiva como ecuación diferen- 
cial de segundo orden. Reescriba los términos del fasor 1. Re- 
suelva paral, y luego para la respuesta forzada ¡(?). 


12 cos 21 Y 


PROBLEMA P8.22 


8.23, Siel fasor V asociado con cierto voltaje v(t) en un circui- 
to es V = V/0y , ¿cuál es el fasor, si todas las fuentes inde- 
pendientes son multiplicadas por dos? ¿Si todas las fuentes 
independientes se retardan en 45%? 


8.24. ¿Siv()=16 cos(41-27%) +3 sen(41— 114?) encuentre el 
fasor asociado con u(í). 


8.25. ¿En qué frecuencia w son iguales las magnitudes de las 
impedancias de un inductor 1-H y un capacitor 1-F? 


8.26. Para una corriente de fasor 1 = 10? mA y w = 1000 
rad/s, dibuje Vz, V¿ y V cen el plano complejo. 


1k82 


PROBLEMA P8.26 


8.27. Siw =1kHz, V=20/16 Vel=6/-74* A, ¿cuál es el 


elemento que está en E (tipo y valor)? 
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PROBLEMA P8.27 


8.28. Convierta todos los voltajes a fasores. Utilice el hecho 
de que LVK es vigente para fasores para obtener V, y luego 


v(s). 


6 cos(21 + 17%) 


+ 
2 cos(21 — 29%) 


18sen(21 + 1145) 


PROBLEMA P8.28 


$8.29. Repita el problema 8.28 sin utilizar fasores. 


8.30. Convierta todas las corrientes a fasores. Utilice el hecho 
de que LCK rige para fasores para obtener I, luego ¡(6). 


10) 
Ud 
Le sen(101+ 40%) 


, 2sen(101+779) 


PROBLEMA P8.30 


8.31. (a) Obtenga la impedancia Z entre a y ben w = 10 rad/s. 
(b) Repita con (o = 100 rad/s, 


0.02 F 0.01 F 


PROBLEMA P8.31 


Problemas 


8.32. Obtenga la impedancia Zentre a y b como función de (». 


182 1H 18 


PROBLEMA P8.32 


8.33. ¿En qué frecuencia (0 es la susceptancia B del subcir- 
cuito de dos terminales problema 8.31 iguala B=2 8? 


8.34. ¿Cuál es la impedancia orientada hacia este circuito de 
dos terminales en (1 =1? 


192 12 
392 29 
PROBLEMA P8.34 


Para los problemas 8.35 a 8.44, dibuje el circuito de fasores y 
obtenga los valores de estado estable ac para todas las varia- 
bles que se indican. 


8.35. 


12 cos 21 V 


PROBLEMA P8.35 
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8.36. 


2sen41 A 


PROBLEMA P8.36 


8.37. 


4 cos (t— 17% mV 


PROBLEMA P8.37 


8.38. 
$ 100 9 
v 
Ñ 0.02 F 
150 sen(1007) 
PROBLEMA P8.38 
8.39. 
12 
v =3F : SF 1H 2sen 31 A 
+ 
PROBLEMA P8.39 
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8.40. 


12 cos 21 yV 24 cos 2t uV 


PROBLEMA P8.40 


8.41. 
100 Q 
2sen1000: A 
50 cos 10001 V 
PROBLEMA P8.41 
8.42. 
1 
EF 
+ (E) 2 cos 4£ 
V 4 cos 21 V 
ñ 31H 1 
pF 
PROBLEMA P8.42 
8.43. 


PROBLEMA P8.43 


8.44, 
0.1F 
192 29 
+ 
4sen20: V 0.2 F T 492v 


PROBLEMA P8.44 


8.45. (a) Dada una fuente 4 sen(w £ + ($ ) en un problema de 
estado estable ac, suponga que utilizamos A/$ como la fuente 
de fasor correspondiente (en vez de A/9 — 90como se espe- 
cificó en la tabla 8.1). En estas condiciones, ya no es verdad 
que la respuesta en estado estable ac será la parte real de la 
respuesta compleja. ¿Cómo debe modificarse este postulado, 
y por qué? 

(b) Utilice esta idea, a veces conocida como enfoque “fasor 
seno”, para resolver el problema 8.39 sin utilizar el desplaza- 
miento de fase de 90% en la fórmula para el fasor fuente. 


8.46. Obtenga v¡. La transconductancia de la fuente controla- 
daes de 25. 


42 


20021 v (1) 


— UN — 


+ U -— 


PROBLEMA P8.46 


8.47. Obtenga li. 


< 3v 


PROBLEMA P8.47 


Problemas 


Problemas más complejos 


8.48. Obtenga un subcircuito RLC conimpedancia en f=10 Hz 

esZ=3-j2 y en f=50 Hzes 3 +73. 

8.49. Suponer que existe un elemento, al que llamamos zum- 
; d?i 

bador que satisface las leyes de elemento v= w PE ; 

La constante w se conoce como zumbancia en el zambador 

(unidades: scotts). ¿Cuál es la Impedancia de un zambador de 

w scott? Derive leyes para la zambancia equivalente de zum- 

badores en serie y en paralelo. 


8.50. La caja es un zumbador de 2 scott (vea el problema 
8.49). Obtenga el valor en estado estable ac para v(+). 


192 


SS 


l 
2 


2 scott 


PROBLEMA P8.50 


8.51. Obtenga el valor en estado estable ac para i, (1). 


100 cos 107 V 


PROBLEMA P8.51 


8.52. Obtenga el valor en estado estable ac de ¿(t) en términos 
de4y0. 


PROBLEMA P8.52 
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sc000000000000000000 


Thomas Alva Edison 
1847-1931 


La genialidad es 1% ins- 
piración y 99% transpira- 
ción. a Ss, m 10 : telé ¿fono, lamác Al 


Thomas A. Edison 
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En el capítulo 8 vimos que la respuesta en estado estable de los circuitos excitados por 
fuentes sinusoidales (circuitos ac), puede ser calculada fácilmente al convertir el circuito 
de dominio de tiempo a su correspondiente circuito fasorial. Los circuitos estudiados eran 
relativamente simples, y fueron analizados directamente de las leyes de Kirchhoff y del uso 
de la noción básica de la impedancia. 

En el presente capítulo, iremos más allá de estos circuitos relativamente simples. De 
hecho, veremos que todas las herramientas del análisis de circuito presentados hasta ahora, 
se aplican igualmente bien a circuitos de fasores y a sus contrapartes de dominio de tiempo. 
Primero consideraremos el método de simplificación de circuitos: equivalentes de fuente e 
impedancia en serie y en paralelo, equivalentes Thevenin-Norton, y divisor de voltaje y 
corriente, que pueden aplicarse directamente a los circuitos de fasores. En las dos secciones 
subsiguientes, se presentarán los métodos generales de análisis nodal y de malla para que 
estos puedan realizarse en circuitos fasoriales sin modificar los métodos. En la sección 9.4 
se desarrollará el uso de la superposición para estudiar circuitos excitados por fuentes 
múltiples de frecuencias distintas. Finalmente, se presentarán los diagramas de fasores 
como efectivos apoyos gráficos para comprender las relaciones de fase en el estado estable 
ac, y se discutirá el uso de SPICE en el estado estable ac. 


En el capítulo 2 se presentaron varios métodos sumamente útiles para simplificar circuitos 
resistivos, Entre estos se incluyen los equivalentes en serie y en paralelo para resistencias y 
para fuentes, división de corriente y voltaje, y equivalentes Thevenin-Norton. Cada uno de 
estos métodos fue derivado del mismo fundamento: la ley de Ohm que describe el compor- 
tamiento /-V de elementos individuales, y las leyes de corriente y voltaje de Kirchhoff que 
gobiernan su interconexión. 

En el estado estable ac, podemos reemplazar el circuito original por su contraparte de 
circuito de fasores, en donde las fuentes sinusoidales quedan representadas por sus fuentes 
de fasores correspondientes y elementos RLC por sus impedancias Z. En el circuito de 
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fasores, se obedecen las mismas leyes fundamentales. Las leyes de Kirchhoff se aplican 
igualmente bien tanto a fasores como a variables de circuito en el dominio del tiempo, y la 
esencia de la ley de Ohm, en el sentido de que la corriente y el voltaje están linealmente 
relacionados mediante una simple constante de proporcionalidad, rige igualmente bien 
para impedancias. 


V=ZI (9.1) 


donde V e I son fasores. Puesto que las leyes sobre las que se fundamenta son igualmente 
válidas para circuitos de fasores, podríamos anticipar que también serán vigentes para los 
circuitos de fasores las mismas simplificaciones de circuitos derivadas para circuitos resis- 
tivos. De este modo, puede utilizarse toda la potencia de estos métodos para el análisis de 
circuitos en estado estable ac, en donde la única modificación será la sustitución de la 
resistencia R por la impedancia Z, y el subsiguiente uso de la aritmética compleja en vez de 
la real, 


(b) 


FIGURA 9.1 (a) Divisores de voltajes en un circuito fasorial; (b) 
divisores de corrientes. 


En el capítulo 8 vimos ya un importante caso de este principio: las impedancias en 
serie eran equivalentes a una sola impedancia, que a su vez es igual a la suma de las impe- 
dancias, expresándolas de un modo más simple, las impedancias en serie se suman. Simi- 
larmente, las admitancias en paralelo, en correspondencia con las conductancias en 
paralelo en circuitos puramente resistivos, también se suman. Pueden utilizarse estos equi- 
valentes para derivar la forma fasorial de la división de corrientes y voltajes. Considérese 
el circuito de fasores que aparece en la figura 9.1(a). Puesto que hay n impedancias en 
serie, V=Z1, donde Z=Z,+Z2+...+Z,. Entonces, para cada impedancia, su voltaje es 
Vi == Z;l 0) 


(9.3) 
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El voltaje a través de impedancias en serie divide enproporción directa asus impedancias. 
Similarmente, considérese la figura 9.1(b), donde los elementos están marcados por sus 
admitancias Y;. Puesto que las admitancias en paralelo se suman, a partir de l= YV con Y= 
Y, + VW +... Y tenemos I¡= Y,V o 


y comparando dos de estas corrientes paralelas, 


L 
l 


La corriente que pasa a través de impedancias en paralelo divide en proporción directa a 
sus admitancias. 


! 


Esto 


(9.5) 


Buscamos Vi; e I, en el circuito fasorial de la figura 9.2, Enel diagrama 
del circuito aparecen las impedancias para cada elemento. Para obte- 
ner V;y, utilizaremos la división de voltajes. La admitancia de los ele- 
mentos en paralelo es 


y E A 
TD 


De este modo, la impedancia equivalente de estos elementos es 


= 3.45 — ¡1.38 Q 
Entonces, por (9.2), 


2 
V= 3234457 J1.38] 
= (0.286/38.87)(31459) 
= 0.858/83.8” V 


(31455) 


1 -j390 
—> 


220 


FIGURA 9.2 Circuito para el ejemplo 9.1. 
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(a) (b) 


FIGURA 9.3 (a) Fuentes de voltaje en serie y sus equivalentes; (b) fuentes de 
corrientes en paralelo y equivalentes. 


A continuación, utilizamos la división de corrientes para />. La co- 
rriente en la combinación paralela es 1 = V¡/2 01 =0.429.483.8" A. 
Luego, por (9.4), 


¡5 
9h 
4131 
(0.743/68.27)(0.429/83.89) 
= 0.319/152* A 


L = 


Pueden obtenerse equivalentes en serie y en paralelo para fuentes, así como para 
impedancias en los circuitos de fasores. La aplicación de LVK en la figura 9.3(a) demuestra 
que las fuentes de voltaje en serie son equivalentes a una sola fuente, cuya función de fuente 
es la suma de cada una de las funciones de fuente o, dicho de otro modo, las fuentes de 
voltaje en serie se suman. Utilizando LCK en la figura 9.3(b), vemos el resultado corres- 
pondiente: las fuentes de corriente en paralelo se suman. 

Los equivalentes de Thevenin y Norton en los circuitos de fasores son exactamente 
los mismos que se describieron en el capítulo 2 para circuitos resistivos, donde la única 
diferencia es la sustitución de la resistencia R por la impedancia Z, y el subsiguiente uso de 
la aritmética de números complejos. A partir del desarrollo de la sección 2.6 con sólo esta 
modificación, tenemos, a partir de (2.20), quelas formas de Thevenin-Norton que aparecen 
en la figura 9,4, son equivalentes si las siguientes relaciones 


son vigentes entre los circuitos. Para obtener el equivalente de Thevenin o de Norton para 
cualquier subcircuito de dos terminales de un circuito de fasores, seguimos los pasos de 
(2.24), donde nuevamente la única modificación es sustituir R por Z. El circuito de dos 
terminales A con el voltaje de fasores de circuito abierto V¿, y la corriente de fasores de 
circuito cerrado I,¿que aparece en la figura 9.5 es equivalente a las formas de Thevenin y 
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(a) (b) 
FIGURA 9.4 (a) Forma de Thevenin; (b) forma de Norton. 


de Norton que aparecen en la figura 9.4 si 
(a) Vr += Ves 


(b) h Ñ I.. 


(c) Zr NE ZN e Vos L: 


Zry y Zutambién pueden obtenerse como la impedancia orientada hacia las terminales a-a”, 
donde todas las fuentes independientes en el circuito fasorial A se eliminan. 

Los equivalentes de Thevenin y Norton se utilizan en los circuitos de fasores para 
reducir complicados circuitos de elementos múltiples a circuitos simples de dos elementos, 
del mismo modo en que se utilizan para los circuitos resistivos previamente estudiados. 
Estos circuitos equivalentes tienen un uso aún más general en los circuitos de fasores, 
puesto que no se aplica la restricción de que los elementos pasivos sean todos del mismo 
tipo. Bastará con cualquier mezcla de elementos RLC, es decir, deimpedancias. 


Subcircuito Subcircuito 


Á Voc Á 
Circuito de Circuito 
fasorial fasorial 


(a) (b) 


FIGURA 9.5 V,. e l,. para calcular los equivalentes de Thevenin y Norton del 
circuito A. 


Deseamos determinar el valor de R en la figura 9.6(a), lo que causará 
que fluya una corriente sinusoidal de amplitud 1 A a través de esta 
resistencia. Nuestra estrategia será la de reducir esto al circuito simple 
de trayectoria cerrada que aparece en la figura 9.6(b) al obtener el 
equivalente de Thevenin para todo el circuito, exceptuando la resis- 
tencia. El voltaje de circuito abierto V ,. = V12, donde se elimina la R, 


es, por división de voltaje 
j4 
= TT == 20017" V 
Voc (¡4 — ¡2)(10417>) E 


Capítulo 9 Análisis en estado estable de AC 


Zp=-28 


10 cos(4t + 17% Y S 20417” V Ed 


R 
yr 


(a) (b) 


FIGURA 9.6 (a) Circuito para el ejemplo 9.2; (b) luego de un equivalente 
de Thevenin del circuito a la izquierda de las terminales 1 y 2. 


donde ¡4 Qes laimpedancia inductiva, —/2 Q es la capacitiva, y la fuen- 
te fasorial es 20417” V. V¿, es la fuente de Thevenin que aparece en la 
figura 9.6(b). Se determina la corriente de circuito cerrado al juntar las 
terminales 1 y 2. En este caso, los dos inductores están en paralelo, y son 
equivalentes a una inductancia de; H, con una impedancia de 


4 
Z, = jul =jz 2 


El voltaje común a través de estos inductores es, por división de voltaje, 


j4/3 , 
Y = —_—_ A = 204-163" V 
L= 54/3 — ¡2102179 Ñ 


La corriente que pasa a través del inductor ¿-H, es la corriente de 


circuito cerrado 
Ve (204-1637) 
le = == = == = 10/107 A 
“ j601/D (490) 
Por consiguiente, Zren la figura 9,6(b) es 
Zr= AO a 


L.. — (1021079) 
Habiendo reducido el problema a otro con un circuito simple, pone- 
mos atención ahora a la figura 9.6(b). La corriente que pasa por la 
resistencia €s 

204172 

R-=j2 
La magnitud del fasor Ip está dada por la proporción de magnitudes de 
su numerador y denominador, 


rR= 


20 
EEES 
lr] FA 


Si |Ig] = 1 A, entonces la amplitud de la correspondiente corriente sinu- 
soidal ¡p, también será 1 A. De este modo, nuestra condición es que 


20 


AS | 
JR? +4 


oR=6V11 Q 
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EJERCICIOS 


9.1.1. (a) Obtener V,paraZ=1+/20 y Vy=1Z0V.(b) SiV,=3+/0Q, 
¿para qué Z será V¿=7-—j3 V? 

Respuesta 2.24.463.4* V; 4,824-132* Y 
9.1.2.  (a)Obténgasel, para Y, =2— ¡Sely=1Z0A.(b)Sil,=318A, 
¿para qué Y, serál, =4-¡A? 

Respuesta 0,3524,8” A;2.75.%-32.0"S 


EJERCICIO 9.1.1 


EJERCICIO 9.1.2 


9.1.3. Obténgase el equivalente de Norton del circuito que se muestra. 
Respuesta Zy = 3+/40;1y = 2210 A 


-j4 0 


EJERCICIO 9.1.3 


9.1.4. Obténgase el equivalente de Thevenin para el circuito del ejer- 
cicio 9.1.3. 
Respuesta Z7=3 +4 Q; Vy= 10.463,19 V 


Como hemos visto, la relación voltaje-corriente (9.1) 


V =ZI 


para elementos pasivos es de forma idéntica a la ley de Ohm, y LVK y LCK se aplican alos 
circuitos de fasores, exactamente como en el caso de circuitos resistivos. Por consiguiente, 
laúnica diferencia entre el análisis de circuitos fasoriales y los circuitos resistivos es que las 
excitaciones y respuestas son magnitudes complejas en el primer caso, y magnitudes reales 
en el segundo. Deeste modo, podemos analizar circuitos de fasores exactamente del mismo 
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modo en el que analizamos circuitos resistivos. Especificamente, se aplican los métodos de 
análisis nodal y de malla. En la presente sección ilustraremos el análisis nodal, y en la 
siguiente discutiremos el análisis de malla. 


Para ilustrar el método nodal, obtengamos los voltajes en estado esta- 
ble ac y, y vu» de la figura 9.7. Primero obtendremos el circuito fasorial 
reemplazando los valores de elementos por sus impedancias para (0) = 
2 rad/s, y los voltajes de fuentes y nodos por sus fasores. Esto resulta 
en el circuito de la figura 9.8(a). Puesto que nos interesa obtener V; y 
V,, los fasores de voltaje de nodo, podemos reemplazar las dos series 
de impedancias en paralelo por sus impedancias equivalentes, lo que 
resulta en el circuito equivalente de la figura 9.8(b), que también es 
más simple. 
De la figura 9.8(b), las ecuaciones nodales son 


V VÍ-V 
AVI =5/0)+ 2422250 
jl =j1 


Va — Vi V, 5/0 


A 
Sy (1+ 2)/5 
que en forma simplificada son 
(+ j2)V1 — j¡1V2 =10 
=j1V1 + (1—¿DV2=5 


Resolviendo estas ecuaciones por la regla de Cramer, tenemos 


: -j1 
5 1-jl 10— ¡5 
A ea E a A O 
2+j2 —jl 5 
=)1. 1/1 
En e 
=j1. 5 10+ j2 
va = -L 24 j4 


En forma polar, estas cantidades son 


5 cos 21 V 5 cos 21 V 


FIGURA 9.7 Circuito a analizarse con el método de fasores. 
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5Z0A 


(b) 


FIGURA 9.8 Dos versiones del circuito de fasores correspondientes a 
la figura 9.7. 


Vi = V5/-26.6-V 
V, = 24/3/63.4 V 


Por consiguiente, las soluciones en dominio del tiempo son 


v¡ = 5 cos(2t — 26.6") V 
va, = 245 cos(21 + 63.4%) V 


Este ejemplo ilustra una importante característica del análisis de fasores: al reducir 
leyes de elementos para elementos de almacenamiento que involucran integrales y deriva- 
das, a la ecuación V = ZÍ, que es más simple, reemplazamos el cálculo por el álgebra. Las 
subsiguientes ecuaciones nodales o de malla pueden ser siempre formuladas por una sola 
ecuación de vectores y matrices, y se resuelven porlos métodos del álgebra lineal, en lugar 
de los métodos, más complicados que requieren las ecuaciones diferenciales. Desde luego, 
para circuitos simples no necesitamos reescribirlas como ecuaciones de vectores y matri- 
ces si no lo deseamos, pero este método general estará siempre disponible para todos los 
problemas de análisis de fasores. 


Como un ejemplo que involucra una fuente dependiente, considere- 
mos la figura 9.9, en la que se requiere obtener la respuesta forzada i. 
Tomando el nodo de tierra como se muestra, tenemos los dos voltajes 
de nodo desconocidos uv y v + 30001, como seindica. En la figura 9.10 
se muestra el circuito fasorial en su forma más simple: podemos ob- 
servar que únicamente se necesita una ecuación nodal. Escribiendo 
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v + 30001 


4 cos 5000£ 
NA 


le 


FIGURA 9.9 Circuito que contiene una fuente dependiente. 


LCK como el supernodo, que aparece en líneas punteadas, tenemos 


a v y Y43000L__ 
300) ¿1 2010) — (Q-jD10) — 


Nótese que la ganancia de la fuente dependiente es de 3000 V/A. Ade- 
más, partiendo del circuito fasorial tenemos 

_4-V 

5(103) 
Eliminando V entre estas dos ecuaciones y despejando para I, obtene- 
mos 
I=24 x 107?/53.12 A 
= 24/53.1% mA 


Por consiguiente, en el dominio de tiempo, tenemos 


¡ = 24 cos(5000: + 53.1%) mA 


alla jyxa a Q- ¡DK 


FIGURA 9.10 Circuito de fasor de la figura 9.9. 


Como ejemplo final para ilustrar el análisis nodal, obtengamos la res- 
puesta forzada v en la figura 9.11 si 


Ug = Vin cos wt V 


Notamos en primer lugar que el op amp y las dos resistencias de 2-k(2 
constituyen un amplificador no inversor con una ganancia de 1 +50 
=2 (ver sección 3.5). 
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FIGURA 9.11 Circuito que contiene un op amp. 


Por consiguiente, v = 24», 0 UV, = 1/2, como está indicado por el fasor 
V/2 en el circuito fasorial de la figura 9.12. 

Al escribir las ecuaciones nodales en los nodos marcados V¡ y 
V/2, tenemos 


Vi — Vir /0 Vi — (V/2) Vi-V Le 
(1//D(10) — v2(10%) — —j10%/w — 
(V/2) - Vi V/2 

JO) — —j10%/w — 


Eliminando Val despejar la última ecuación para V, y sustituyéndola 
en la ecuación anterior, y resolviendo para V, obtenemos 


2 Vin 
y = ——_—__A_—__— 
[1 — («?/106)] + ¡(42w/10%) 


En forma polar, esto es 


2Vm/0 


ES. A 9.7 
YT + (00/1000) ds 


—j1000/w kS2 


1/V2k9 
v,Z00 


FIGURA 9.12 Circuito fasorial de la figura 9.11. 
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donde 


0 =-—tan”! _V2of1000 (9.8) 
1 — (w/1000)? 
En el dominio de tiempo tenemos 
y Y costot +6) (9.9) 


VT + (w/1000)* 


En este ejemplo podemos hacer notar que a bajas frecuencias, por 
ejemplo 0 < (9 < 1000, la amplitud del voltaje de salida uv es relativa- 
mente grande, y para frecuencias más altas, su amplitud es rela- 
tivamente pequeña. De este modo, el circuito de la figura 9.11 filtra las 
frecuencias más altas y permite que “pasen” las frecuencias más bajas. 
Este circuito se conoce como filtro y será considerado con más detalle 
en el capítulo 14. 


EJERCICIOS 


9.2.1.  Obténgase la respuesta forzada uv utilizando análisis nodal. 
Respuesta 10 sen 31 V 


1090 


sen3tA 


EJERCICIO 9.2.1 


9.2.2. Obténgase el valor en estado estable de v utilizando análisis nodal. 
Respuesta 2512 cos(21—81.9%) V 


10 cos 21 Y 


5 cos 21 A 


EJERCICIO 9.2.2 


9.2.3.  Obténgase la amplitud de uv en el ejemplo 9.5 si Y, =10 V para (a) 
wm=0, (b) 0= 1000 rad/s, (c) w9= 10,000 rad/s, y (d) wW= 100,000 rad/s, 
Respuesta (a) 20; (b) 14.14; (c) 0.2; (d) 0.002 V 


Sección 9.2 Análisis nodal 327 


9.2.4.  Obténgase el valor en estado estable de v utilizando análisis nodal. 
Respuesta 3V2 cos(2t-135%) V 


12 cos 21 A 


6 cos 21 A 2 sen 21 A 


EJERCICIO 9.2.4 


328 


Como se sugirió en la sección precedente, los métodos generales del análisis de circuito se 
aplican a circuitos de fasores como si estos fuesen circuitos resistivos, con la resistencia R 
sustituida por la impedancia Z, que es más generalizada. En esta sección ilustraremos la 
aplicación del análisis de malla a circuitos de fasores. Nuevamente, notamos que la forma 
generalizada de la ley de Ohm, utilizando la impedancia V = ZI, permite reemplazar el 
cálculo (diferenciación e integración) por operaciones de álgebra más simples (multiplica- 
ción y división). 


Para ilustrar el análisis de malla de un circuito en estado estable ac, 
obtengamos v; en la figura 9.7, la cual fue obtenida mediante análisis 
nodal en la sección anterior. Utilizaremos el circuito fasorial de la 
figura 9.8(b), nuevamente dibujada en la figura 9.13, con las figuras 
de malla 1, e I, como se indicó anteriormente. Una vez que el circuito 
se descompone, el voltaje fasor V¡ puede obtenerse como 


Vi=H2 > (9.10) 


FIGURA 9.13 Circuito de la figura 9.8 redibujado para análisis de malla. 
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Las dos ecuaciones de malla son 


1 

¿h-j1M -L)=5 

9.11 
, ; 1+ 32 ( ) 

-j1M-1)-j1k+ 7 (kh +5) =0 


Resolviendo estas ecuaciones para 1,, tenemos 
L =6+j/2A 

que al sustituirla en (9.10), se obtiene 
V¡=2-j1V 


Éste es el mismo resultado que se obtuvo en la sección precedente, y 
puede serutilizada para obtener el voltaje v, en el dominio del tiempo. 


Los mismos procedimientos abreviados para escribir ecuaciones nodales y de malla 
que se discutieron en las secciones 4.3 y 4.5 para circuitos resistivos, se aplican a circuitos 
de fasores. Por ejemplo, en la figura 9.13, si l¿ =-5 es la corriente de malla en la malla 
derecha, en dirección de las manecillas del reloj, por inspección pueden escribirse las dos 
ecuaciones de malla del modo siguiente: 


a a 
(G-11)5=cj0b=s 


1+j2 1+j2 
+ (1 14 Pm E) =0 


Éstas son equivalentes a (9.11), y se forman exactamente como en el caso de los circuitos 
resistivos. Es decir, en la primera ecuación, el coeficiente de la primera variable es la suma 
de impedancias alrededor de la primera malla. Los otros coeficientes son los negativos de 
las impedancias comunes a la primera malla y a aquellas mallas cuyos números correspon- 
den alas corrientes. El miembro derecho es la suma de las fuentes de voltaje en la malla, con 
polaridades consistentes con la dirección de la corriente de la malla. La sustitución de la 
“primera” por la “segunda” se aplica a la siguiente ecuación, y así sucesivamente. El desa- 
rrollo dual, como se describió en la sección 4.3, es suficiente para las ecuaciones nodales. 


Este ejemplo ilustra que las conversiones de impedancias en serie y en 
paralelo, junto con las transformaciones de Thevenin-Norton, pueden 
ser de gran ayuda para simplificar un circuito antes de escribir las 
ecuaciones generales de análisis (sea nodal o de malla). Aplicaremos 
el análisis de malla al circuito de la figura 9.14(a) en donde la respues- 
ta deseada es el voltaje uv a través del inductor 2-H. Puesto que este 
circuito contiene seis mallas y una fuente de corriente, se requeriría de 
la solución simultánea de cinco ecuaciones con cinco incógnitas si se 
escribieran directamente las ecuaciones de malla, Por conversio- 
nes en serie-paralelo, el circuito puede ser redibujado 
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48 


2 cos (t + 947) 
A 


12 sen(t+110*) V (E) E 4sen(t+47) 


22 


(b) 


FIGURA 9.14 (a) Circuito para el ejemplo. 9.7; (b) circuito fasorial 
correspondiente. 


como en la figura 9.15(a), donde 
Zi = MIO + DE ]J6) = 0.128 + ¡0.79 Q 
Za =2-j192 
=4-j¡90 


También convertimos la combinación en serie de Zz y la fuente de 
voltaje 44-43"V enla figura 9.14(b) ala forma Norton que aparece en 


12220” v OE 8944-16.4” V 


1220” V 


FIGURA 9.15 (a) Circuito fasorial simplificado; (b) nuevamente 
simplificado. 
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la figura 9.15(a) donde 


UE EIA R 
Z3 
Como simplificación final, combinamos las impedancias en paralelo 
Za y Za y las fuentes de corriente en paralelo, y convertimos el resulta- 
do a la forma de Thevenin, lo que resulta en el circuito que aparece en 
la figura 9,15(b). 


4 211Z3 6-53 13 


Vr = Z4(Q/94” + 0.894/—16.4?) = 2,81/41* V 


2-jDE-j2)_4_ 2 
3 


Las ecuaciones de malla, en forma de vector-matriz, son 
3.134 j0.79  —0.128-—j0.79| [| _ 12/20" 
—0.128 — ¡0.79 — 1.45+ 3.12 L | [2.814-139* 


El determinante de la matriz es 


A = (3.13+j0.79)(1.45+ j3.12) —(-0.128— 0.79)? = 11.1/75.8” 


Por consiguiente, 


L 

15 

_ 1 1.45+ ¡3.12 0.128+ 30.79 12/20" 
= 11.1/75.82 | 0.128 — j0.79 3.13+¡0.79 || 2.81/-139 


_ 1 3.5847.22 
= | 0.657/88.3" 


Habiendo descompuesto el circuito al obtener las corrientes de malla, 
a continuación se obtienen las incógnitas deseadas en términos de las 
corrientes de malla. El voltaje a través de Z, en la figura 9.15(b) es 


Vzi = Z1(1 — bh) = (0.128 + j0.79)(3.58/7.2* — 0.657/88.3”) 


= 2.83/77.4* V 
De la figura 9.14 podemos ver que este voltaje pasa a través de una 
impedancia de j2 (2 (el voltaje deseado, V) en serie con otraimpedan- 
cia de 1 Q. Por división de voltajes 


j2 
+ ¡2 


Y = n 2.83177.4” =2,53/104* Y 


que es el fasor desconocido que deseábamos obtener. El resultado 
final en el dominio del tiempo es 


v(t) = 2.53 cos(t + 104%) V 


Aunque se ha requerido de cierto esfuerzo para llegar a este resultado, 
debe recordarse que el circuito original tenía un total de 10 elementos 
pasivos y 3 fuentes independientes distribuidas en 6 mallas. De haber 
tratado de resolver el circuito fasorial directamente y sin simplifica- 
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ciones o, lo que es peor, sin haber utilizado fasores, se hubiera reque- 
rido de muchos más esfuerzos para calcularlo. 


Como ejemplo final, consideremos el circuito de la figura 9.16(a), 
donde la respuesta es el valor en estado estable v,, la fuente controlada 
tiene una transconductancia g = 2 S. El circuito fasorial aparece en la 
figura 9.16(b), donde las corrientes de malla son las que se indican. 
Aplicando LVK alrededor de la supermalla marcada I, tenemos 


=V1 -jIEJI+D HU ¿214 2V1) =0 
Además, a partir de la figura podemos ver que 
Vi =/14-D 
Eliminando 1 de estas ecuaciones y resolviendo para Vy, tenemos 
EA 


Vi; = AR 1/143.1? V 


Por consiguiente, en el dominio del tiempo, el voltaje es 


vi = cos(2f + 143.15) V 


sen21A 


FIGURA 9.16 (a) Circuito en el dominio del tiempo; (b) contraparte 
fasorial. 
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EJERCICIOS 


9.3.1.  Obténgasela respuesta forzada i enla figura 9.9 utilizando análisis 
de malla. 
9.3.2.  Resuélvase el ejercicio 9.2.4 utilizando análisis de malla, 
9.3.3. Obténgase la corriente en estado estable y utilizando análisis de 
malla. 

Respuesta 2 cos (Q1-45% A 


62 2H 22 A 


18 cos21 Y 


EJERCICIO 9.3.3 


FRECUENCIAS DIFERENTES 


Como recordaremos, un circuito ac es todo aquel cuyas fuentes independientes son todas 
sinusoidales. Si todas las fuentes en un circuito ac son de la misma frecuencia (o, puede 
utilizarse el circuito fasorial correspondiente para determinar la respuesta forzada en la 
forma descrita en las últimas tres secciones. Puede calcularse mediante un sólo análisis 
unificado nodal o de malla, o mediante superposición (sumando las respuestas componen- 
tes a cada fuente individual o grupo de fuentes, donde se eliminan todas las demás fuentes 
independientes). 

La superposición es un principio general que siempre se utilizará para obtener la 
respuesta de un circuito lineal que contengan más de una fuente. Aun si un circuito ac 
contiene fuentes con frecuencias diferentes, puede utilizarse la superposición para obtener 
la respuesta forzada. Para propósitos de superposición, las fuentes se agrupan de forma que 
cada problema de componentes contenga únicamente fuentes de una sola frecuencia. En- 
tonces, para cada problema de componentes resultante, puede utilizarse un circuito fasorial 
para determinar la respuesta de fasor, que es luego convertida a una respuesta sinusoidal y 
sumada a las otras respuestas de componentes, tal y como lo requiere el principio de super- 
posición. 


Para obtener u en la figura 9.17(a), utilizaremos superposición. En las 
figuras 9,17(b) y (c) aparecen los circuitos fasoriales componentes. 
Nótese que las impedancias en los problemas componentes son distin- 
tas para todos los elementos, excepto las resistencias, puesto que para 
los elementos (de almacenaje) la impedancia depende de la frecuen- 
cia. Por divisor de voltajes 


PA 9.12 
V, = uu (9.12) 
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12 cos 21 V 


-V + 28 - + 28 


120 v 


FIGURA 9.17 (a) Circuito AC; (b) circuito fasorial para la componente 
w = 2; (c) circuito fasorial para la componente wm= 1. 


donde Z, es el equivalente de las tres impedancias a la derecha en la 
figura 9.17(b): 


Za = POD 0760 + ¡0.154 9 
3+ 2 


Utilizando esto en (9.12), V, =10.5.4138"V. De este modo 


v, = 10.5 cos(21 + 138%) V 


Examinando ahora la figura 9.17(c), nuevamente por división de vol- 


tajes 
Zb 
= 5/45" 
va Zo +1 | 
donde Z, es el equivalente en paralelo de las impedancias 72 y 2+/1, 
O 


-EmDe-+jh 
A 


que, al sustituirla, se obtiene 


Ze =16-j122 


1.6- 1.2 
Va = | 2242 | [545%] = 3.5432.92 V 
ñ El 


La componente sinusoidal correspondiente es 


v, = 3.5 cos(t + 32.9) V 


y, por superposición, la respuesta forzada u es la suma de las compo- 
nentes: 


v= 01 + uv = 10.5 cos(21 + 138% + 3.5 cos(t + 32.9”) V 
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Nótese en el ejemplo precedente que Vy y V, fueron primero convertidas en sinusol- 
des antes de ser sumadas. No pueden superponerse fasores correspondientes a distintas 
frecuencias; únicamente pueden superponerse sus sinusoides correspondientes. Recuér- 
dese que un fasor dado corresponde a la información de amplitud y fase de una sinusoide de 
una frecuencia específica (0. Si difieren las frecuencias de los dos fasores, no tiene sentido 
sumarlos entre sí. La magnitud de su suma de fasores no corresponde a ninguna amplitud 
sinusoidal, así como el ángulo de su suma tampoco corresponde a un ángulo de fase sinu- 
soidal. Cuando las frecuencias difieren, el principio de superposición se aplica ala suma de 
las componentes en el dominio del tiempo y no a fasores. Sin embargo, dentro de un proble- 
ma de componentes que corresponda a una sola frecuencia, los fasores también pueden ser 
superpuestos. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Buscamos la corriente ¡ que pasa a través de la fuente de voltaje en el 
circuito ac que aparece en la figura 9.18(a). Utilizaremos superposi- 
ciones, agrupando las dos fuentes en (w) = 10 rad/s y designando i;, a 
esta componente de la respuesta; la componente restante, debida a la 
fuente en ()= 5 rad/s, es ¿,. En la figura 9.18(b) se muestra el circuito 
fasorial para calcular i,, y la figura 9.18(c) ilustra el caso de ¿7. En cada 
caso, se han eliminado las mismas fuentes, y el valor de corresponde 
alas fuentes activas utilizadas para calcular las impedancias. Median- 
telas superposiciones, cada problema componente puede ser plantea- 
do y resuelto independientemente. 
La ecuación de malla derecha en la figura 9.18(b) es 


LEJ2+1+j4 + ¡211 — 4/0) = 5/30 A 


0) 
5/30" + j8 
E RO ERE 
1+j4 
0.05 F 12 0,4H 


4cos 10: V S cos (101 + 30%) Y 


22; 


a j4a 
y 
40 A pa 5430" Y 
(b) 


FIGURA 9.18 (a) Circuito ac; (b) circuito fasorial para la componente 
wm = 10; (c) circuito fasorial para la componente 0 = 5. 
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La componente ac correspondiente es 


¿1 =2.76cos(101 — 8,4%) A 


Volviéndonos a las demás componentes, aplicando la división de co- 
rrientes a la figura 9,18(c) se obtiene 


1-33 
Lb= 
- + 


De este modo, la segunda componente ac es 


| [-2/10%] = 4.47/163" A 


12 = 4,47 cos(5t + 163) A 


La respuesta forzada general, o respuesta en estado estable ac, es la 
suma de las componentes: 


i=11 +12 =2.76cos(101 — 8.4%) + 4.47 cos(5t + 163% A 


En el ejemplo precedente, calculamos una componente para cada frecuencia de 
fuente, y sumamos estas componentes. Nótese que, puesto que hay dos fuentes en el 
circuito fasorial de la figura 9.18(b) que corresponden a la frecuencia w)= 10 rad/s, para 
resolver este problema de componente, podemos elegir el uso del principio de superpo- 
sición. Podemos calcular las subcomponentes de I,, debida a cada una de las dos fuentes, 
eliminando la otra, y luego sumar estos dos fasores para obtenerI,. La superposición puede 
aplicarse libremente dentro de un circuito de un solo fasor, es decir, uno donde hay una sola 
frecuencia (0. 

En la presente sección vimos que la superposición puede utilizarse para descompo- 
ner problemas del estado estable ac que involucren fuentes independientes con más de una 
frecuencia, en problemas de componentes, donde cada una contiene fuentes de la mis- 
ma frecuencia. Los problemas de componentes pueden ser entonces resueltos con la ayuda 
de fasores. Hasta ahora, donde se discutió la superposición en otras instancias, también fue 
posible desentendernos de la superposición, resolviéndolo en una sola manera unificada, 
con todas las fuentes en su lugar. Esta misma elección está también disponible para circui- 
tos ac con frecuencias múltiples, pero si debemos utilizar fasores, no podemos resolver 
todo el problema al mismo tiempo. La dificultad es que no puede definirse un circuito 
fasorial único y unificado que involucre fuentes de frecuencias distintas. 

Los fasores están definidos como aquellos números complejos I y V utilizados para 
especificar corrientes y voltajes cuando tienen la forma específica de ¡=1eJ0! y y =Vejo, 
En circuitos con frecuencias distintas (0; y 00», las corrientes y voltajes no tendrán la forma 
requerida. De hecho, serán la suma de exponenciales complejos en cada una de las frecuen- 
cias de las distintas frecuencias. Así, en circuitos ac que contienen fuentes con distintas 
frecuencias, no podemos definir un fasor general unificado asociado con corrientes o vol- 
tajes dados. Si tratáramos de hacerlo convirtiendo el circuito original en un circuito de 
fasores que contenga fuentes tanto en (9, como en 0», el dilema sería aparente al tratar 
de asignar valores a las impedancias. ¿Cuál es el valor de (0 que utilizaríamos con el fin de 
calcular valores de impedancia para aquellos elementos cuyas impedancias dependen 
de (0? Claramente, (0, y (0, no serían suficientes para esto. Un circuito único de fasores que 
posee fuentes con frecuencias distintas no tiene significado. Para fuentes con frecuencias 
diferentes, la superposición no es sólo una elección; es la única alternativa para determi- 
nar la respuesta en estado estable ac. 
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EJERCICIOS 


9.4.1. Obtenga la corriente en estado estable ¿. 
Respuesta 2 cos(21— 36.9%) +3 cos(t+73.8 A 


492 3H 


10 cos 21 V 3costA 


EJERCICIO 9.4.1 


9.4.2,  Paraelcircuito de fasores correspondiente al ejercicio 9,3,3, reem- 
place la parte a la izquierda de las terminales a-b por su equivalente de Theve- 
nin, y obtenga la corriente en estado estable i;. 

Respuesta V..=3 Q-IDV, Zo =3(18 +j1) Q, !,=c08s2t A. 


9.4.3. Obtenga V,, I,, eL. Utilice el método en escalera, suponiendo que 
V=10, 
Respuesta 3V,3-j3A,3A 


L 19 bh ¡10 


EJERCICIO 9.4.3 


Puesto que los fasores son números complejos, pueden representarse por vectores en un 
plano, donde las operaciones, como la adición de fasores, pueden realizarse geométrica- 
mente, Este dibujo se conoce como diagrama de fasores, y puede ser muy útil para analizar 
circuitos en estado estable ac. 


Para ilustrarlo, consideremos el circuito fasorial de la figura 9.19, para 
la que dibujaremos todos los voltajes y corrientes en el diagrama de 
fasores. Para comenzar, observemos que la corriente I es común a 
todos los elementos y la tomaremos como nuestro fasor de referencia, 
denotándolo por 


I = [11/02 
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I R joL 


FIGURA 9.19 Circuito de fasor RLC en serie. 


El ángulo de 1 fue designado arbitrariamente como cero, puesto que 
queremos que I sea nuestra referencia. Siempre podemos ajustar este 
valor supuesto al valor verdadero por el principio de proporcionali- 
dad, que permite la adición de un desplazamiento de fase constante O 
a toda corriente y voltaje (multiplicar todo fasor por 1.40). 

Los fasores de voltaje de circuito son 


Vez = RI= RI 
V¿ = joL1= wL|1|/90 


1 1 
= —j¡—1I= —]1// 902 
ia er al o 


Vo =VrR+VL+Ve 
Estos aparecen en el diagrama de fasores de la figura 9.20(a), donde se 
supone que | V¿|>|V¿|. Los casos] V¿|<| Ve] y|V¿|=]| Ve] aparecen 
en la figura 9.20(b) y (c), respectivamente. En todos los casos, las 
longitudes que presentan las unidades de corriente y voltaje no son 
necesariamente las mismas, de forma que, para mayor claridad, la lon- 
gitud de les mayor que la de Vr. 

Recuérdese que el diagrama de fasores es un retrato en el instante 
t=0 del movimiento circularen el plano complejo. Todos los vectores 
giran juntos en la dirección contra las manecillas del reloj; por consi- 
guiente, en este movimiento, un fasor que está más hacia la izquier- 
da (recorrido contra las manecillas del reloj) está “más adelante” de 
un fasor que está “menos” hacia la izquierda (yendo en el mismo 
sentido). 

En el caso (a), la reactancia es inductiva, y la corriente está retar- 
dada respecto al voltaje de la fuente por el ángulo € que puede ser 
medido. En (b), el circuito tiene una reactancia capacitiva neta, y la 
corriente está avanzada respecto al voltaje. Finalmente, en (c) la co- 
rriente y el voltaje están en fase, puesto que las componentes de las 
reactancias inductiva y capacitiva se cancelan exactamente una a la 
otra 


(b) (c) 
FIGURA 9.20 Diagramas de fasores para la figura 9.19. 
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Estas conclusiones también se derivan de la ecuación 
V Vv 
Il=É = —_—___—— (9.13) 
Z R+jloL — (1/0C)] 


El caso (c) está caracterizado por 


1 
L-—=0 
Ñ WC 
lo) 
h (9.14) 
w= == : 
vVLC 


Si la corriente en la figura 9,19 es fija, entonces la componente 
real del voltaje V también está fijo, puesto que es R]I|. En este caso, el 
lugar geométrico del fasor V, (su posible lugar en el diagrama de 
fasores) es la línea punteada de la figura 9.21. El fasor de voltaje varía 
hacia arriba y hacia abajo de esta línea, conforme ww varía entre cero e 
infinito. En la figura puede verse la amplitud mínima del voltaje cuan- 
dow=1/V/LC. Para cualquier otra frecuencia, serequiere de un voltaje 
mayor para producir la corriente. 


FIGURA 9.21 Lugar geométrico del fasor de 
voltaje para una respuesta fija de corriente. 


Deseamos determinar V., en la figura 9.22, y visualizar las relaciones 
de fase entre todas las corrientes y voltajes. Utilizaremos V¿ como 
nuestro fasor de referencia; puesto que también se desconoce su mag- 
nitud, fijaremos temporalmente V¿= 1.40 como se muestra en la figu- 
ra 9.22(b). Puesto que la corriente que pasa a través del capacitor está 
adelantada 90* respecto a su voltaje, Iz debe estar adelantada respecto 
a V, en 90% como se muestra en el diagrama de fasores. Utilizando el 
valor de referencia para V., 


(b) 


FIGURA 9.22 (a) Circuito fasorial; (b) diagrama de fasores usando V¿ 
como el fasor de referencia. 


Sección 9.5 Diagramas fasoriales 339 


Vi», el voltaje a través de un inductor, está avanzado 90" respecto a su 
corriente Iz, de forma que queda en el eje real negativo en el diagrama 
de fasores como se muestra 


1 3 
Vi = (39) -190 | = -/1807 
12 =( JE ) > 


Vr es, por LVK, la suma vectorial de V¿ y V] 2. Puesto que ambos 
están en el eje real, debe ocurrir esto con su suma: 


3 1 
Vr = 1/0+ 4180” = -/180* 
R + 2 2 


La corriente y el voltaje en una resistencia está en fase, de forma que IL, 
tiene el mismo ángulo que Vr en el diagrama de fasores: 


L = 2Vx = 14180? 


Luego, puesto que I, es la suma vectorial de I, e Iz como se muestra en 
el diagrama de fasores 


1 
l, = 1/180” + ¿90 = 1.12/153* 


Nótese que habríamos obtenido V¿= 1.40", junto con los demás faso- 
res que calculamos con base en este fasor de referencia, si la fuente de 
corriente tuviera un valor de 1.12,4153%, Por el principio de propor- 
cionalidad, multiplicando la fuente, multiplicará a todos los fasores 
por el mismo factor. Eligiendo el factor de escala Y! para que coincida 
con el valor de fuente 2.430" 


2430" 
“2 1122153" 


vemos que todos los fasores en el diagrama de fasores deben aumen- 
tarse por un factor de 1.79 y girados 123” en el sentido de las maneci- 
llas del reloj para completar la solución. En particular, 


V¿ = (120%) = 1.79/4-123* Y 


Nótese que una rotación en la misma cantidad de todos los fasores en 
el diagrama de vectores, no cambia sus relaciones de fase. Í, aún está 
adelante de Iz por 90*, y sigue estando fuera de fase 180” respecto a V,, 
y así sucesivamente, El ángulo arbitrario del fasor de referencia es 
adecuado para determinar todas las relaciones de fase sin la necesidad 
de correcciones, Las correcciones se necesitan únicamente para deter- 
minar el ángulo de fase de una respuesta, más que un desplazamiento 
de fase entre dos variables de respuesta. 


= 1.79/-123* 


Como último ejemplo para ilustrar el uso de diagramas de fasores, 
obtengamos el lugar geométrico de l conformeR varia como se ilustra 
en la figura 9.23, La corriente está dada por 

_ Ver en Vii (CR == joL) 

TR+joL..  R4wL? 


Por consiguiente, si 


I=x + jy (9.15) 


340 Capítulo 9 Análisis en estado estable de AC 


FIGURA 9.23 Circuito fasorial RL. 


apt? 
a 


. 
DE 
Ve gión 


wL 
R=0 


FIGURA 9.24 Lugar geométrico del fasor l. 


tenemos 


RV 
RL > (9.16) 
—wL Vi 


La ecuación del lugar geométrico es la ecuación satisfecha por x y y 
conforme varía R; de este modo, necesitamos eliminar R entre estas 
dos últimas ecuaciones. 

Si dividimos la primera de estas dos ecuaciones por la segunda, 
obtenemos 


xo R 
y 7 WwL 
de donde 
R= _oLx 
y 


Sustituyendo este valor de R en (9.16), obtenemos, después dealgunas 
simplificaciones, 


Vin Y 
x? + La 
d wL 


Este resultado puede ser reescrito como 


Y Ve > 
2 Im Y (A 9.18 
E (> hi 27) (25) (9:18) 


que es la ecuación de un círculo con centro en [0, — (V,n/20L)] y radio 
Vi /Z0L. 

Al parecer, el círculo (9,18) es el lugar geométrico, conforme R 
varía, del fasor 1=x + y. Sin embargo, por (9.16), x > 0; de este modo, 
el lugar geométrico es realmente un semicírculo que aparece con lí- 
neas punteadas en el programa de fasores de la figura 9.24. El voltaje 
V,, /0, tomado como referencia, también parece en la figura, junto 
con el fasor I. Si R =0, tenemos, a partir de (9.16) y (9.17), x=0ey= 
Vi OL. SIR —= ee, entonces x > 0 e y > 0. De este modo, conforme 
R varía de 0 a oo, el fasor de corriente se mueve contra las manecillas 
del reloj sobre este círculo. 

Sil es como se muestra en la figura 9.24, puede resolverse el fasor 
de corriente en dos componentes, uno con una amplitud /,, cos 8 en 
fase con el voltaje, y uno con amplitud /,, sen O que está 90* fuera de 
fase respecto al voltaje. Esta construcción está indicada por la línea 
vertical punteada. Como veremos en el capítulo 10, la componente en 
fase de la corriente es importante para calcular la potencia promedio 
producida por la fuente. De este modo, el diagrama de fasores nos da 
un método para ver de un solo vistazo el máximo componente de la 
corriente en fase. Evidentemente, esto ocurre en el punto a que corres- 
ponde a0=45". Esteesel casox=-y, OR =0L. 
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EJERCICIOS 


9.5.1.  Elimínese (0£ en (9.16) y (9.17) y demuéstrese que, conforme va- 
ría OL, el lugar geométrico del fasor I=x + ¡y es un semicírculo, 


v 2 v 2 
Respuesta 6 - ze) + y? = (22) , y<0 


9.5.2.  Obténgase WM£ en el ejercicio 9.5.1 para que Im I tenga su mayor 
valor negativo, También obténgase I para este caso. 
Respuesta R, (Vmn /V2R y 45? 


ESTADO ESTABLE DE AC 


El uso de fasores reduce sustancialmente la carga de cálculos de un análisis de circuito en 
estado estable ac, en comparación a formular y resolver la ecuación descriptiva como una 
ecuación diferencial de orden muy alto. Aun así, para circuitos REC con varios nodos y 
trayectorias cerradas, se requieren muchos cálculos. La aritmética compleja, utilizada para 
desarrollar la solución se convierte en tediosa y desgastante, incluso con el apoyo de una 
calculadora idónea para este propósito. 

Afortunadamente, SPICE está equipado con un enunciado de control ac, el cual, si se 
incluye en el archivo de entrada SPICE, realiza un análisis en estado estable ac. En este 
modo, el programa de SPICE determina la solución a un circuito fasorial especificado. El 
formato de este enunciado de control es 


Enel modo de análisis ac llamado por este enunciado, SPICE está listo para realizar análisis 
múltiples en estado estable ac con conjuntos de frecuencias especificados por el usuario. 
Tendremos ocasión para hacer uso completo de esta capacidad cuando estudiemos res- 
puestas de frecuencias en los capítulos subsiguientes, pero para los propósitos presentes, 
nos bastará con determinar el estado estable ac con una sola frecuencia de fuente. Sin 
embargo, puesto que la declaración de control está configurada para acomodarse a un 
propósito más general, debemos estar conscientes del formato general. FVAR debe ser 
sustituido por alguna de las palabras DEC, OCT o LIN. Estas palabras clave describen la 
forma en que se usará la variación de frecuencias del conjunto de frecuencias para utilizarse 
en análisis ac repetido: por décimos, octavos, o linealmente. NP es un número que especi- 
fica la cantidad de frecuencias por octavos, décimos, o en el caso LTN, el número total de 
frecuencias en el conjunto. FLOW es la frecuencia mínima, y FHIGH es la frecuencia 
máxima que se analizará, dada en unidades de hertz (Hz). Por ejemplo, 


especifica que se realizará un análisis ac para cada una de las cinco frecuencias espaciadas 
uniformemente por décima, de 10 Hza 1 kHz. No se necesitan unidades logarítmicas de la 
décimo u octavo para el presente propósito de análisisenestado estable ac; serán retomadas 
en el capitulo 14, La declaración de control 
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especifica que se hará un sólo análisis ac auna frecuencia de 30 kHz. Cuando NP se fija en 
1 como se hizo anteriormente, hay una sola frecuencia en el conjunto de análisis. La decla- 
ración resultante puede parecer una forma más bien tortuosa para especificar un análisis ac 
en la frecuencia única de 30 kHz, pero éstas son las reglas de SPICE, Quizá en alguna 
versión futura se perfeccione este formato de declaraciones. 

En los enunciados de elementos para todas las fuentes independientes, deben decla- 
rarse los fasores del análisis ac. El formato es 


V significa la fuente de voltaje independiente, XXXX su nombre, y N1 y N2 los nodos 
positivos y negativos. La inclusión de la palabra AC indica que esta fuente seutilizará en el 
análisis ac. MAG es la magnitud y ANG el ángulo del fasor de fuente de voltaje, En SPICE, 
las unidades para todas las cantidades angulares, tales como ANG, están dadas en grados. 
La declaración de fuente de corriente independiente es similar a la fuente de voltaje, donde 
la flecha de referencia de la función de fuente independiente señala desde el nodo Nl y a 
través de la fuente, hacia el nodo N2. 

La salida de un análisis ac de SPICE, es un conjunto de variables de respuesta de 
fasores. Estos pueden ser impresos como una tabla, utilizando la declaración 


en donde CVLIST es una lista de variables de circuito. Esta lista tiene un formato exacta- 
mente como se describió en el capítulo 4 para el análisis de, excepto que especificamos la 
magnitud o fase de una variable, incluyendo M o P después de V (para voltaje) o I (para 
corriente). Por ejemplo, 


VP(2) — IM(VDUN 


resulta en la impresión de la magnitud y fase del fasor de voltaje de nodo Va, y la magnitud 
del fasor de corriente que pasa a través de la fuente de voltaje VDUMMY. Si se prefiere que 
la salida esté en componentes rectangulares, al sustituir R o 1 por M o P resultará en la 
impresión de partes reales o imaginarias. 

Recuérdese que, en algunas versiones de SPICE, sólo las corrientes pueden ser salida 
a través de fuentes de voltaje, y es necesario instalar una fuente de voltaje “simulada” de 
cero volts en serie con cualquier otro elemento cuya corriente se necesite, y que no tenga 
una fuente de voltaje que esté en serie, Si se desea la representación rectangular en lugar de 
la polar, incluir R o 1 después de la V (voltaje) o I (corriente) guía, resultará en que se 
imprima la parte real o la parte imaginaria, respectivamente. 

SPICE resuelve únicamente circuitos fasoriales; la responsabilidad del usuario es 
convertir fuentes sinusoidales originales a su representación de fasores, y luego convertir 
la respuesta de fasores de vuelta a sinusoides. 


Sección 9.6 SPICE y estado estable de AC 343 


Para ilustrar la aplicación de SPICE, considérese el circuito de la figu- 
ra9.7. Obténgase el voltaje del nodo 1 en forma polar, y la corriente de 
la resistencia 1-2 en forma rectangular. Un formato SPICE para cal- 
cular estos valores es 


La declaración .PRINT tiene formato para versiones de SPICE que acepten referencias de 
corriente como I(R2). Si su versión de SPICE sólo tiene salida de corrientes a través de 
fuentes de voltaje (VXXXXX), debe insertarse una fuente vacía en serie con R1, En este 
caso, la solución impresa es 


Los sinusoides correspondientes son v=2.26 cos(2t-—26.6”) y, puesto 
que Iz=2 +4 =4.47.463.4%, i=4,47 cos(2t+ 63.49), 


Como segundo ejemplo, consideremos el fasor de corriente 1 en el 
circuito de la figura 9.9, que contiene una fuente controlada de trans- 
resistencia r = 3000 Q, 
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La solución es 


De este modo, la corriente en estado estable ac es 0,024 cos(50001 + 
53.15. 


En el capítulo 4 se presentó el uso de subcircuitos en SPICE. La definición de subcir- 
cuito, un conjunto de enunciados abarcadas por las líneas de control SUBCKT y .ENDS, 
pueden incluirse en el archivo de entrada de SPICE para el circuito que contenga el subcir- 
cuito, o pueden guardarse como un archivo separado. Este último es particularmente útil si 
el subcircuito se utiliza para varios circuitos distintos. La inclusión de la declaración de 
control 


hará que el contenido del archivo de texto FILENM se una al archivo de entrada principal 
de SPICE. FILENM sólo debe contener subcircuitos y, si deseamos unir otros archivos a 
FILENM, utilizaremos las declaraciones de control .LTB. Por ejemplo, un modelo de amp 
op presentado como subcircuito en el ejemplo 4.21 y que se repite en esta página, es 


Puesto que tendremos ocasión para utilizar con frecuencia este modelo, supongamos que 
guardamos estas cinco líneas como un archivo separado llamado OPAMP.CKT. El si- 
guiente ejemplo ilustra cómo puede utilizarse este archivo, 


Obtengamos el fasor de voltaje de salida del circuito con op amps dela 
figura 9.11 si el voltaje de entrada es g¿= 10 cos(10001+ 30%) V, Un 
archivo de circuito para los nodos de la entrada inversora del op amp, 
la salida del op amp y la fuente de entrada, designados como 3, 4 y 10, 
respectivamente, con los nodos 1 y 2 como se muestran, es 
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Este archivo de circuito nos da la solución 


Para circuitos ac que contengan fuentes en distintas frecuencias, recuérdese que se 
requiere de un análisis de fasores separado para el subconjunto de fuentes en cada frecuen- 
cia distinta, donde se eliminan todas las demás fuentes. Luego de convertir los fasores de 
referencia a sinusoides, las componentes resultantes se superponen. En general, cada análi- 
sis de fasor requiere hacer correr SPICE por separado y editar antes de volver a hacer correr 
el archivo de entrada de SPICE. Las conversiones fasor a sinusoide, y las sumas finales, 
deben ser hechas a mano. Incluso cuando está basado en análisis de fasores, SPICE no 
puede manejar análisis ac de circuitos con frecuencias distintas de una forma más directa, 

Y a en el capítulo 8 se señaló una precaución fundamental en el uso de fasores para 
calcular el estado estable ac. Los fasores calculan directamente la respuesta forzada en 
circuitos ac, lo que puede ser igualado con la respuesta en estado estable ac, únicamente si 
el circuito es estable. Los circuitos estables son aquellos cuyas respuestas naturales decaen 
a cero respecto al tiempo. Si un circuito no es estable, su respuesta natural no decaerá y, 
en general, no poseerá un estado estable sin importar cuánto esperemos. Si el circuito no es 
estable, obtendremos un resultado numérico utilizando análisis de fasores, pero debemos 
interpretarlo únicamente como respuesta forzada, y no el estado estable ac (que es inexis- 
tente para circuitos no estables). 

El análisis acen SPICE, querealiza análisis de fasores, hereda esta misma limitación. 
El resultado de un análisis ac en SPICE, siempre deberá serigualado a la respuesta forzada, 
pero esto es también la respuesta en estado estable ac, únicamente si el circuito es estable 
(lo cual no nos dice el análisis ac de SPICE). Teniendo la salida del análisis ac de SPICE, 
queda como responsabilidad del usuario verificar independientemente que el circuito sea 
estable antes de considerarlo como estado estable ac. En el ejemplo final se ilustra esta 
condición. 
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FIGURA 9.25 Circuito para el ejemplo 
9.17. 


Considérese el circuito de una sola trayectoria cerrada de la figura 
9.25, con ecuaciones descriptivas para la corriente de malla ¿ del modo 
siguiente: 


di 
—7+(l-—ai=vu 
dl ( ) 2 
La ecuación característica es 

s+(l-a)=0 
de donde resulta la solución natural 


AS RE 


Sila ganancia del voltaje de fuente controlada a< 1, entonces ¡, estáen 
una exponencial amortiguada, que tiende a cero, y el sistema es esta- 
ble. Si a > 1, entonces i,, se va a (más o menos) infinito, el circuito es 
inestable, y por consiguiente no hay estado estable. 

Realicemos el análisis ac en el circuito utilizando SPICE con 
U¿= Cos £. Fijando a=0.5, nuestro archivo de entrada a SPICE es 


La respuesta forzada indicada, 1= 0.8954117% A 0 1=0.895 cos (t + 
117) A, es la respuesta en estado estable ac de este circuito estable, 
Cambiando al valor a=2 enel archivo de entrada SPICE y volviéndo- 
lo a correr, la salida resultante es 


Puesto que este circuito es inestable, la respuesta forzada 1 = 
0.707.445” A 00.707 cos(t+ 45%) A calculada por SPICE, yano puede 
ser identificada como respuesta estable ac. No existe estado estable ac 
en este circuito inestable, 


En el capítulo 14 se hará una determinación más sistemática de la estabilidad de una 
red. Porlo pronto, recuérdese que los circuitos REC sin fuentes dependientes y sin respues- 
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tas naturales no amortiguadas (alguna resistencia en cada trayectoria cerrada) son todos 
estables, También son estables los circuitos amp op con retroalimentación negativa, como 
los circuitos en unidades del capítulo 3. Para otros circuitos, debemos interpretarlos resul- 
tados de cualquier análisis de fasores, incluyendo el análisis ac de SPICE, con la precau- 
ción adecuada. Si existe un estado estable ac, SPICE lo obtendrá, pero no se nos advertirá 
sl esto no Ocurre. 


EJERCICIOS 


9.6.1. Utilice SPICE para obtener representación de u en el ejercicio 
9.2.4 para M=5 rad/s. 
Respuesta 2.224 /—158.2* V 
9.6.2. Utilice SPICE para obtener la corriente de fasor del inductor 1-H. 
Respuesta 0,331/47.82 A 


sen2tA 


4cos 21 A 


EJERCICIO 9.6.2 


En este capítulo se aplicó sistemáticamente el análisis de fasores a circuitos en estado 
estable AC. Nuestras herramientas familiares, el análisis nodal, el análisis de malla, la 
división de corriente y voltaje, los equivalentes en serie y en paralelo y otros, pasan sin 
modificaciones al dominio de los fasores. Su uso en el dominio de fasores se simplifica en 
gran medida por el hecho de que todas las corrientes y voltajes son constantes, y todos los 
elementos que no son puentes satisfacen la misma ecuación simple V =ZI. 


= Las impedancias en serie se suman, las admitancias en paralelo se suman 


= Las transformaciones de Thevenin-Norton y la división de voltaje o corriente no sufren modi- 
ficaciones en el dominio de los fasores. 


= Enel dominio de los fasores no hay ninguna modificación para análisis nodal o de malla. 


= Para los circuitos con fuentes sinusoidales con dos o más frecuencias, debe utilizarse la super- 
posición para definir un circuito de fasores separado para cada frecuencia. Cada uno es resuel- 
to independientemente. La respuesta en estado estable AC general, es la suma de las 
respuestas en estado estable AC (sinusoidales) para todos estos circuitos de fasores. 
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= Un diagrama de fasores es la gráfica de uno o más fasores en el plano complejo. La longitud de 
cada fasor es la amplitud de su sinusoide correspondiente, y el ángulo de un fasor en el ángulo 
de fase de su sinusoide correspondiente. Todos los fasores giran juntos en dirección contraria 
alas manecillas del reloj a un ritmo de ( rad/s. 


= Puede utilizarse SPICE para analizar circuitos de fasores. En su enunciado de elementos se 
registra la frecuencia, magnitud y fase de cada fuente sinusoidal y se registra una declaración 
de control, ,AC, para llamar el análisis de fasores. 


PROBLEMAS 


9.1, Obténgase V, utilizando el principio de división de vol- 
tajes (9.2). Verifíquese calculando V,= Za1. 


11040" Y 


PROBLEMA P9.1 


9.2, Obtenga uy utilizando la división de voltajes. 


+ 0U-— 


4 cos 21 V 


PROBLEMA P9.2 


9,3. Especifíquense tres impedancias Z1, Z,, Z3 para que 
en este circuito V¡ = 6/60%, V2= 6/0? y V3=6/—60* V. 


e, 


PROBLEMA P9.3 


Problemas 


9.4. Obtenga L, utilizando el principio de división de co- 
rriente (9.4). Compruébese calculando 1, = Y,V. 


PROBLEMA P9.4 


9.5. Obtengai; mediante división de corrientes. 
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4costA 


PROBLEMA P9.5 


9.6. Especifíquense tres admitancias Y, Y, Yz para que en 
este circuito I, = 1/0 A, L= 1/60 A,e lb = 1/-60* A. 


PROBLEMA P9.6 
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9.7. Obtenga los equivalentes de Thevenin y de Norton para 
este subcircuito. 


j4 J8 
a 
3£150" A 2 
a 
1 
PROBLEMA P9.7 


9.8. Obtenga equivalentes de Thevenin y de Norton. 


PROBLEMA P9.8 


9.9. Obténgase el equivalente de Thevenin a la derecha de la 
línea punteada; luego utilicese el principio de divisor de volta- 
jes para obtener V;. 


240 


PROBLEMA P9.9 


9.10. ¿Paraqué Z¡ es V¡= 1/90%? V? 


—j10 


34180" A 


PROBLEMA P9.10 


Para los problemas 9.11 a 9.18, resuélvase para las variables 


indicadas utilizando análisis nodal. 
e 


9.11. 


9.12. 


42 


9.13. 


2 cos 377 A 


9.14. 
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6costA 


PROBLEMA P9.11 
10 82 
S 3 H uv 
PROBLEMA P9.12 


156 cos (377t — 20%) Y 


10sen(41-70%) A 


PROBLEMA P9.14 


9.15. 


1Z0 A 15.445 V 


-j78 


PROBLEMA P9.18 


PROBLEMA P9.15 


9.19. Obtenga la impedancia con la a-a' utilizando análi- 
sis nodal. 


9.16. 
PROBLEMA P9.19 
+49 
PROBLEMA P9.16 

9.20. ¿Qué fuente de voltaje de fasor conectada en a—a” 
en el problema 9,19 resultará en una corriente de 3/50 A 
que pasa hacia la izquierda a través del inductor? 

9.17. 


Para los problemas 9.21 y 9,28 resuélvase para las variables 
indicadas utilizando análisis nodal. 


9.21. 


PROBLEMA P9.17 


6cosiv() 12 


9.18. La fuente controlada tiene transresistencia de 
r=30. PROBLEMA P9.21 
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9.22. 9.26. La fuente controlada tiene una transconductancia g = 
(1/2) 8. 


100 sen 10: V 


1 
2 H 
PROBLEMA P9.22 
PROBLEMA P9.26 
9.23. 
Jen 9.27. 
YU 
10-90" Y 22 
120 
= j6 N 
10 2 
10 sen 10: V 0 
PROBLEMA P9.23 E 
PROBLEMA P9.27 
9.24. 
-38 30 
9.28. 
22-30 A a 


50-10? V 


_| 
PROBLEMA P9.24 
9.25. 
¿en 00 A PROBLEMA P9.28 
9.29. Resuelva el problema 9,19 utilizando el análisis de ma- 
12 cos 3771 V sen377 £ lla. 


100 


9.30. El análisis de malla está restringido a circuitos planos. 
Dibuje un circuito que no pueda ser analizado por el método de 
malla, que contenga el número de nodos mínimo para un cir- 
PROBLEMA P9.25 cuito no plano. 
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9.31. Obtengav. 


29 12 


10 cos 1 V 


2 cos 21 A 


PROBLEMA P9.31 


9.32. Obtenga las variables indicadas, 


8H 


PROBLEMA P9.32 


9.33. Obtenga las componentes de ¡ debidas a cada una de las 
tres fuentes separadas, y el valor general de i. 


12 


=11H 
29 


9-0 |, 


PROBLEMA P9.33 


cosrv (+) 


9.34. Las fuentes sinusoidales v¿€e ig operan en w9= 1000 y w 
2000 rad/A, respectivamente. Si v=4 cos 1000£—2 sen 2000£, 
encuentra Ug € iy. 


+ 
100 uF 


00 
5mH 


PROBLEMA P9.34 


Problemas 


9.35. Dibujel;, L e E; en un diagrama de fasores. Obtenga 1 
calculando la suma de I,, Le L. 


PROBLEMA P9.35 


9.36. Dibuje los tres voltajes dados como el diagrama de fa- 
sores, y obtenga V, el fasor correspondiente u del diagrama. 
Obtenga v. 


+ 
|| 2 sent 


|| 3 cos(t — 45%) 


PROBLEMA P9.36 


9.37. Dibujelas impedancias de los tres elementos en un dia- 
grama de fasores, ¿Cuánto debe ser L si la impedancia general 
es 14/2892? Suponer wM= 10 rad/s, 


109 


PROBLEMA P9.37 


9.38. Dibuje el lugar geométrico de la impedancia que apa- 
rece en el problema 9,37 en el plano complejo, conforme L 
varíade0a1 H. 
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9,39. Obtengael lugar geométrico de 1, el fasor asociado con 9.44. Resuelva el problema 9.43 como se especificó, pero 


1, conforme (0 varía de 0 a oo, ¿Para qué valores de ( tiene | 1 | utilice el modelo op amp mejorado de la figura 3.9 con A = 
sus valores máximos? ¿Minimos? 100,000, R¡=1 M0, y Ry = 30 22. Ingrese el modelo amp op en 
y el archivo de entrada de SPICE como .SUBCKT. 
— 
Problemas más complejos 
cos cof V LF 12 1H 9.45. ¿Para qué £ será (1) = 0? 
il 12 
AN 
19 
PROBLEMA P9.39 
10 cos 2£ 

Problemas usando SPICE 


9.40. Utilice SPICE para resolver el problema 9.12, 
9.41. Utilice SPICE para resolver el problema 9.25, 


9.42, Obtenga el fasor de corriente I en este circuito no plano 
utilizando SPICE. R=10kQ, C=1pF,e i¿=4c083771. PROBLEMA P9.45 


9.46. Obtenga u(t) en estado ac. 


PROBLEMA P9.42 


9.43, Obtenga u(£) para w)= 1,2, 3, 4, 5 rad/s. Corra SPICE 
una sola vez, y utilice el voltaje ideal de la fuente de voltaje 
controlado del modelo amp op de la figura 3.7 con A = 
100,000. 


PROBLEMA P9.46 


9.47. Obtenga el equivalente de Thevenin para el estado es- 
PROBLEMA P9.43 table ac, especificando V7 y Zr. 
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9.48. 


PROBLEMA P9.47 


Obtenga u, en estado estable ac si v] =cos 0 PV. 


420 


PROBLEMA P9.48 


Problemas 


9.49. Dibuje el lugar geométrico de Z en un programa de 
fasores cuando R varíade 0 a coenwm=2. 


zZ> 4H 


aj 


PROBLEMA P9.49 
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James Prescott Joule 
1818-1889 


El calentamiento de un con- 
ductor depende de su resis- 
tencia y del cuadrado de la 
corriente que pasa a través 
de él, 

James P. Joule 
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Contenido del capítulo 
m 70.1 Potencia promedio : = 710.6 Conservación de potencia 


= 70.2 Valores RMS = 70.7 Potencia reactiva y factor de 


a 70.3 Potencia compleja porenea 


= 10.4 Superposición y = 710.8 SPICE y potencia en 


, estado estable ac 
potencia : 
m 70.5 Transferencia máxima de 3 SSRamen 
potencia om Problemas 


Enel presente capitulo consideraremos relaciones de potencia para redes que son excitadas 
por corrientes y voltajes periódicos. Nos concentraremos principalmente en voltajes y co- 
rrientes sinusoidales, puesto que casi toda la potencia eléctrica se genera de esta forma, 
Como ya sabemos bien, la potencia instantánea es el ritmo al que un elemento absorbe 
energía, y varía como función del tiempo. La potencia instantánea es una importante mag- 
nitud en aplicaciones de ingeniería, porque su valor máximo debe estar limitado para todos 
los dispositivos físicos. Por esta razón la potencia instantánea máxima o potencia pico es 
una especificación comúnmente utilizada para caracterizar dispositivos eléctricos. Por 
ejemplo, en un amplificador electrónico, si se excede en la entrada la potencia pico especi- 
ficada, la señal de salida se distorsiona. Si se excede en mucho este régimen de entrada, el 
amplificador puede quedar permanentemente dañado. 

Una medida más importante de potencia, particularmente para corrientes y voltajes 
periódicos, es la potencia promedio. La potencia promedio es el ritmo promedio al que un 
elemento absorbe energía, y es independiente del tiempo. Por ejemplo, esta potencia es lo 
que las compañías de electricidad controlan para determinar las facturas mensuales de 
electricidad. Las potencias promedio pueden variar de unos cuantos picowatts, en aplica- 
ciones como las comunicaciones por satélite, a megawatts, en aplicaciones como el sumi- 
nistro de electricidad a una gran ciudad. 

Nuestra discusión se iniciará con un estudio de la potencia promedio. Luego de pre- 
sentar la conveniente medición rms (root-mean-square), se definirá la potencia compleja y 
se discutirán sus usos. La superposición está relacionada con la potencia, y se explorarán 
las nociones de máxima transferencia de potencia y conservación de potencia. El capítulo 
finaliza.con el factor de potencia, una idea de gran interés práctico para compañías que 
suministran energía eléctrica, y se hará un comentario sobre el uso de SPICE para cálculos 
de poder de potencia ac. 


Enlas redes lineales con entradas, que a su vez son funciones periódicas respecto al tiempo, 
las corrientes y voltajes en estado estable que se producen son periódicas, teniendo perio- 
dos idénticos. Considérese una potencia instantánea. 

p=vi (0. 
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donde v e ¡ son periódicas, con un periodo 7. Es decir, v(t + T) = v(£), e i(£ + T) =1(£). En 
este caso 


pe+T)=v(4+ Di +T) 
= v(t)i(t) 
= pít) (10.2:) 
Por consiguiente, la potencia instantánea es también periódica y p se repite cada T 
segundos. 
Sin embargo, el periodo 7, de p (el tiempo mínimo en que p se repite) no es necesaria- 


mente igual a 7, sino que 7 debe contener un número entero de periodos de 7). En otras 
palabras, 


T=nT, (10.3) 


donde n es un entero positivo. 


Como ejemplo, supongamos que una resistencia R transporta una co- 
rriente ¡ =/,,, cos (0f con un periodo T = 211/0. Entonces 


p=Ri? 
Lin 
= R];, cos” wt 


2 
Ta + cos 2wf) 


Evidentemente, 7;, = 1/0, y por consiguiente 7'= 27). Por tanto, para 
este caso, n = 2 en (10,3). Esto está ilustrado por la gráfica de p e ¿que 
aparece en la figura 10.1. 


(0, p(1) T 


q 


p() 


O) 


FIGURA 10.1 Potencia instantánea y ondas de corriente (caso 
sinusoidal). 
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p() 


t 


t,+T, 


FIGURA 10.2 Potencia instantánea periódica (caso no sinusoidal). 


Siahoratomamosi=1,,(1+cos (0£), entonces ¡sigue siendo perió- 
dica con un periodo 7. 


p= RC + cos wr)? 
En este caso, 7,=21/w, y n=1 en (10.3). 


Matemáticamente, el valor promedio de una función periódica está definida como la 
integral del tiempo de la función sobre un periodo completo, dividida entre la longitud del 
periodo. De este modo, la potencia promedio p para una potencia instantánea periódica p 
está dada por 


1 1+Tp 
P=7 / p di (10.4) 
pt 


donde +; es arbitraria. Si integramos sobre un número entero de periodos, como por ejemplo 
mT, (donde m es un entero positivo), entonces el área total es simplemente m veces el valor 
de la integral en (10.4). De este modo, podemos escribir 


1 t1+mT, 
¡ PEREA p dt (10.5) 


De este modo, podemos obtener la potencia promedio integrando sobre el periodo de p, 
como en (10.4), o sobre el periodo de v 01, 
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Dispositivo. 
dedos e y 
rol. 


FIGURA 10.3 Dispositivo general de dos terminales, 


Considérese el dispositivo generalizado de dos terminales de la figura 10.3, al que 
suponemos en estado estable ac. Si 


v = V,, COS (wt + Py) (10.7a) 


entonces tenemos 
¡== I, COS (wt + Q;) (10.7b) 


para un /m y Q;, puesto que en estado estable ac, todas las corrientes y voltajes tienen la 
misma frecuencia. 

La potencia promedio transmitida al dispositivo, tomando t, = 0 para nuestra conve- 
niencia en (10.6), es 


v.I 27 /w 
P= o] cos(wt + H,) cosíwt + ;) dt 
271 0 


Utilizando la identidad trigonométrica 


1 1 
cosa cos $ = 7 008 (a + B) + z 008 (a. — B) (10.8) 
esto puede ser reescrito como 


Vin Im 
271 


27 /w 1 
/ E cos (2wt + Py +01) + > cos (bd, — 2) dt (10.9) 


Puesto que la integral abarca dos periodos del primer término, y el valor promedio de todo 
sinusoide (con (1% 0) es cero, la integral del primer término es cero. El segundo término es 
constante y tenemos 


Vin Lim 


P= > cos (Pd, — Q;) (10.10) 


Asi, la potencia promedio absorbida porun dispositivo de dos terminales está determinada 
por las amplitudes V,,, e [,,, y el ángulo € con el que el voltaje v se adelante a la corriente i. 
En términos de los fasores de v ei, 


V = Vn/d, =1Vl/b, 
I= In/6; = M0; 
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y tenemos, de (10.10), 


1 
L= VICO (6,4) (10.11) 


La potencia absorbida por un subcircuito de dos terminales es la mitad del producto de la 
magnitud de sus fasores de corriente y voltaje, por el coseno del ángulo entre estos. 

Si el dispositivo de dos terminales es una resistencia R, entonces $u— d, = 0, y V,, = 
RI; de forma que (10.10) se convierte en 


1 
Pa = 5 

Vale la pena hacer notar en este punto que si ¿= /¿¿ , una corriente constante (dc), 

entonces w = Qu= 4;=0, e /,, = 4, en (10.7b). La potencia instantánea vi = (RI¿JUao) es 

constante en este caso en especial, de forma que es igual a su promedio, o 


Pr = RI, 


Determinemos la potencia promedio absorbida por varias partes del 
circuito en estado estable ac que aparece en la figura 10.4(a), cuyo cir- 
cuito fasorial está dibujado en la figura 10.4(b). Combinando las im- 


pedancias, 
Z=2+(¡2(0 — ¡2)=6+ j2 9 
de forma que 
4/0 
= =0. —-18.42 
I +72 0.632/—18.4” A 


Por división de corrientes 
2 
l, = El =1.26/71.6" A 


de forma que Ve=1.26471.6"V y 
V. = (21, = 2.52/-18.4” V 


En la figura 10.5 se muestra el diagrama fasorial para estas corrientes 
y voltajes. 

Primero determinaremos la potencia promedio absorbida por la 
resistencia de 1-(2. La magnitud de su voltaje es | Vp|= 1.26 V, su co- 
rriente 


28 192 


4 cos 2t V (5) 


00 


FIGURA 10.4 (a) Circuito para el ejemplo 10.2; (b) circuito 
fasorial. 
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Re 


I=.6324-18.40 


V, =2.524—18.4" 


FIGURA 10.5 Diagrama fasorial para voltajes y corrientes 
seleccionados del circuito de la figura 10.4. 


es|1¡|=1.26 A, y el ángulo entre estos fasores es 0; esto significa que 
están en fase. Por consiguiente, por (10.11), 


1 
Pr = IV cos(¿Ve — 1H) = 3126) = 0.80 W 
Para el capacitor tenemos 
1 
Pc = 7 !Veliki] cos 6, =0 


porque el ángulo entre el voltaje y la corriente es 0,= 4 V¿- 41, = 
—90*”. La potencia promedio neta absorbida por todas las impedancias, 
está determinada por el voltaje 440 a través del subcircuito de impe- 
dancia y la corriente / que pasa por éste y es 


Pz = +(4)/0.632) cos 9, = 1.26 cos(—18.4”) = 1.20 W 

Finalmente, calculemos la potencia suministrada por la fuente. 
Nótese en la figura 10.3 que la corriente y voltaje de las terminales 
utilizadas para calcular la potencia absorbida por el subcircuito utili- 
zando (10.11), debe satisfacer la convención de signos pasivos. De no 
ser así, entonces (10,11) mide el negativo de la potencia absorbida, es 
decir, la potencia transmitida por el subcircuito al resto del circuito. 
Considerando la fuente de voltaje como un sustituto, el voltaje de la 
terminal 440 V y la corriente I violan la convención de signo pasivo, 
puesto que la flecha de referencia de dirección de la corriente señala 
desde el extremo positivo de la dirección de referencia de voltaje. De 
este modo, los 1.20 W absorbidos por la impedancia son también la 
potencia transmitida por la fuente. Ciertamente, la potencia total 
transmitida a todos los elementos que absorben potencia en un circui- 
to, está balanceada por la potencia suministrada, un resultado de con- 
servación intuitivamente razonable, que será discutido con más 
detalle en la sección 10.6. 


Obtengamos el poder suministrado por las dos fuentes en la figura 
10.6. Combinando las dos impedancias en paralelo, 


¿ED Ad 


z O 
13 


sil a 
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10Z0* A 


El circuito resultante tiene dos redes y una fuente de corriente. De este 
modo, no se necesita de una ecuación de malla. Escribiendo la ecua- 
ción de malla para I, 


A: 
(3 =j5+2+ 12) I — ¡2(10/0) = 2/30" 


IT =7.23/54.3 A 


FIGURA 10.6 Circuito para el ejemplo 10.3. El voltaje Vs, es idéntico al voltaje a través del inductor: 
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Vs; = ¡2(10/0— ID) = 16.5/44.6” V 


El voltaje Vs, y la función de fuente de corriente 10.40 violan en con- 
junto la convención de signo pasivo en relación con la fuente de co- 
rriente. Por consiguiente, la potencia suministrada por esta fuente, en 
lugar de ser absorbida, está dada por (10.11): 


1 1 
Ps = 3 Vsl11040] cos 44.6” = 7 16.5)(10)(0.712) =58.7 W 


Puesto que I y la función de fuente de voltaje 2.430" satisfacen la 
convención de signo pasivo, la potencia absorbida por la fuente de 
voltaje es 


1 
Po = 5Mp230" cos(30" — 54.3%) = 5(1.23)2)0.911) = 6.59 W 


De este modo, la fuente de corriente suministra potencia neta a este 
circuito, en tanto que la fuente de voltaje absorbe parte de esta poten- 
cia, Aparentemente, el resto es absorbido por los demás elementos. 


Puesto que los fasores de corriente y voltaje están siempre en fase en el caso de las 
resistencias, por (10.11) las resistencias siempre absorben potencia neta. Para capacitores 
e inductores, el ángulo de fase positivo o negativo de 90? de sus impedancias impulsa la 
corriente y el voltaje 90% fuera de fase, de forma que los elementos de almacenaje no 
absorben ni suministran potencia promedio en estado estable en un circuito. Noes ninguna 
sorpresa que ninguno de los elementos REC suministre potencia promedio, puesto que sabe- 
mos que son elementos pasivos. Como los capacitores e inductorestampocoabsorben potencia 
neta, son designados como elementos sin pérdida. Todo elemento o subcircuito que absor- 
be potencia promedio es designado con pérdida. Claramente, todo subcircuito LC (aquel 
que contiene únicamente inductores y capacitores) no tiene pérdida, y todo subcircuito 
RLC en donde hay flujo de corriente hacia por lo menos una resistencia, tiene pérdida. 

Como vimos en el ejemplo anterior, no hay una regla uniforme que podamos aplicar 
a las fuentes en lo que se refiere a la transmisión o absorción de potencia. Las fuentes 
pueden hacer ambas cosas, dependiendo de su contexto en el circuito. Por ejemplo, la 
misma batería de automóvil suministrará potencia al subcircuito de arranque del motor, o 
absorberá potencia del subcircuito del alternador, dependiendo de las posiciones del inte- 
rruptor en el resto del circuito, 
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EJERCICIOS 


10.11. Determínese el periodo 7, de la potencia instantánea p(%) y la po- 
tencia promedio P. 
Respuesta 6S,—6W 


+8 
pto) (W) E (s) 
10 
EJERCICIO 10.1.1 


10.1.2..  Parauncapacitorde Cfarads que transmite una corriente ¿=/,,cos 00%, 
verifíquese a partir de (10.6) que la potencia promedio es cero. Repítase esto 
para un inductor de £ henrys. 
10.1.3.  Obténgase la potencia promedio suministrada a una resistencia 
de 10-Q que transmite una corriente de: 
(a)i=S|sen 101] mA 
(b)i=10sen10tmA,0<t <x/10s 
=0,1n/10<t<x/5s;T=T0/Ss 
(c)i =5mA,0< £ <10 ms 
32 =-5 mA, 10 <f£ <20 ms; T=20 ms 
(d):=21,0<1<2s;T=2s 
Respuesta (a) 125 4 W; (b) 0.25 mW; (c) 0.25 mW; (d) 2 W 
k 10.14. Obtenga la potencia promedio absorbida por el capacitor, las dos 
6 cos 1 V 7 62 3 3F resistencias y la fuente. 
Respuesta 0;10/3,2/3;-4W 
10.1.5.  Sif(1) es periódica en un periodo 7; y f(t) es periódica en un 
periodo T,, demuéstrese que f,(£) + f,(£) es periódica con un periodo 7 si exis- 
EJERCICIO 10.1.4 ten enteros positivos primos m y n tales que 


T=mT, =nT, 


Extienda este resultado a la función (1 +cos w2)?, considerada en esta sección, 
para obtener su periodo, 7 =211/0. 


En la sección anterior vimos que las corrientes y voltajes periódicos transmiten una poten- 
cia promedio a las cargas resistivas, La cantidad de potencia suministrada depende de las 
características de la forma de onda en particular. Por consiguiente, nos sería sumamente 
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útil un método para comparar la potencia transmitida por distintas ondas. Uno de estos 
métodos es el uso de valores rms o efectivos para corrientes o voltajes periódicos. 

El valor ms de una corriente (voltaje) periódica, es una constante igual a la corriente 
(voltaje) de que sería suministrada por la misma potencia promedio a una resistencia R. De 
este modo, si /;, es el valor de ¿ podemos escribir 


1 T 
P=R=7/ Ri? dt 


para la que la corriente rms es 


(10.12a) 


De forma similar, el voltaje rms es 


T 
Vs => [7] v? dt (10.12b) 
T Jo 


El término rmsesuna abreviatura de root-mean-square (en español, “raiz-promedio- 
cuadrado”). Examinando (10,12a), vemos que ciertamente estamos obteniendo la raíz 
cuadrada del valor promedio, o medio, del cuadrado de la corriente. 

A partir de nuestra definición, el valor rms de una constante (dc) es simplemente la 
constante misma. El caso de es el caso especial (wm) =0) de la corriente o voltaje sinusoidal. 

Supongamos que ahora consideramos una corriente sinusoidal ¡ = [,cos(t + $). 
Luego, de (10.12a) y (10.8), obtenemos 


Ef 
271 


Lrms 


27 /w La 
cost(w1 + $) di == (10.13a) 
/ V2 
De este modo, una corriente sinusoidal con una amplitud /,, transmite la misma potencia 
promedio a una resistencia R, como lo hace una corriente dc igual a /,./V2. También pode- 
mos ver que la corriente rms es independiente de la frecuencia 0 o de la fase 4 de la corriente 
¡. De forma similar, en el caso de un voltaje sinusoidal, obtenemos 


(10.13b) 


Sustituyendo estos valores (10.10), tenemos que para cualquier subcircuito de dos termina- 
les, 


P = VemsÍrms COS (Py — Q;) (10,14) 


donde P es la potencia promedio absorbida si se satisface la convención de signo pasivo, y 
la potencia suministrada por el subcircuito, si no ocurre así. 
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Con frecuencia se utilizan los valores de RMS en los campos de generación y distri- 
bución de energía. Por ejemplo, la potencia ac nominal 115-V, que se utiliza comúnmente 
para aplicaciones domésticas, es un valor rms. De este modo, la potencia suministrada a 
casi todos los hogares es proporcionada por un voltaje de 60-Hz, con un valor máximo de 
11542 = 163 V. Por otra parte, los valores máximos son utilizados más comúnmente en 
electrónica y comunicaciones. 

Hasta ahora, hemos definido los valores rms de las corrientes y voltajes en el dominio 
del tiempo. A continuación, sean V e I fasores, y definamos sus fasores rms asociados 


como: 
1 


Va = AV (10.15a) 
1 
Lems = q (10.15b) 


De este modo, los fasores RMS tienen el mismo ángulo que los fasores comunes, pero sus 
magnitudes están reducidas (o normalizadas) por el factor 1/42. Así, en tanto que la mag- 
nitud de un fasor convencional o de amplitud es igual a la amplitud del sinusoide asociado, 
la magnitud de un fasor rms es igual al valor rms del sinusoide asociado [por (10.12a) y 
(10.13a)]. Puede verse un uso inmediato del fasor rms sustituyendo (10.13) en (10.10), lo 
que revela que 


P = |Vrmsl lIrms| cos (Py — $) (10.16) 


La potencia promedio puede calcularse como el producto de magnitudes fasoriales rms por 
el coseno del ángulo entre los fasores de corriente y voltaje, sin el factor 7 que es tan nece- 
sario para los fasores con una amplitud como la descrita en (10.10). 

Nótese que al dividir todos los fasores por V2, es fácil demostrar que los fasores rms 
satisfacen las leyes de corriente y voltaje de Kirchhoff y también que 


Veras = Zirms (10.17) 


bajo cualquier impedancia. De este modo, al designar todas las fuentes independientes por 
sus fasores y elementos rms mediante sus impedancias acostumbradas, tenemos un circui- 
to fasorial rms en donde los fasores de corriente y voltaje rms pueden calcularse exacta- 
mente como fasores o de amplitud de corriente y voltaje en circuitos fasoriales de amplitud. 


Obtengamos la potencia suministrada por el generador ac de 60-Hz a 
la impedancia de carga en el circuito de la figura 10.7(a). El fasor de 
fuente rms es (3252 10? = 230/0? Vrwms, y la corriente de fasorrms 
aparece en la figura 10.7(b). La impedancia de carga equivalente es 
calculada de la forma acostumbrada: 


1 (5360) : 
Z. = — 1130 = === =22.7- ¡12.9 Q 
ae" 30 j53 dl 
En un diagrama fasorial rms, todos los fasores son rms, y la corriente 


de malla es 
Tems = 230/07 /(24.7 — ¡11.9) = 8.39/25.7% A rms 
De forma que 
Vems = Z£ rms = (22.7 — 12.9) (8.39/25.7?) = 219/-3,91* V rms 


Luego, por (10,16), la potencia promedio absorbida por la impedan- 
cia de carga Z¿ es 


P = |Vems| lLems| cos (9, — 9) = (219) (8.39) cos (3.91? — 25.7") 
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30 Q 23040" V rms 


Generador AC Impedancia de carga 


(a) (b) 


FIGURA 10.7 (a) Circuito para el ejemplo 10,4; (b) circuito fasorial, 


oP=1598 W. Estaes también la potencia promedio transmitida porel 
generador ac. 


EJERCICIOS 


10.2.1.  Obténgase el valor rms de una corriente periódica, en la que el 
periodo está definido por: 
(a)i=1, 0Sst<2s 

=[, 2S1<4s 
(b)i=2+. O<t<T 
(c) ¿=1,, sen 0, 0O<t<r/0 

=0 T/w < ¿< 21/0 (T=21/0). 

Respuesta (a), (0)2TA3; (c) £,,/2 

10.2.2. Obténganse los valores rms de (a) ¿= 10 sen c01+20 cos (we+ 309, 
(b) ¿=8 sent + 6 cos(2w0+ 109), y (c)¿=1(1 +c08 3771). 


Respuesta (a) 12.25; (b) 7.07; (0) nh 
102.3. ObtengaV..., 
Respuesta 4V 


2 cos 41 V 6 cos 41 V 


EJERCICIO 10.2.3 


368 Capítulo 10 Potencia en estado estable de AC 


Hemos visto que el uso de fasores implica grandes beneficios para el estudio de circuitos en 
estado estable ac. Utilizando números complejos para representar corrientes y voltajes 
reales en el dominio del tiempo, nos hemos evitado el uso frecuente de estas identidades y 
de la trigonometría necesaria para combinar sinusoidales y, además, reemplazamos las 
operaciones de cálculo de la diferenciación y de la integración por las operaciones aritmé- 
ticas de multiplicación y división en el plano complejo, que son mucho más sencillas, 

En nuestro intento para extender el análisis en estado estable ac para incluir cálculo 
de potencia, reaparecen las complicaciones de la trigonometría y el cálculo, por ejemplo en 
(10.8) y (10.9). Para extender todos los beneficios del análisis de fasores al estudio de potencia 
en los circuitos en estado estable ac, volveremos a definir una nueva magnitud compleja, a la 
que designaremos potencia compleja. Similar a la forma concisa en la que los fasores 
representan sinusoides, la potencia compleja abarcará dos cantidades esenciales relacio- 
nadas con la potencia en una sola representación compacta y fácilmente manipulable. 

Dado un subcircuito de dos terminales con voltaje rms y fasores de corriente V sms € 
Lms, donde 


Vrms = |Vrms! Pu 
Loms = lLrms| 0; 
definimos potencia compleja en el subcircuito como 
S = VemsLims (10.18) 


donde I* ¿ms es el conjugado complejo del fasor de corriente rms. Explorando esta defini- 
ción, la magnitud del número complejo S está dada por 


IS] > IV rms ms! = [Vrms!l!Lrms| (10.19a) 
y su ángulo es 


¿S = LVems + (ns) (10.19b) 


Puesto que el ángulo del conjugado de cualquier número complejo es el negativo del ángulo 
del número en sí, 


LS = ZW ems > ¿Xems == ro pa 0; 


Volviendo ahora a la forma rectangular de $, su parte real es Re(Sj =|S|cos 48, que, por 
(10.19), es 


Re(S) = |Vrms!llIrms| costPy — $) (10.20) 


Comparando esto último con (10.6), tenemos una importante relación con nuestros resul- 
tados anteriores. La parte real de la potencia compleja es la potencia promedio, 


Re(S) = P (10.21) 


En consecuencia, tenemos otra forma para calcularla potencia promedio: calcularlapoten- 
cia compleja S; luego tomar la parte real para obtener P. 

Para evitar errores con signos, se supondrá que los fasores rms de corriente y voltaje 
utilizados para definir la potencia compleja en un subcircuito satisface la convención de 
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signos pasivos. En este caso, la parte real de S se interpreta como la potencia absorbida por 
el subcircuito. De este modo, si Re(S) es positiva, el subcircuito absorbe potencia prome- 
dio, y, si es negativo, suministra potencia promedio al resto del circuito. Ocasionalmente, 
y donde su significado no se preste a confusiones, utilizaremos fasores de voltaje y corriente en 
(10.18), que en conjunto violan la convención de signos pasivos, y en cuyo caso la parte real 
deberá interpretarse como la potencia transmitida por el subcircuito al resto del circuito. 


Enel ejemplo 10.3 calculamos la potencia promedio para las dos fuen- 
tes en el circuito fasorial convencional (no-rms) que se muestra en la 
figura 10.6. El circuito fasorial rms correspondiente a este problema 
aparece en la figura 10.8. Nótese que la única diferencia es que los 
fasores de fuente fueron divididos por un factor de V2. Por proporcio- 
nalidad, podemos obtenerlos fasores deseados en el circuito rms mul- 
tiplicando los resultados del ejemplo anterior por el mismo factor, de 
forma que de los resultados del ejemplo anterior obtenemos 


iz 
Dim: = 7 1543 = 5.11/54,3” A rms 
16.5 ss a 
Vs1 rms = ONE = 11.7/44.6* V rms 


La potencia compleja en la fuente de voltaje es 


Ss = (V2130%)(5.11454.3")* =7.231-24.3" 


y la potencia compleja en la fuente de corriente es, luego de invertir el 
signo de la corriente para cumplir la convención de signos pasivos 


Sei = Vs1 ems(5W24180)* = (11.7/44.60)(7.07/1800)* 
= (11.7/44.6")(7.07/—180") 


= 82.7/—135* 


Nótese que al invertir el signo de un número complejo, se suma oresta 
180% a su ángulo en el plano complejo, en tanto que tomar los conjuga- 


512.0" A rms El) (5) 12,430" V rms 


00 


22 


FIGURA 10.8 Circuito fasorial rms. 
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dos invierte el signo de este ángulo. En el caso presente, realizamos 
ambas operaciones. 
La potencia promedio absorbida por las fuentes es entonces 


Ps = Re(Ss2) = 7.23 cos(—24,3%) = 6.59 W 
Ps, = Re(Ss1) = 82.7 cos(-135*) = —58.7W 


En otras palabras, la fuente de voltaje absorbe 6.59 W de potencia prome- 
dio, en tanto que la fuente de corriente suministra 58.7 W al resto del 
circuito. Esto concuerda con los resultados del ejemplo anterior. 


La definición de la potencia compleja permite que se deriven fácilmente expresiones 
útiles para la potencia absorbida por las impedancias. Dadauna impedancia única o subcir- 
cuito de dos terminales que contenga únicamente impedancias, utilizando los fasores rms 
de terminales V rms € Ims, que satisfacen la convención de signos pasivos, 


Vems = ZErms (10.22) 


y la potencia que entra al subcircuito es 


S = VemsT; 


rms 


= ZIrmsl; 


rms 


Recordando que el producto de un número complejo y su conjugado complejo es el número 
real igual al cuadrado de su magnitud, 


S = Z|Lms|? (10.23) 


Una implicación de esta útil fórmula es que el ángulo de S para una impedancia es igual al 
ángulo de la impedancia en sí. Puesto que RefSj =P, otra implicación es que, al tomar las 
partes reales, 


P =Re(Z)lLrms|? (10.24a) 
o, sustituyendo la ley de Ohm generalizada (10.22A), 
RE(Z) 2 
PS zp Is! (10.24b) 


Nótese que si la impedancia tiene un ángulo de más o menos 90%, P=0, Este es el caso sin 
pérdida que se discutió anteriormente. Si la parte real de Zes positiva, la impedancia absor- 
be potencia neta y tiene pérdida. Combinando estos casos, las impedancias con ángulos 
dentro del rango de menos a más de 90" corresponden a elementos pasivos, en tanto que 
aquellos cuyos ángulos están fuera de este rango, deben ser elementos activos. Toda inter- 
conexión de elementos pasivos es pasiva; de este modo, esperamos que los ángulos de las 
impedancias construidas de los elementos pasivos sea de magnitud de 90” o menos. 
En términos de la admitancia, si el subcircuito satisface 


Lms = Y Ves 


entonces, por la definición de la potencia compleja, 


S = Vemslins = Y *[Vyms!? (10.25) 


P =Re(Y'HVrms!? = Re(Y)Vrmsl? (10.264) 
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donde lo último es implicado por el hecho de que al tomar complejos conjugados, no cam- 
bia la parte real de un número complejo. Nuevamente utilizando la ley de Ohm generaliza- 
da, (10.26a) puede expresarse como 


_ Re(Y) 


P= 7 (10.26b) 


2 
|Lrms| 


Para determinar la potencia en la carga de la figura 10.9(a), utilizamos 
el circuito fasorial rms que se mostró, donde 


(312) 
Zi = == =0.923 - ;¡1.38 Q 
1 3-2 J 


y Zi =2+j1 90 
Por divisor de voltajes: 


Ñ E 50/42 _ 35.4(2+ 1) 
LP A” 202 098 


= 26.9/34.1” V rms 


entonces, por (10.26a) con 


tenemos 


P. = Re(YHVL rms|? = 0.4(26.9?) = 289 W 


SO cos £ 
v 


FIGURA 10.9 Circuito para el ejemplo 10.6; (b) circuito fasorial rms. 


Deseamos obtener un valor para la conductancia G en la figura 10.10, 
de forma que la fuente suministre 1 W al resto del circuito. Puesto que 
el poder absorbido por el resto del circuito debe ser igual a este valor, 
por (10.29b), siendo Y la admitancia total de todos los elementos RLC, 


4Re(Y) 
= =1. 10.2 
ma = 10 (10.27) 
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15 2/2 sen100: 
A 


(a) (b) 


FIGURA 10.10 (a) Circuito para el ejemplo 10.7; (b) circuito 
fasorial rms. 


Combinando las demás admitancias, 


Y, =j1+ > =1.72+ ¡0.31 S 
Puesto que G y Y, están en paralelo, la admitancia total es 

Y =G+Y =(G+1.72) + 0.31 S 
Sustituyendo esto en (10.27), 


4G +1.72) E 
(G+ 1.72? + 0.312 — 
De esto se obtiene la ecuación cuadrática para G: 


G? —0.56G — 3.83=0 


Las raíces de esta ecuación cuadrática son G=2.25 y G=-3.39. Pues- 
to que G >0 para conductores pasivos, la solución única es G=2.25 S, 
que representa una resistencia 1/2.25 =0.444-0, 


Habiendo identificado la parte real de la potencia compleja $ con la potencia prome- 
dio P, ahora veremos la parte compleja, que definiremos como la potencia reactiva O. De 
este modo 


S = VemsIrms = P+jQ (10.28) 
donde P es la potencia promedio en watts y O la potencia reactiva, 


P = |Vrms!lLrms| COSs(Py — 9) (10.29a) 
O = |Vrms!llLrms[Sen(P, — f;) (10.29b). 


La unidad de potencia reactiva es el var, o volt-ampere reactivo. 

Para explorar el significado de la potencia reactiva, considérese el diagrama fasorial 
que aparece en la figura 10.11, en donde se muestran los fasores rms de voltaje y corriente 
para el subcircuito A. Para nuestra conveniencia, tomamos a 1, como el fasor de refe- 
rencia y designamos el ángulo entre estos fasores como 8 = qu — (;. Supongamos que 
resolvemos V ms en dos componentes ortogonales, uno en fase con la corriente, designado 
Vi, y el otro 90* fuera de fase (o en cuadratura conla corriente), V ¿. Las magnitudes de estas 
dos componentes son 


[Vil = |Vrms| cos 0 
IVáal = [Vrms|senó 
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(a) (b) 
FIGURA 10.11 (a) Subcircuito; (b) diagrama fasorial rms. 


Ahora, la potencia compleja absorbida por el subcircuito es 
S = WemsLims se Vins + Vals 


El primer término, o lo que se conoce como componente en fase, es puramente real, puesto 
que la corriente y voltaje están en fase, es decir, tienen ángulos iguales. El segundo término, 
o componente de cuadratura, es puramente imaginario. De esta forma, la potencia prome- 
dio P está determinada únicamente por la componente en fase, y la potencia reactiva O está 
determinada únicamente por el componente en cuadratura. Puesto que nos interesa la po- 
tencia reactiva, nos concentraremos en el componente en cuadratura. En términos de las 
correspondientes funciones de tiempo, 


¿() = V2|Loms| cos cot 


v¿(1) = V2IVg|cos(ct + 907) 


21 V rms [send cos(wt + 907) 


El ángulo de fase se escribe como +90” puesto que el signo de este término depende del 
hecho de que V y sesté adelantada de Im , que es el caso que se muestra en la figura 10.11, 
o si está retardada. La potencia instantánea en el componente en cuadratura es entonces el 
producto 


pa(0) = (Nito) = [21 Vems!llIrms|sen0] cos wt cos(wt + 90%) 


que puede simplificarse utilizando la identidad trigonométrica presentada en la sección 
10.1, con lo que se obtiene 


P4(t) = lVrmsllLems| send cos(2wt + 907) 


A partir de esta expresión, vemos que la potencia instantánea en la componente de 
cuadratura p¿(t) es un sinusoide con amplitud igual a |Vrms! [rms ||sen 0 |. Por (10.29), esto 
es igual a la magnitud de O. De este modo, llegamos a una interpretación física para la 
cantidad O: la magnitud de la potencia reactiva Q es la amplitud de la potencia instantánea 
en la componente i--u en cuadratura, Puesto que la potencia instantánea en la componente 
en cuadratura es un sinusoide concentrado en cero, esto indica que se transfiere periódica- 
mente energía al subcircuito, que luego es devuelta del subcircuito al resto de la red en una 
cantidad igual. De los capítulos anteriores, sabemos que este comportamiento es caracte- 
rístico de los elementos de almacenamiento de energía, que en promedio no suministran ni 
disipan potencia, sino que lo intercambian con el resto del circuito. La potencia reactiva Q 
es, por consiguiente, una medida de la cantidad de intercambio periódico de energía que 


Capítulo 10 Potencia en estado estable de AC 


tiene lugar entre un subcircuito dado y el resto del circuito. Por (10.29b), el signo de Q es 
inductivo para reactancias inductivas, y negativa para reactancias capacitivas. 


Considérese la conexión en serie de unaresistencia 1-(, uncapacitor;-F, 
un inductor 1-H, y una fuente dependiente de voltaje de 1242 cost V. 


El fasor de rms de fuente es 
Vs rms = 1240 
y la corriente de malla es 
Dems = Y O = 8.5145" 
m1 je ji 


La potencia compleja absorbida por cada impedancia es 
S = Vemslón, = ZlLems/? 
Para la resistencia, es puramente real con 
Sa = PR +07 = (108.52) =72+ j0 
En tanto que para el capacitor 
S.=P.+j0. =(-j2(8.5”) =0— ¡144 


y para el inductor, 


S, =P. +j0, =(408.5) =0+ 72 


Invirtiendo la dirección de referencia de I,spara que satisfaga la con- 
vención de signo pasivo junto con Vyym para calcular la potencia ab- 
sorbida por la fuente, 


Sy = Py +50 y = (12201(8.5/—135%)* = -72 + ¡72 


La potencia reactiva de la resistencia es cero, como podríamos antici- 
parlo, puesto que la corriente y el voltaje está en fase en las resisten- 
cias. Los elementos de almacenamiento son reactancias puras, y 
tenemos un desplazamiento de fase de 90% en sus corrientes y voltajes; 
por consiguiente, la potencia compleja es puramente reactiva (poten- 
cia promedio cero). Nótese que la magnitud de la potencia reactiva Oc 
del capacitor es el doble que el inductor O. Puesto que la impedancia 
es mayor por un factor de 2, el voltaje a través del capacitor es dos 
veces el que pasa a través del inductor, y puesto que ambos voltajes 
están en cuadratura con la corriente de malla, en un capacitor la ampli- 
tud de la potencia instantánea en la componente en cuadratura es dos 
veces la del inductor. El capacitor intercambia con el resto del circuito 
dos veces más energía. Finalmente, nótese que puesto que la potencia 
reactiva sumada sobre los elementos pasivos no es igual a cero, la 
fuente debe suministrar vars (así como watts). Es decir, la fuente debe 
desarrollar un componente fuera de fase y un componente en fase. En 
la sección 10.7 se discutirá la forma en que debe ajustarse un compo- 
nente en cuadratura para reducir los requerimientos totales de corrien- 
te-voltaje en la fuente. 
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EJERCICIOS 


2/2 cos 101 A 198 


EJERCICIO 10.3.2 


H 10.3.1. El voltaje a través de una impedancia Z= 14.437" Q tiene un fasor 


rms de 110./30* V, Obténgase el fasor rms de corriente en la impedancia y la 
potencia compleja suministrada a la impedancia. 

Respuesta 1,.,=7.864-—7” Arms; S =690.5+7520.3 
10.3.2.  Obténgasela potencia compleja suministrada por cada uno delos 
elementos en este circuito. 

Respuesta Simente=-3.93 +50.489; Sp= 3.93 +0; S, =0.123; 
Sc =-j0.612. 
10.3.3.  Sedescubre que una combinación en paralelo de una resistencia 
1-22 y un inductor L-H absorbe igual cantidad de watts y vars cuando w= 10 
rad/s. ¿Cuánto debe ser L? 

Respuesta 100 mH 


0.01 F 
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Enesta sección consideraremos la potencia en redes que contienen dos o más fuentes inde- 
pendientes. Sean i y v, la corriente y voltaje terminales hacia un subcircuito de dos termina- 
les, en un circuito que contiene dos fuentes independientes. El principio de superposición 
siempre se aplica a corrientes y voltajes en cualquier circuito lineal, de forma que 


i=i+b 
vV=0 +0 


donde los subíndices se refieren a las respuestas debidas a cada fuente por separado, y 
eliminando la otra. La potencia instantánea absorbida por la subred es, suponiendo que 
i y uv tienen direcciones de referencia que satisfacen la convención de signo pasivo, 


p=iv= (i, + 12)(u1 + v2) 
O P = 1101 + l202 + (1,02 + 201) (10.30a) 
Pp =Pp1+P2+ (1102 + ula) (10.30b) 


donde p, y p, son potencias instantáneas debidas a cada fuente por separado. Si se aplicara 
la superposición a la potencia, tendríamos a p como la suma de p, y p» lo cual, con base en la 
última ecuación, generalmente no es el caso. Por lo general, la superposición no rige para 
la potencia instantánea. Es decir, la potencia instantánea en una subred no es en general 
simplemente la suma de las potencias instantáneas debidas a cada excitación por separado. 
El hecho de que la superposición no se aplique por lo general a la potencia es consecuencia 
directa de la naturaleza no lineal de la potencia, y de su definición como producto de dos 
variables de circuito. 

A continuación considérese el mismo circuito en estado estable ac. Supongamos que 
ambas fuentes operan a la misma frecuencia (0 . Sil, e L son fasores de corriente rms y V1 
y V, son los correspondientes fasores de voltaje producidos por estas dos fuentes, aplican- 
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do superposición a la corriente y voltaje en el circuito fasorial rms, 


1I=L +L 
V = Vi + Va 
De este modo, la potencia compleja en el subcircuito es 
S = VI = (V1 + Va(1, + b)* (10.31) 
o 
S = Vi + V2b + (ViL + Vak) (10.32a) 
S=8S1 +8) + (VIE + VaK) (10.32b) 


donde $, y S,, y las potencias complejas separadas se deben a cada fuente. Puesto que el 
término en paréntesis (10,32b) no es cero, en general, la superposición no se aplica para la 
potencia compleja. Examinando las partes reales de ambos lados de esta expresión, 


P =P, + P, +Re(V¡B + Val) 


Puesto que el último término en general no es cero, por lo general la superposición no se 
aplica para la potencia promedio P. Es decir, los watts absorbidos no serán la simple suma 
de las debidas a cada fuente por separado, Similarmente, igualando a las partes imagina- 


rias de (10.32b), 
Q = 0 + 02 + Im(V1k + VaK) 


En general, la superposición no se aplica a la potencia reactiva Q. 

La inaplicabilidad de la superposición que se demostró antes, claramente se extiende 
al caso de más de dos fuentes. De este modo, en los circuitos en estado estable ac que 
contienen fuentes múltiples con la misma frecuencia, no puede calcularse la potencia su- 
perponiendo las potencias debidas a las fuentes por separado. Esto igualmente se aplica a 
todas las formas de potencia: instantánea, media, reactiva o compleja. La superposición 
puede utilizarse para obtener corrientes y voltajes, pero para fuentes con la misma frecuen- 
cia, estas componentes deben superponerse antes de calcular la potencia. 


Para determinar la potencia neta suministrada por la fuente de voltaje 
en la figura 10.12(a), notamos que, puesto que ambas fuentes en el 
circuito están a la misma frecuencia to =2 rad/s, podemos determinar 
la respuesta en estado estable ac, utilizando un solo circuito fasorial. 
El circuito fasorial rms para (0 = 2 rad/s aparece en la figura 10.12(b). 
Sea I; la componente I debida a la fuente de voltaje, e E la debida a la 
fuente de corriente. Entonces 
Il = 210) = 0,424 + ¡1.27 A rms 
143 
y por división de corrientes 


21200 
ll > =0.278 — ¡0.35 A rms 


á 1+j3 


y de este modo 


I=1 + L = -0.146+ j0.92 A rms 
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1 (D 
12.20" A rms 


- 18 


(b) 
FIGURA 10.12 (a) Diagrama de circuito; (b) diagrama fasorial rms. 


y la potencia compleja absorbida por la fuente de voltaje es 
S = VI = (342/0)(-0.146 — j0.92) =-—0.62 — j3.9 


Concluimos que la fuente de voltaje suministra 620 mW de potencia 
promedio, y 3.9 vars de potencia reactiva al resto del circuito. 


La inaplicabilidad de la superposición en la potencia en estado estable ac debe ser 
reconsiderada cuando las fuentes son de frecuencias distintas. Considérese un subcircuito 
con variables de terminales ¡ y uv en un circuito que contiene dos fuentes sinusoidales con 
frecuencias (0, +0). Por (10,30b), la potencia instantánea es 


p=p1+p2+ (102 + ula) (10,33) 


donde p, y p,son las potencias instantáneas separadas debidas a cada fuente, y se elimina 
la otra. Puesto que el último término es una función de tiempo no nula, la superposición no 
seaplica ala potencia instantánea en este caso, de la misma manera en que ocurrió enel caso 
anterior que consideramos, donde las frecuencias eran iguales, (0, = 00». 

Sin embargo, cuando las frecuencias son distintas ya no podemos utilizar (10,31) más 
tiempo, puesto que los fasores de corriente o voltaje como V, y V2, que deben definirse en 
circuitos fasoriales distintos (correspondientes a frecuencias distintas (; ), no pueden su- 
perponerse. En este caso, la potencia promedio se calcula a partir de (10.33) como 


LigE ESA 
p=>5/ par=5 | (pi + P2 + 1102 + i2uj)dt 
T Jo T Jo 


1 T 
P=P +P,+ T / (iv, + 12v1)dt (10.34) 
0 
Evaluando el primer término en la integral, sean 


11 = Lp cos(wjt +1) 
va = Vi? cos(wt + Py2) 


que nos interesa en el caso (0, + (0). Entonces: 


1 Y a mt 17 E 
7/ (i¡vadt = mo] cosí(wt + dj) cosíwat + Py2Jdt (10.35) 
0 0 
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Utilizando la identidad (10.8), para (0, % 00,, los dos términos resultantes en el integrando 
son sinusoides con frecuencia no nula, ambos tienen valores promedio cero y, por tanto, 
(10.35) es igual a cero. Por un razonamiento idéntico, el segundo término en la integral 
de (10.34), también es cero, y (10.35) se simplifica a 


P =P, +P, 


En otras palabras, la superposición rige para la potencia promedio P cuando las fuentes 
son de frecuencia distinta. De este modo, para calcular la potencia promedio en estado 
estable ac en un circuito excitado por fuentes en dos o más frecuencias, calculamos la 
frecuencia promedio para cada frecuencia separadamente, y luego añadimos las potencias 
promedio. Por un argumento similar, puede demostrarse que la superposición también rige 
para la potencia reactiva O cuando las fuentes son de frecuencias distintas. Es interesante 
que cuando los fasores pueden superponerse (0, = (0), no puede hacerse lo mismo con P y 
Q, y cuando los fasores no pueden superponerse (Ww, + 6»), la superposición funciona para 
PyQ. 

Finalmente, puesto que P y Q obedecen el principio de superposición para frecuen- 
cias distintas, lo mismo debe ocurrir con S, la potencia compleja. A continuación se expo- 
nen dos ejemplos que ilustran el uso de la superposición de potencia en circuitos en estado 
estable ac excitados por fuentes de frecuencias distintas. 


Deseamos determinar la potencia promedio absorbida por la resisten- 
cia en la figura 10.13(a). Este es el mismo circuito utilizado enelejem- 
plo anterior. [Ver figura 10.12(a)], excepto en que la frecuencia de una 


2H 
00 


S) ¡2 (0) 
6 cos 21 V 2 cos(4 + 20% A 


(a) 


124200 A rms 312,40" V rms 


lE= 


ci 1 
30 
e] 


(b) (c) 


FIGURA 10.13 (a) Diagrama de circuito; (b) diagrama fasorial rms 
(0 = 4 rad/s); (c) diagrama fasorial rms (w =2 rad/s). 
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de las fuentes fue modificada. Puesto que en el presente caso las fre- 

cuencias de las fuentes difieren, debemos calcular sus respuestas indi- 

viduales de circuitos fasoriales distintos. Luego podemos aplicar 

superposición a las potencias promedio producidas en cada frecuencia, 
Por división de corrientes 


15/2 
L, = (12220) | 222 | - 1.40427.6" 
1=( a] 6” A rms 
y la potencia hacia la resistencia en 0=4 es 

P, = Re(Z)[L,? = IL” 


= (1)(1.40)? = 1.96 W 
Para (0=2, la corriente de malla es 


_ 34210 


2 — = 1.34/—71.6" A rms 
1 +3 


y la potencia hacia la resistencia en (0=2 es 

| P, = RIL 

= (1)(1.34)? = 1.80 W 

De este modo, la potencia promedio absorbida por la resistencia es 


1.96+1.80=3.76 W. 


Deseamos obtenerlas potencias promedio y reactiva absorbidas porla 
cargaen la figura 10.14. Para determinar la potencia en 0=2, elimina- 
mos la fuente en (1 =3, y puesto que las dos fuentes de voltaje restantes 
i están en serie, la corriente fasorial rms en 0 =2 es 


1.5240 + 24/2150" 
3cos2r [| 2) CIEN 1 == MN 
v pre 4+]j4 
La potencia compleja absorbida por la carga en 1 =2 es entonces 


= 0.795/—16.2” A rms 


2 sen 31 
| y S, = Z[L 1? =0.795%(4 + j4) =2.53 + j2.53 
4 cos e +50% ES) dc ins E dh En (+ =3, el fasor de rms de fuente es V2 40 (seleccionando fasores seno 
sl para nuestra conveniencia) y una impedancia Z.=4+73/2, Entonces 
FIGURA 10,14 Circuito para el ejemplo 10.11. 
_ 1240) 


2 = 0.196/—56.3” A rms 


4+j6 
S, = Z|L]? =0.196%(4 + j6) = 0.784 + j0.118 


Puesto que la potencia compleja se puede superponer con frecuencias 
distintas, 


S =S1 +8» = 3.31 + j3.71 


de forma que la carga absorbe 3.31 W de potencia promedio, y 3.71 
vars de potencia reactiva. 

En resumen, para cada frecuencia a la que se excita un circuito en 
estado estable ac, puede aplicarse la superposición al nivel de corrien- 
tes y voltajes, pero no a nivel de potencia. Entonces, puede obtenerse 
la potencia media, reactiva o compleja superponiendo la potencia cal- 
culada a cada una de las frecuencias. 
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EJERCICIOS 


104.1.  Obténgase la potencia promedio suministrada a la resistencia en 
la figura 12. 5siR=10Q y: 
(a) Ug, = 10 cos 100f y 0¿¿=20 cos (1001 + 60% V 
(b) Vga = 100 cos (£+ 607) y Ugo =50 sen (21- 30% V 
(c) Vg1 = 50 cos (£+30% y v¿¿= 100 sen (t + 30%) Y 
(d) Ug1 = 20 cos (£ + 25) y v¿¿= 30 sen (5£-35%) V 
Respuesta (a) 15 W, (b) 625 W; (c) 625 W; (d) 65 W 


10.4.2.  Obténgase la potencia promedio absorbida por cada resistencia y 


cada fuente. 
Respuesta 8 W;24 W;-8 W; -24 W 


H 


ap 
Co) 
aj 


F 8 cos 41 V 


NS 


4A 12 


EJERCICIO 10.4.2 


10.43. Obtenga la potencia promedio absorbida por la resistencia y por 


cada fuente. 
Respuesta 8 W;-4W;-4W 


4 cos 61 V 


EJERCICIO 10.4.3 


Al diseñar un circuito, con frecuencia es deseable que se obtenga la máxima transferencia 
de potencia posible hacia la carga desde el resto del circuito. Considérese el circuito de la 
figura 10,15, que consiste en un subcircuito de dos terminales, conectado a una carga de 
impedancia Z,. Deseamos especificar Z, para que la potencia promedio absorbida por 
esta impedancia sea máxima. Por ejemplo, estos problemas surgen cuando se especifica la 
impedancia de un sistema de bocinas que extraerá la potencia máxima del amplificador de 
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Subcircuito de dos terminales Impedancia de carga 


FIGURA 10.15 Impedancia de carga conectada a un subcircuito. 


audio al que está conectado. El proceso de especificación de la carga para la potencia 
máxima desde un subcircuito dado a veces se conoce como coincidencia de impedancias, 
por razones que pronto serán evidentes. 

Para simplificar el análisis, suponemos que el subcircuito de dos terminales está 
especificado por su equivalente de Thevenin, como se muestra en la figura 10.15. La co- 
rriente hacia la carga está dada en términos de fasores rms por 


is pol 
OZ +Zr 


y la potencia promedio absorbida por la carga es, utilizando (10.24b), 


P, = Re(Z/) 1? (10.36a) 
2 

— RetZi rif (10.36b) 
[Zr + Z,1? 


Sean Z,¿=R,¿+jX y Zr=Rr + ¡Xr. En términos de estas variables, (10.36b) puede ser es- 
crita como 

Ri 
(RAR (XL + XT Y 
Deseamos conocer los valores de R, y X, que maximicen P, para valores fijos de las canti- 


dades restantes. La elección de maximización para X, es claramente X, = —X7, puesto que 
esto hacer que el denominador sea lo menor posible. Fijando X, =-X7, 


Vr? 


Ñ Ph 


da) 2 2 


OR lex,  ORL (Ri E Ry 


la elección de maximización para Ry se obtiene fijando esta derivada parcial a cero. Puede 
verificarse fácilmente que la derivada parcial anterior es cero para R¿=Rr (y que la segun- 
da derivada parcial es negativa, indicando un máximo). Concluimos que la potencia máxi- 
maes transferida auna impedancia de carga Z, cuando las partes reales de la impedancia de 
la fuente R7= Re(Zr) y la impedancia de carga R, = Re(Z¿)son iguales, y sus partes imagl- 
narias X7=Im(Zr) y X, = Im(Z,) son iguales y de signos opuestos. Podemos postular las 
condiciones concluyendo que la potencia máxima es transferida a una carga Z, a partir de 
una fuente con impedancia equivalente de Thevenin Zy si la carga y la impedancia equiva- 
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lente de Thevenin son conjugados complejos: 


== 2h (10.37) 


De este modo, se transfiere potencia máxima a una carga si la magnitud de su impe- 
dancia coincide con la impedancia de la fuente Zz, y el ángulo de la impedancia de carga 
coincide con el negativo del ángulo de la impedancia de la fuente. Las impedancias de 
carga, cuyas magnitudes son grandes, limitarán claramente la corriente I, lo que resulta en 
menos suministro de potencia, en tanto que aquellas con impedancias reducidas sólo ten- 
drán una pequeña fracción del voltaje V-y que caen sobre la corriente, nuevamente redu- 
ciendo el suministro de potencia. 

Para determinar el máximo suministro de potencia, utilizando Z,=ZF en(10.36b), 


Re(Zr)[Vr!? 
[2 Re(Z7)1? 


_ Iv7P 
— A Re[Zr) 


Penáx= 


o, en términos de Y7=1/Zr, 
2 
A ra 


e 71? 


Rel Y7 ) 
Debe recordarse que se utilizan fasores rms en estas expresiones. 


Dado el circuito fasorial rms de la figura 10.16(a), primero lo conver- 
tiremos todo, exceptuando la impedancia de carga, asu equivalente de 
Thevenin, como se muestra en la figura 10,16(b). Zy es el equivalente 
en serie de las impedancias 3 y ¡4, o 3 +4. El voltaje de circuito abier- 
to, eliminando Z;, es 


Vr = (3)(4/0) = 120 V rms 
De este modo, para una máxima transferencia de potencia, selecciona- 


mos Z, =Z$ = 3—j4 (2. El máximo suministro de potencia es 


122 
Pe 
“(00 


j4a 
00 


440 A rms 1 1240 V rms 


(a) (b) 


FIGURA 10.16 (a) Circuito para el ejemplo 10.12; (b) equivalente de 
Thevenin. 


Sección 10.5 Transferencia máxima de potencia 383 


EJERCICIOS 


EJERCICIO 10.5.1 10.5.3. 


10.5.1.  Obténganse valores paralaresistencia decargaR, y una inductan- 
cia de carga £L, para que la fuente con amplitud A =2W2 Y y frecuencia (9) = 
1000 rad/s suministre potencia máxima a la carga, Obténgase el valor de la 
potencia suministrada a la carga para estos valores máximos de R y £. 
Respuesta 1.20; 4.73 mH; 833 mW 
10.5.2.  Repítase el ejercicio 10.5.1 para 4 = 4VZ V y w = 1000 rad/s. 
Nótese que los valores óptimos para la impedancia de carga no dependen de 
la intensidad de la fuente A, pero sí la máxima potencia suministrada. 
Respuesta 1.202; 4.73 mH; 3.33 W 
Para el circuito fasorial rms dado, determínese la impedancia de 
carga Z, que absorbería la potencia máxima. 
Respuesta 4.0.441.6" Q 


15.4—10* V rms 
32 


EJERCICIO 10.5.3 


384 


Las leyes de conservación desempeñan papeles cruciales en todas las ciencias físicas. En 
teoría de circuitos, no hay principio más fundamental que la conservación de la carga eléc- 
trica, cuya consecuencia inmediata es la ley de corrientes de Kirchhoff. En esta sección 
veremos cómo se aplican los principios generales de conservación de potencia y energía a 
los circuitos eléctricos en estado estable ac. 

Considérese un circuito arbitrario de n + 1 nodos con los nodos numerados 0, 1,..., 
n. Sea V; el fasor de voltaje de nodo en el nodo ¡= 1,...n y sea el nodo 0 el nodo de 
referencia. El flujo de corriente del nodo j y el nodo k, será designado 1. Por LCK en el 
nodo], 


Y =0 


k=0 


donde ly es el flujo de corriente hacia el nodo de referencia L¿= 0. Tomando el conjugado 
complejo de esta ecuación, LCK, y multiplicándolo por el voltaje de nodo V,, 


Y vL, + V¡E =0 
k=1 
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donde el término que contiene la corriente del nodo de referencia aparece por separado, 
Hay una ecuación de este tipo para cadanodo¡=1,...,n. Sumando todas las n ecuaciones, 


n n 
2 (E v,I, + va) =0 


ja 


La corriente entre cada par de nodos que no son de referencia aparece dos veces en la 
primera suma doble, como 1; y su negativo Iy;. Sustituyendo 1, por —[;¿ para k <j, estos 
dos términos pueden combinarse, produciendo la ecuación 


21192 (Vy — VOX, + V) 5) =0 


j=l Ne=j+1 


Cada término en esta ecuación se reconoce como la potencia compleja S;zabsorbida por el 
subcircuito que conecta un par de nodos particular (7, k), y cada par de nodos en el circuito 
aparece exactamente una vez. De este modo, esta ecuación puede simplificarse a 


Y Si=0 (10.38) 


Pares de nodos (;, k) 


Finalmente, notamos que, puesto que ya hemos contado todos los nodos del circuito, el 
subcircuito que conecta los nodos j y kpueden únicamente consistir de elementos en para- 
lelo. Supóngase que hay m nodos de este tipo para m > 0, Estos elementos individuales 
aparecen en la figura 10.17. La potencia compleja en este circuito paralelo es 


Si =(V; — VOL, 


El cual, por LCK aplicado al nodo superior, es igual a 


m 
Si = 0; - VOL 
[=1 


Los términos dentro de la sumatoria son la potencia compleja absorbida por cada uno de los 
m elementos por separado. Combinando esto con (10.38), tenemos el principio de conser- 
vación de potencia compleja: la suma de las potencias complejas absorbidas por todos los 
elementos en un circuito es igual a cero. 

La conservación de la potencia compleja inmediatamente implica la conservación de 
potencia promedio P y potencia reactiva O, puesto que estas son las partes real e imaginaria 


deS. 


(nodo A) 


O V, 


FIGURA 10.17 Elementos que conectan dos nodos. 
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Al ponerlos términos positivo y negativo en lados opuestos de la ecuación, puede reformu- 
larse este principio de conservación: la potencia neta absorbida por todos los elementos en 
un circuito es igual a la potencia neta suministrada por todas las fuentes. Este principio, 
que rige igualmente para las potencias complejas, promedio, y reactiva, es intuitivamente 
satisfactoria, puesto que la potencia absorbida debe venir de alguna parte, y la potencia 
suministrada es proporcionada a alguna parte. Pero es importante satisfacernos con el he- 
cho de que este resultado intuitivamente razonable se deriva de nuestras definiciones bási- 
cas, en vez de simplemente confiar en que probablemente sean verdaderas. 


140" V rms 


FIGURA 10.18 Circuito para el ejemplo 10.13. 


Deseamos determinar los “gastos de potencia”, es decir, la potencia 
absorbida o suministrada por cada elemento, en el circuito fasorial 
rms que aparece en la figura 10.18. La impedancia equivalente es 


y MET 
Z=j24+ —————=0. 1. 
j2+ 21 0.4+ ¡12 Q 
y la corriente I es 
1/0 
= ———— =0. 71.6 A 
04F 712 0.791/—71.6” A rms 
En la fuente, 


Sy = VF = (140)(0.7914+71.6”) =0.25+ ¡0.75 


Esta potencia compleja debe ser interpretada como la potencia sumi- 
nistrada por la fuente, puesto que V e I violan la convención de signos 
pasivos. La potencia absorbida por el inductor es 


S, = Z¿111? = (210.791)? =0+ ¡1.25 


Sabemos que la potencia compleja absorbida por una resistencia es 
puramente real, y si es absorbida por un capacitor, entonces es pura- 
mente imaginaria. Por la conservación de la potencia promedio, los 
0.25 W producidos por la fuente deben ser entonces absorbidos por la 
resistencia, O 


Sr =0.25+ j0 


La fuente absorbe — 0.750 vars (produce + 0.75 vars) y el inductor 
absorbe 1.25 vars adicionales, de forma que por la conservación de la 
potencia reactiva, el capacitor debe producir 0.50 vars o, en términos 
de potencia absorbida, 


Sc =0- ¡0.50 


Pueden verificarse los últimos dos resultados del cálculo directo, 
puesto que por división de corrientes, 


E (0.7914-71.6)1=j1) 
E 3 
Sr = ZrlIrl? = (2)(0.354)? = 0.25 + ¡0 


= 0.354/—135* A rms 
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lc =1-— 1; = 0.707/-45” A rms 
Sc = Ze lle? = (-¡1(0.707)? = — ¡0.50 


Finalmente, notamos que, dado que la energía es una integral de la potencia respecto 
al tiempo y la potencia se conserva, asimismo se conserva la energía. La energía neta 
producida por las fuentes en un circuito sobre un periodo dado de tiempo es absorbida por 
los demás elementos. Cada fuente que produce energía neta puede ser estudiada aún más, 
para determinar la causa primaria responsable de esta producción de energía. Por ejemplo, 
en una batería, la causa primaria es unareacción química que convierte la energía potencial 
electroquímica en energía eléctrica suministrada por la batería al resto del circuito eléctri- 
co. En un hidrogenerador, es el trabajo realizado por la energía potencial gravitacional del 
torrente de agua sobre un eje giratorio. Nuestro estudio de circuitos eléctricos, limitado a 
las variables eléctricas de la corriente y voltaje, determinarán la cantidad de energía eléctri- 
ca producida por una fuente, pero no dice nada respecto a su origen. Todo lo que podemos 
decir de nuestro análisis de circuito es que, si un elemento es un productor neto de energía 
eléctrica, esa energía debió ser derivada de otra fuente primaria no eléctrica, 


EJERCICIOS 


30.40" V rms (E) 


EJERCICIO 10.6.1 Circuito fasorial RMS. 


122 


10.6.1.  Determínese la potencia compleja absorbida por la resistencia, 
inductor y capacitor, y demuestre que su suma es igual a la potencia compleja 
¡108 suministrada por la fuente. 
Respuesta Potencia absorbida por cada uno de los elementos: Sz 
=19.9;S,=+/33.1; S¿=-366.2; Sy=-19.9 +/33.1 
10.6.2. Un circuito consiste en una fuente rms de 110-V, una resistencia 
y un inductor. Si la resistencia absorbe 25 W y el inductor absorbe 40 var, 
¿cuál es la corriente rms producida por la fuente? 
Respuesta 429 mA rms 
10.6.3. Utilice la conservación de potencia para obtener la potencia su- 
ministrada a la resistencia, primero obteniendo la parte real de la potencia 
compleja suministrada por la fuente. 
Respuesta 36 W 


1F 1F 1F 


62 cos t A 1H 1H 12 


EJERCICIO 10.6.3 
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La potencia promedio aportada a una carga en el estado estable ac, repitiendo (10.14), es 


P = Vims1rms cos O 


donde O = 4u-—,. De este modo, la potencia es el producto del voltaje rms por la corriente 
rms y por el coseno del ángulo entre los fasores de voltaje y corriente. En la práctica, la 
corriente y voltaje rms son fácilmente medibles por su producto, VrmsÍ1mp QUE Se CONOCE 
como potencia aparente. La potencia aparente es generalmente referida en términos de sus 
unidades, volt-amperes (VA) o kilovolt-amperes (kV A), con el fin de evitar confusiones 
con la unidad de potencia promedio, o watt. Es claro que la potencia promedio nunca puede 
ser mayor que la potencia aparente. 

La proporción de la potencia promedio con la potencia aparente, es definida como 
factor de potencia. De este modo, si denotamos el factor de potencia por pf; entonces en el 
caso sinusoidal 


(10,39) 


es adimensional. En este caso, el ángulo O se designa comúnmente como ángulo pf. Tam- 
bién lo reconocemos como el ángulo de la impedancia Z de la carga. 

En el caso de cargas puramente resistivas, el voltaje y la corriente están en fase. De 
este modo, 9=0, pf= 1, y las potencias promedio y aparentes son iguales. También puede 
existir un factor de potencia unitario (pf= 1) para cargas que contienen conductores y 
capacitores si las reactancias de estos elementos son tales que se cancelan entre sí. Ajustar 
la reactancia de carga para aproximar esta condición, es sumamente importante en sistemas 
de suministro eléctrico, como lo veremos en breve. 

En una carga puramente reactiva, 9=+90%, pf=0, y la potencia promedio es cero. En 
este caso, la carga equivalente es una inductancia (8 = 90%) o una capacitancia (0 =-—909), y 
la corriente y voltaje difieren de fase en 90", 

Una carga para la que -90* < 6 < 0 es equivalente a una combinación RC, en tanto que 
una que tiene 0 < 0 < 90” es una combinación RL equivalente. Puesto que cos 9 = cos (8), es 
evidente que el pf para una carga RC que tiene 9 =-8,, donde 0 < 8, < 90", es igual al de 
una carga RL con 0 = 8,. Con el fin de evitar esta dificultad para identificar estas cargas, el 
Pf se caracteriza como adelantada o atrasada por la fase de la corriente respecto a la del 
voltaje. Por consiguiente, una carga RC tiene un pf de adelanto, y una carga RL tiene un pf 
de atraso. Por ejemplo, la conexión en serie de una resistencia 100-(2 y un inductor 0.1-H 
en 60 Hz tiene Z= 100 + j37.7+106.9/20.66? (2 y una pf retardada en cos 20.66”=0.936. 


En lapráctica, el factor de potencia de una carga es sumamente impor- 
tante. Por ejemplo, en las aplicaciones industriales las cargas requie- 
ren miles de watts para operar, y el factor de potencia afecta en gran 
medida la factura de electricidad consumida. Supongamos que un mo- 
lino consume 100 kW de una línea rms de 220-V. Con un pf de atraso 
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en 0.85, podemos ver que la corriente rms que entra al molino es 
poo 10 

Vimspf  (220)(0.85) 

lo que significa que la potencia aparente suministrada es 


=53348 A 


Ms = 


Vans Ímms = (220)(534.8) VA = 117.66 kVA 
Ahora supongamos que el pf de algún modo se incrementa con un 
atraso de 0.95. Entonces 
2 10* 
— (220)(0.95) 
y la potencia aparente se reduce a 


=478.5 A 


Lrms 


Vems Lrms = 105.3 KVA 


Comparando el caso último con el primero, vemos que /,,,, seredujo 
en 56.3 A (10.5%). Por consiguiente, la planta generadora debe gene- 
raruna mayor corriente en el caso de un pfmenor. Puesto que las líneas 
de transmisión que abastecen la potencia tienen resistencia, el genera- 
dor debe producir una mayor potencia promedio para suministrar los 
100 kW a la carga. Si la resistencia es de 0.1 92, entonces la potencia 
generada por la fuente debe ser 


P¿ = 10 +0.11%. 


De este modo, obtenemos 


P¿ = 128.6 kW, pf =0.85 
= 122.9 kW, pf =0.95 


que requiere que la planta generadora produzca 5.7 kW (4.64%) más 
potencia para suministrar la carga con un pf menor. Es por esta razón 
que las compañías generadoras prefieren un pf que exceda, por decir 
algo, 0.9, e imponen una multa a los grandes usuarios industriales que 
no cumplen con este requisito, 


Ahora consideremos un método para corregir el factor de potencia de una carga que 
tiene una impedancia Zo admitancia Y = 1/Z. Podemos alterar el factor de potencia conec- 
tando un elemento en paralelo con la carga dada, como en la figura 10.19, Al colocar el 
nuevo elemento en paralelo, el voltaje suministrado a la carga, no se dividirá en los elemen- 
tos, como ocurriría si el nuevo elemento estuviera colocado en serie, 

Designemos al nuevo elemento por su admitancia Y,. La admitancia total de la com- 
binación en paralelo es la suma de las admitancias 


Y7r =Y +Y; 


Queremos que el nuevo elemento no absorba por sí mismo ninguna potencia promedio, por 
lo que debe tenerreactancia pura, Ref Y,) =0 que aparece como vector vertical en el diagra- 
ma fasorial. Si nuestro objetivo es ajustar el factor de potencia pfa un valor deseado pf=PF, 
entonces, como se muestra en el diagrama cos 9¿= PF, 


Y, = ¡(Im Y — Im Y?) 
donde 
Im Y7 = Re Y tan 0 
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FIGURA 10.19 (a) Circuito para corrección de factor de potencia; (b) diagrama fasorial. 


En otras palabras, Y, debe reducir la parte imaginaria de Y para que la parte real fija del 
ángulo de Y7 tenga el factor de potencia deseado PF. 


Como ejemplo, cambiemos el factor de potencia del circuito del ejem- 
plo anterior (que aparece en la figura 10,18) con un avance de 0.98, En 
el ejemplo 10.13 se obtuvo la impedancia del circuito quees Z=0.4 + 
1.2.0 de forma que su admitancia es 


Y = > = 0.25 — ¡0.75 =0.7914—71.6” S 


Por consiguiente, el circuito dado tiene un factor de potencia de 
cos(71.6%)= 0.32, que es un factor de potencia de atraso (en este caso, 
una admitancia con ángulo de -71.6*, que es un ángulo donde la co- 
rriente es de adelanto respecto al voltaje). La Yy deseada debe tener un 
ángulo de 6,¿= cos”! 0,98 = + 11.5” (una Yy de ángulo de fase -11.5* 
tendría un atraso de 0.98 en lugar de estar de adelanto en esa misma 
magnitud). El único número complejo que tiene una parte real 0.25 y 
un ángulo + 11.5" tiene como parte imaginaria 


Im Y7 = (0.25)(tan 11.5%) = 0.051 S 


De este modo, debemos cambiar la admitancia de Y=0.25 —j0,75Sa 
Y7=0.25 +]0.051 S. Esto requiere que 


Y, = Yr — Y = ¡(0.051 + 0.75) = ¡0.801 S 


De este modo, para corregir el factor de potencia al valor deseado, 
necesitamos instalar una admitancia de ¡0.801 So, equivalentemente, 
una impedancia de 1//0.801 =-/1.25 Q, en paralelo con la impedancia 
dada. Por ejemplo, si la frecuencia de trabajo para el circuito es (1 =1 
rad/s, entonces podemos lograr la corrección del factor de potencia 
utilizando un capacitor con impedancia 


1 
T— =-j1.25 Q 
me. 


0oC=0.80F. 


EJERCICIOS 


10.7.1. Obtenga la potencia aparente para (a) una carga que requiere 20 A 
de una línea rms de 115-V y (b) una carga que consista de una resistencia de 
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100-92 en paralelo con un capacitor 25-1LF conectado a una fuente de 120-V 


rms y 60-Hz. 
Respuesta (a)2.3kVA; (b) 197.9 VA 
10.72. Obtenga el factor de potencia para (a), una carga que consiste en 


una conexión en serie para una resistencia de 10-02, y un inductor de 10-mH 
que opere a 60 Hz, (b) una carga capacitiva que requiera 25 A rms y SkW a 
230 V rms, y (c) una carga que sea una conexión en paralelo de una carga de 
S-kW con un factor de potencia de 0.9 avanzado y una carga de 10-kW con un 
factor de potencia retardado en 0.95, 

Respuesta (a) 0.936 retardada; (b) 0.87 avanzada; (c) 0.998 re- 
tardada 
10.7.3. Una carga que consiste de una combinación en serie de una resis- 
tencia 100 Q y un inductor 1 H está conectado a una fuente que suministra 
potencia a w= 100 rad/s, ¿Qué capacitor Ca través de esta carga corregirá el 
factor de potencia (a) 0.9 de adelanto; (b) 0.9 de atraso? 

Respuesta (a) C=74.22 pF; (b) C=25.78 uF 


Cuando se pide de SPICE un análisis ac al incluir el enunciado de control .AC, la salida está 
acompañada de cierta información adicional llamada “solución de pequeño rango de se- 
ñal”. Esto incluye un valor de “potencia total disipada”. Por ejemplo, el ejemplo 9.17 utili- 
zado en el archivo de fuente 


Los siguientes datos se hallaron en la impresión de SPICE sobre la impresión que pedimos 
(la magnitud y ángulo de fase de la corriente que pasa a través de la fuente de voltaje 
nombrada V). 
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1 
<— 


V=cosrv (E) 


1H 
00 


12 


La disipación de potencia reportada en esta porción de la impresión no está relacio- 
nada con la potencia ac disipada por los elementos del circuito. Cada vez que se pide un 
análisis ac, SPICE automáticamente determina en primer lugarel punto de operación de del 
circuito, es decir, los valores de o constantes de todas las corrientes y voltajes cuando se 
eliminan todas las fuentes ac. Esta información de punto de operación es de gran valor en 
caso de que elementos no lineales, tales como transistores y diodos, estén incluidos en el 
circuito, y se utilizan suministros de para darles energía. Esto es lo que se reporta como 
“solución de pequeño rango de señal”. La “disipación total de potencia” informada se 
refiere a la potencia de en estado estable requerida para dar soporte a este punto de ope- 
ración. En un circuito sin fuentes dc, todos estos valores serán cero. De este modo, la 
disipación de potencia informada automáticamente por SPICE, no es de ninguna ayuda 
para determinar las disipaciones de potencia en estado estable ac en frecuencias no nulas. 

Desafortunadamente, SPICE no ofrece ninguna tarjeta específica de control o pala- 
bra clave para imprimir la potencia en estado estable ac en cualquier otra frecuencia que 
(1 =0 (dc), como se describió anteriormente. Para determinar la potencia ac absorbida por 
un elemento de circuito utilizando SPICE, debemos pedir una salida de los fasores de 
corriente y voltaje; luego utilizar las fórmulas estudiadas en este capítulo para obtener la 
potencia compleja, promedio o reactiva (según se requiera), para conocer la corriente y 
voltaje del elemento, 


Deseamos determinar la potencia compleja suministrada por las dos 
fuentes en el circuito de la figura 10.20, El archivo de entrada SPICE 
para este circuito fue descrito al inicio de esta sección. La salida de este 
programa de SPICE es 


o Te El fasor de corriente asociado, con la corriente de malla ¡ en sentido 
contrario a las manecillas del reloj en la figura 10.20, es, por consi- 

guiente, I=0.895 116.6” A. Puesto que este fasor de corriente satis- 

face la convención de signo pasivo con relación al voltaje V = 1.40? 

del fasor de fuente independiente, la potencia compleja absorbida por 


FIGURA 10.20 Circuito para el ejemplo 10.16. la fuente independiente está dada por 
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¿vr = 5(1.0)(0.895¿—116.6 = -0.2 — ¡0.4 (10.40a) 


y la potencia compleja absorbida por la fuente independiente esta dada 
por 


za (1) (—D* = -0.2 + j0 (10,40b) 
Nótese que utilizamos —I, y no 1, en el último cálculo, puesto que —I 
satisface la convención de signo pasivo para la fuente dependiente 
(junto con su voltaje ; 1). También nótese que los fasores informados 
por SPICE son fasores de amplitud y no rms, puesto que utilizamos 
fasores de amplitud para describir la fuente. De este modo, debemos 
incluir el factor 3 en las fórmulas de potencia (10.40), compatible con 
el uso con fasores de amplitud y fasores convencionales no rms. Exa- 
minando nuestro resultado, vemos que las fuentes dependientes sumi- 
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nistran cada una 200 mW al resto del circuito. Por la conservación de 
la potencia promedio, la resistencia debe absorber estos 400 mW, 
Además, la fuente independiente suministra 0.4 vars al inductor. 


Finalmente, nótese que pueden utilizarse valores rms para describir la.magnitud de 
las fuentes en los archivos de entrada SPICE. En este caso, todas las magnitudes fasoriales 
de corriente y voltaje que se calculen también estarán en rms, y el factor de ¿ debe omitir- 
se de los cálculos de potencia compleja como en (10.40a). 


EJERCICIOS 


10.8.1.  Obténgase la potencia suministrada a la resistencia de 80-£2, 
Respuesta 13.0mW 


172 2 


50 sen3.774 V (5) 80 Q 


EJERCICIO 10.8.1 


10.8.2.  Verifíquense los resultados del ejemplo 10,11 (figura 10.14) uti- 
lizando SPICE, 

Respuesta 3,02 W, 2.74 vars. Nótese que se necesita correr el 
programa SPICE dos veces, uno en 0 = 2 rad/s y otro en M=3 rad/s (0,318 y 
0.477 Hz). 


Los cálculos de potencia son importantes no sólo para la generación de energía eléctrica e 
industrias de distribución, sino también en el diseño de circuitos eficientes de toda clase, y 
en particular en el diseño de circuitos miniaturizados que deben disipar calor en áreas 
sumamente reducidas. Al igual que en el caso de corrientes y voltajes en los dos capítulos 
anteriores, los cálculos de potencia en circuitos en estado estable ac se simplifican en gran 
medida mediante el uso de fasores. 


= Para variables terminales u(t) e ¡(1) que satisfacen la convención de signo pasivo, una potencia 
instantánea p(t) = v(1)i(t) positiva implica que el circuito entre las terminales absorbe poten- 
cia en f; sies negativa, implica que suministra potencia al resto del circuito en £, 


= La potencia promedio es igual al producto de la amplitud de la corriente por la amplitud del 
voltaje y por el coseno de la diferencia entre sus ángulos de fase. Si la corriente y el voltaje 


Resumen 393 


satisfacen la convención de signo pasivo, una potencia promedio mayor que cero implica que, 
en promedio, se disipa potencia; si es menor a cero, que se suministra al resto del circuito. 


El valor rms de un sinusoide es igual a su amplitud dividida por V2.. Un fasor rms es un fasor 
cuya magnitud es igual al valor rms del sinusoide correspondiente. 

La parte real de la potencia compleja S=V ms T, es la potencia compleja promedio (en unidades 
de watts SI), la parte imaginaria es la potencia reactiva (unidades de vars SI). 


En un circuito que contiene fuentes con frecuencias diferentes, la potencia total de cada com- 
ponente es la suma del suministro o disipación de la potencia en cada frecuencia. 


Se suministra potencia máxima a la impedancia de la carga si ésta es el conjugado complejo de 
la impedancia equivalente de Thevenin del resto del circuito. 
Todas las formas de potencia se conservan: instantánea, promedio, reactiva y compleja. 


El factor de potencia es el coseno del ángulo de fase entre el voltaje y la corriente. El factor de 
potencia unitaria requiere que la mínima corriente rms suministre una cantidad fija de poten- 
cia promedio a una carga, a un nivel de voltaje dado. 


PROBLEMAS 
10.1.  ¿(£) fluye a través de una resistencia 1-k02, Obtenga 7, 10.4. ¿Para qué valor de R la resistencia absorbe 100 W de 
el periodo de i(), T;,, el periodo de la potencia instantánea y P, potencia promedio? 
la potencia promedio, 
1 uF 
«o (A) 
155 cos 3771 V RO 
t(s) 
PROBLEMA P10.4 


PROBLEMA P10.1 


10.2. Seau(t) =2cos Tri V para In << 3n +1,n=0,+1,+2, 
. .., y U(£)=0 para todos los demás valores. Si v(£) pasa a través 
de una resistencia 1-£2, dibuje la potencia instantánea p(t) y 
obtenga la potencia promedio P. 


10.3. Obtenga la potencia promedio suministrada a la resis- 
tencia cuando  = 0. ¿Cuándo depende la potencia promedio 
del ángulo de fase $? 


1H 
00 


cos(t + $) V (Ey 1F 


PROBLEMA P10.3 
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10.5. Obtenga la potencia promedio suministrada a cada ele- 
mento RLC y la potencia promedio suministrada por la fuente. 


1 
7H 
DU 


F 220 


PROBLEMA P10.5 


pj 


10.6. ¿Para qué valor de q la potencia promedio suministra- 
da por la resistencia 1-2 será mínima? 
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sens v (E) 129 (E) cost+ 6) Y 


PROBLEMA P10.6 


10.7. Dibuje el circuito fasorial rms y obtenga la potencia 
promedio suministrada por la fuente. 


50cos 20 (+) = 2H 


PROBLEMA P10.7 


10.8. Determine el valor rms de la onda de potencia que apa- 
rece en el ejercicio 10.1.1. 


10.9. Determine la corriente rms; ¿(t) es periódica con un 
periodo de 1 s, y es igual a sen 271f para 0 < £<0.5, y cero 
para0.5 <t<1s, 


(0 (A) 


t(s) 
0.5 1 1.5 2.0 
A 


PROBLEMA P10.9 


10.10. Use fasores rms para resolver el problema 10.5. 


10.11. Demuestre que la potencia promedio absorbida por 
una impedancia Z, puede expresarse como P = |I,pns |? Re Z, 
donde Is es el fasor de corriente rms. 


10.12. Obtenga una expresión para P, la potencia promedio 
absorbida por una impedancia Z, entérminos de |Vmsl?, donde 
Vimses el fasor de voltaje rms a través de la impedancia. 


Problemas 


10.13. Dibuje el circuito fasorial rms y obtenga la potencia 
promedio suministrada a cada elemento. 


ajo 


2H 
00 


5cos21v (+) so ES 10 cos 21 V 


PROBLEMA P10.13 


10.14, Unaimpedancia Z= 2-3 (2 transmite una corriente 
(1) =3 sen(101— 149) A. Obtenga la potencia compleja absor- 
bida por Z. 


10,15. Una combinación en serie de una resistencia y un ca- 
pacitor absorbe 100 W y — 42 vars a 60 Hz, Si R = 100 Q2, 
¿Cuánto debe ser C? 


10,16. Determine la potencia compleja suministrada por la 
fuente, Utilice el método de escalera para obtener la impedan- 
cia equivalente, 


1H 2H 2H 
UN SN Ñ 
40sen 10: V 40 290 4N 
PROBLEMA P10.16 


10.17. V,esel factor de fuente rms. ¿Cuánto debe ser [V,| 
para que la potencia promedio absorbida por la carga sea de 
25 W? 


PROBLEMA P10.17 


395 


10.18. Obtenga la potencia compleja suministrada por cada 
una de las dos fuentes en el circuito fasorial rms que se mues- 


tra. 


j6N 
DU 


150 o) (E) 2.30" V 


PROBLEMA P10.18 


10,19. Obtenga la potencia compleja suministrada por cada 
fuente, 


costA 12 cos 1 V 


PROBLEMA P10.19 


10.20. Determine la potencia reactiva O absorbida por cada 
elemento. 


0,001 cos 1000: V 


PROBLEMA P10.20 


10,21. Obtenga la potencia compleja suministrada a cada re- 
sistencia. 


4 cos 21 V 


PROBLEMA P10.21 


10,22. Obtenga la potencia compleja suministrada a cada in- 
ductor y resistencia si U¿=0,10 sen (2£+ 309) V. 
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PROBLEMA P10.22 


10.23. Para el circuito fasorial rms que se muestra, obtenga 
la potencia compleja, suministrada por la fuente controlada. 


100.420" V 


PROBLEMA P10.23 


10.24. Resuelva el problema 10.5 obteniendo la potencia com- 
pleja para cada elemento y tomando la parte real. 

10.25. SiZ¡ = 4/20? Q y/Zz = 15% ¿cuánto debe ser |Z»| 
para que suministre 10 W a Z,? El diagrama es un circuito de 
fasores rms. 


24-10" V 


PROBLEMA P10,25 


10.26. Obtenga P,¿, la potencia promedio absorbida por la 
resistencia de 4-( debida a v,(£) eliminándose vs(é) y P, la 
potencia absorbida por los mismos elementos debidos a vj(t) 
con uq(t) eliminada. Demuestre que la potencia P absorbida por 
este elemento en este cireuito no es igual a la suma P, +Pp. 


yt) = 3 cos 21 V ult) = 2 cos 2t V 


PROBLEMA P10.26 


10.27. Determínese la potencia compleja suministrada por 
la fuente sen £ V en el problema 10.6si4=0, 


10.28. Calcule los watts suministrados a la carga Z,. 


5cos: V 
22 


32 


10 cos 21 V 


PROBLEMA P10.28 


10,29. Determine la potencia promedio P suministrada por 
cada una de las tres fuentes. 


6 cos 3774 A 


155 cos 3771 V 


1uF 


PROBLEMA P10.29 


10.30. Obtenga la potencia compleja S absorbida por cada 
uno de los elementos pasivos. 


PROBLEMA P10.30 


Problemas 


10.31. Obtenga la potencia reactiva inducida por el inductor 
si (a) 0 = 1 rad/s; (b) 0=0. 


PROBLEMA P10.31 


10.32. Obtenga la potencia suministrada a la carga (resisten- 
cia de 100-402). 


40sen3771V (E) 


100 cos 3771 V 


PROBLEMA P10.32 


10.33. (a) Determine la potencia compleja suministrada por la 
fuente independiente; (b) ¿la respuesta a (a) depende del ángulo 
de fase de la fuente (-179)? Explique. 


4 cos (t — 17%) E) 
V 


PROBLEMA P10.33 
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10.34. Obtenga el valor de la transconductancia g para la que 
se maximiza la potencia promedio real suministrada por la 
fuente independiente, Repítase para la potencia aparente. 


+ Y — 


12 42 cos 41 V 


PROBLEMA P10.34 


10.35. Obtenga la impedancia de carga Z, que absorberá la 
potencia promedio real máxima. Obtenga el valor de la poten- 
cia promedio real máxima en la carga. 


10 cos 21 Y 


PROBLEMA P10.35 


10.36. Para una máxima transferencia de potencia a la carga 
Z, ¿debemos construir Z, como un circuito R£ o circuito RC? 


PROBLEMA P10.36 


10.37. ¿Cuál debe serla amplitud A de la carga para suminis- 
trar 100 Walla carga puramente resistiva Z,= 2.0? ¿A quése 
reduciría si pudiéramos ajustar Z, para absorber 100 W utili- 
zando el valor mínimo de A? 


1H 2H 
00 00 


Acos2ra(*) 


PROBLEMA P10.37 


10.38. Obtenga la potencia reactiva absorbida por el induc- 
tor. (Sugerencia: obtenga la potencia compleja suministrada 
porla fuente.) 


29 


PROBLEMA P10.38 


10.39. Verifique la conservación de la potencia compleja 
para este circuito fasorial rms. 


+j6 9 +j48 


150" V 


PROBLEMA P10.39 


10.40. Una fuente de voltaje rmsideal de 220-V es puesta a 
través de una impedancia de carga de Z= 11 +/11 0, 
¿Cuántos vars suministra la fuente? Si () = 377 rad/s, ¿qué 
capacitor C conectado a la carga reducirá los vars suministra- 
dos por la fuente a cero? 


10.41. Demuestre que para todo R >0,C >0, y wm> O, el 
factor de potencia de un circuito RC en serie y de un circuito 
RC en paralelo está de adelanto. 


10,42, Demuestre que para todo R > 0,L> 0, y w >0, el 
factor de potencia de un circuito RL en serie y de un circuito R£ 
paralelo está retardada. 


Problemas usando SPICE 

10.43. Unaimpedancia de cargaZ,=1+j0.5 está conectada 
auna fuente de corriente ideal rms de 10-mA. ¿Cuál esel factor 
de potencia de la carga? ¿En cuánto podría reducirse el régi- 
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men de voltaje de la fuente de corriente si se pone un capacitor 
en serie con la carga, creando un factor de potencia general de 
0.95 de atraso? Utilice SPICE para determinar la capacitancia 
que corrija la pfa 0.95 retardada. 


10.44. Use SPICE para ayudar a determinar el valor de R 
para la que la fuente-suministre 1.00 W al resto del circuito. 


5 cos 1000: 


PROBLEMA P10.44 


10.45. Repitaelproblema 10.22 utilizando SPICE. Utilice el 
modelo del op amp ideal de amplificador de voltaje de la figura 
3.7 con una ganancia de trayectoria abierta 4 = 106, 


10.46. ¿Para qué valor de £ será máxima la potencia prome- 
dio real absorbida por una carga? Utilice SPICE. 


200831 A 


PROBLEMA P10.46 


Problemas más complejos 


10.47. ¿Para qué valor de £ será máxima la potencia prome- 
dio real absorbida por la carga? 


ES 1 


20os31V (1) 2 


PROBLEMA P10.47 


10.48. ¿A qué frecuencia de (9) se maximiza el valor rms 
de v2? 


Problemas 


PROBLEMA P10.48 


10.49. ¿Para qué rango 0 la corriente suministra más poten- 
cia promedio real que la fuente de voltaje? 


1Z0A ja 


jon 18 


PROBLEMA P10.49 


10.50. Obtenga la potencia compleja suministrada por cada 
fuente. l, =2 cos2f A, i¿=6 sen 21 A, uv; = 12 sen(31-459) V, 
v,=24 sen(31-459) V, 


SS) Ñ 


PROBLEMA P10.50 
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A A O O 


Nikola Tesla 
1856-1943 


Tesla fue el más grande de 
los inventores en la ingenie- 


ría eléctrica. 
W, H. Eccles 


a George* Westinghouse, lider delas. fuerzas. en favor de: ac. Tesla rápidamente sentó 
. de discusión e ineiaodoss hacia 8 corriente ac a sus maravillosas 1 invenciones, 


Ln : inducción. En ste punto de la vida de Tesla, s su a padre falleció y decidió salir. de la l 
a escuela nepiendo nos en an con la compañía Continental Edison. Dos 
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m 711.2 Sistemas trifásicos Y-Y 


a 17.3 Transmisión de potencia monofásica 


Contenido del capítulo 


= 11.1 Sistemas monofásicos de tres = 11.5 Transformaciones Y-Delta 


hilos = 771.6 SPICE y los circuitos trifásicos 


om Resumen 


o : Problem 
contra trifásica $8 oblemas 


s 11.4 Conexión delta 


* Como ya lo hemos advertido, una utilización sumamente importante del análisis en estado 


estable ac es su aplicación a sistemas de potencia, la mayoría de los cuales son sistemas de 
corriente alterna. La razón principal para esto es que económicamente es factible transmitir 
energía a grandes distancias únicamente si los voltajes involucrados son muy altos, y es 
más fácil elevar y reducir voltajes en sistemas ac que en los dc. El voltaje alterno puede 
elevarse para la transmisión y ser reducido para su distribución con transformadores, como 
lo veremos en el capítulo 15, Los transformadores no tienen partes móviles y son de cons- 
trucción relativamente simple. Porotra parte, en un sistema de, las ondas primero deben ser 
convertidas a ac antes de que los transformadores puedan utilizarse para cambiar los nive- 
les de voltaje, y luego convertirlos nuevamente a de. Este proceso requiere de costosos 
interruptores de alto poder, y disipa una parte de la energía que convierte. 

Además, por razones de economía y eficiencia, casi toda la energía eléctrica es pro- 
ducida por fuentes polifásicas (aquellas que generan voltajes con más de una fase). En un 
circuito monofásico, la potencia instantánea transmitida a una carga tiene pulsaciones, 
aun cuando la corriente y el voltaje estén en fase. Por otra parte, el sistema polifásico es de 
algún modo similar a un motor automotriz de muchos cilindros, en el sentido que la poten- 
cia transmitida es mucho más estable. Una ventaja económica es que el peso delos conduc- 
tores y componentes asociados requeridos en un sistema polifásico es apreciablemente 
menor que el que se necesita para un sistema monofásico que transmite la misma potencia. 
Virtualmente toda la potencia producida en el mundo es energía polifásica a 50 o 60 Az; en 
Estados Unidos, la frecuencia convencional es.de 60 Hz. 

Iniciaremos el presente capítulo con sistemas monofásicos y de tres hilos, pero nos 
concentraremos en circuitos trifásicos, que son con mucho los más comunes entre los sis- 
temas polifásicos. En este último caso, las fuentes son generadores trifásicos que producen 
un conjunto balanceado de voltajes, con el que queremos decir tres voltajes sinusoidales 
que tienen la misma amplitud y frecuencia, pero con fases desplazadas en 120”. De este 
modo, la fuente trifásica es equivalente a tres fuentes monofásicas interconectadas, 
cada una generando un voltaje con una fase distinta. Si las tres corrientes extraídas de 
las fuentes también constituyen un conjunto balanceado, entonces se dice que el siste- 
ma es un sistema trifásico balanceado. Se requiere de un sistema balanceado que obten- 
ga todos los beneficios de la potencia polifásica, y este es el caso sobre el que 
concentraremos nuestra atención. 
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FIGURA 11.1 Notación 
de doble subíndice. 


Antes de proceder al caso trifásico, en esta sección haremos una digresión para establecer 
nuestra notación y consideraremos como ejemplo un sistema monofásico de uso doméstico 
común. Los circuitos que hemos estudiado hasta ahora son monofásicos, y son un buen 
marco de referencia para comprender el significado de la fase múltiple. 

En el presente capítulo, nos será sumamente útil la notación de dos subíndices intro- 
ducida para voltajes en el capítulo 1. En el caso de fasores, la notación es V ¿y para el voltaje 
de un punto a con respecto al punto b. También utilizaremos una notación de doble subin- 
dice para la corriente de, por ejemplo, I, que fluye en la trayectoria directa del nodo a al 
nodo A. Estas cantidades aparecen ilustradas en la figura 11.1, donde la trayectoria directa 
(sin nodos intermedios) de Á a B se distingue de una trayectoria indirecta de A a B a través 
deN. 

Debido a que resultan expresiones más simples para la potencia promedio, utilizare- 
mos valores rms de voltaje y corriente y fasores rms, durante todo el presente capítulo. Es 
decir, si 


V = [V¡/0* V rms 
I = |1//-8 A rms (11,1) 


son fasores rms asociados con un elemento que tiene una impedancia 


Z=1|Z|/0 2 (11.2) 
suministrada al elemento es 
P =|V|- [I|cos9 
= |I]?Re ZW (11.3) 


En el dominio del tiempo, el voltaje y corriente son 
v= /2|V! cos wt V 
¡ = V2|I cos(wt — 0) A 


Todos los fasores del presente capítulo serán fasores rms, cuya magnitud corresponde al 
valor rms de la corriente o voltaje asociados, como se introdujeron en la sección 10.2, 


El uso de dos subíndices hace más fácil el manejo de fasores, tanto 
analítica como geométricamente. Por ejemplo, en la figura 11.2(a), el 
voltaje V ¿es 


Vab Van + Vub 


Esto esevidente sin necesidad de hacer referencia aun circuito, puesto 
que porLVK el voltaje entre dos puntos a y bes el mismo sin importar 
la trayectoria, que en este caso es latrayectoria a, n, b. Además, puesto 
que V = —V y tenemos 


Va» e Ven sl Von 
= 100 — 100/--120* 
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Y,, = 100.40 V rms 


V,, = 1004120" V rms 
(1) (b) 


FIGURA 11.2 (a) Circuito fasorial; (b) diagrama fasorial correspondiente, 


que, después de simplificarla, es 


Vay = 10043/30* V rms 


En la figura 11.2(b) se muestran gráficamente estos pasos. 


Una fuente monofásica de tres hilos, como la que se muestra en la figura 11.3, es 
aquella que tiene tres terminales de salida, a, b, y una terminal neutra n para la cual son 
iguales los voltajes V ¿¿ de las terminales, es decir: 


Van = Vno = Vi (11.4) 


Esta es una disposición común en una residencia. estadounidense que tiene tanto 115 V 

como 230 V rms, puesto que si | V,,|=] V, | =115 V rms, entonces | V¿¿|=/2 V¡|=230V rms. 
Ahora consideremos la fuente de la figura 11.3(a) cargada con dos cargas idénticas, 

ambas con una impedancia Z,, como se muestra en la figura 11.3(b). Las corrientes en las 


(a) (b) 


FIGURA 11.3 (a) Circuito monofásico de tres hilos; (b) circuito monofásico 
de tres hilos con dos cargas idénticas. 
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líneas aÁ y bB son 


Yan _ Y 
44 = ÍA 
A 
y 
Vio 
1 = =— = —I, 
bB Z Z A 


Por consiguiente, la corriente en el hilo neutro, 2N, por LCK es 
Ln = —(laa +8) =0 


Siempre es el caso que un hilo que no transmite corriente puede eliminarse libremente en 
cualquier circuito sin afectar ninguna corriente o voltaje, puesto que su eliminación no 
cambia ninguna LVK, LCK, o ecuación de ley de elementos para ese circuito. De este 
modo, en la figura 11.3(b), el hilo neutro podría ser eliminado sin cambiarninguna corrien- 
te o voltaje en el sistema. Utilizaremos este procedimiento para simplificar circuitos a lo 
largo de este capítulo, 

Si las líneas a4 y DB no son conductores perfectos, pero tienen impedancias iguales 
Z,, entonces I,, y sigue siendo cero porque simplemente añadimos las impedancias de Z, y 
Z, y tenemos esencialmente la misma situación que en la figura 11.3(b). Ciertamente, en el 
caso más general que aparece en la figura 11.4, la corriente neutra I,,y sigue siendo cero. 
Esto puede verse escribiendo las dos ecuaciones de malla 


(Z1 + Z2+ ZYLa + Z3hb 8 — Zi¡Ls =V 
Zalaa + (Z1 +2Z2+Z3L 8 + Z113 = —V; 


y, sumando el resultado, con el que se obtiene 


(Z1 + Z2+ Z3Maa + d8) + Za (laa + 158) =0 


Latihn=0Ú (11.5) 


Puesto que por LCK el lado izquierdo de esta última ecuación es igual a —I,,y, la corriente 
neutra es cero, Esta es una consecuencia de la simetría de la figura 11.4, 


FIGURA 11.4 Sistema simétrico monofásico de tres hilos. 
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Si la simetría de la figura 11.4 se rompe teniendo cargas distintas en las terminales 
A-N y N-B o impedancias de línea distintas en las líneas aA y bB, entonces se tendrá una 
corriente neutra. 


3992 


115.40? V rms 


115.40" V rms 


b 


12 


FIGURA 11.5 Sistema monofásico no 
simétrico de tres hilos. 


Por ejemplo, consideremos el circuito de la figura 11.5. Nótese que 
la carga a través de las terminales AN y NB son distintas, y se rompe la 
simetría de la figura 11.4, 

Las ecuaciones de malla, en forma vector-matriz, son 


2+j -—2 111. 7[115/0 
2 So+j||b||115/0 
El determinante es 


A = (42 + )560+ j) - 4 = 2097/2.51* 


y resolviendo por inversión de matrices, 
Ln ]|_115/0[50+j +2 1] _ [| 2.85/-1.412 
BI”. A +42 42+j||1]| 7 |2.41/-1.212 


de forma que la corriente neutra L,,y = L,—I, = 0.44/177% Arms yno 
es cero. 


EJERCICIOS 


11.1.1.  Derívese (11.5) por superposición aplicada a la figura 11.4, 
11.12.  Obtengala potenciacompletaS ¿y y Syg suministrada a las cargas 
Zan= 39 +70, Zyg = 47 +70, respectivamente, de la figura 11.5. 
Respuesta 317+j8.12;273 +/5.81 
11.13. Obténgase la potencia promedio real P,, Pap, y Pay que se pier- 
den en las líneas de la figura 11.5. 
Respuesta 8.12 W; 5,81 W; 0.39 W 
11.1.4. Obtenga la potencia promedio real P,,, y P,y suministrada por las 
dos fuentes en la figura 11.5. Compruebe los resultados en los ejercicios 
11.1.2 y 11.1.3 para la conservación de potencia. 
Respuesta 328 W;,277 W 


Consideremos la fuente trifásica de la figura 11.6(a), que tiene terminales en línea a, b y c y 
una terminal neutra n. En este caso, se dice que la fuente está Y-conectada. Una repre- 
sentación equivalente es la de la figura 11.6(b), que es algo más fácil de dibujar. 
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(a) (b) 


FIGURA 11.6 Dos representaciones de una fuente Y-conectada. 


Los voltajes Va», Von y Ve, entre las terminales de la línea y la terminal neutra se 
conocen como voltajes de fase, y la mayoría de los casos que consideramos están dadas por 


Van — p/0? 
Vón = Vp/—120* 
Von = V/ 120" 


= V,/0 
= V/[120* 
= V,/—1200 


En ambos casos, cada voltaje'de fase tiene la misma magnitud rms Y, y las fases están 
desplazadas en 120%, con V,, arbitrariamente seleccionado como fasor de referencia. Este 
conjunto de voltaje se conoce como conjunto balanceado y está caracterizado por 


Van + Von + Ven =0 (11.8) 


como puede verse (11.6) 0 (11.7). 

La secuencia de voltajes en (11.6) se designa secuencia positiva o secuencia abc, en 
tanto que la de (11.7) se conoce como secuencia negativa o acb. En la figura 11.7 se mues- 
tran diagramas fasoriales de las dos secuencias, y podemos ver por inspección que (11.8) es 
vigente. Es evidente que la única diferencia entre la secuencia positiva y la negativa es la 
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Rotación angular 
respecto al tiempo 


Rotación angular 
respecto al tiempo 


(a) (b) 


FIGURA 11.7 Secuencias de fase (a) positivas y (b) negativas. 


elección arbitraria de las marcas de las terminales a, b y c. De este modo, y sin perder 
generalidad, consideraremos únicamente la secuencia positiva. 

Mediante la figura 11.7(a), los voltajes en la secuencia abc, pueden estar cada uno 
relacionado a V¿,,. Las relaciones, que posteriormente nos serán muy útiles, son 


Von = Van/ 1202 
Ven = Van[ 120? 


Los voltajes de línea a línea, o simplemente voltajes de línea, en la figura 11.6 son V yy, 
Vic Y Vea, que pueden obtenerse de los voltajes de fase. Por ejemplo, 


(11.9) 


Va = Van + Vnb 
= Vo[O + Vp/+60* 
En 


1 3 


(54) 


= 13 Vp/300 


De manera similar, 


Vo. = 13 Vp/—90 
Vea = 13 Vo/—2100 


Si denotamos por Y, la magnitud de los voltajes de línea, entonces tenemos 


V. = 43 V, (11.103) 


y por consiguiente 


Va» = VL/307, Vo. = VL/—90*, Vea = VL/-2100 (11.10b) 
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FIGURA 11.8 Diagrama fasorial que muestra voltajes de fase y de línea. 


Examinando la figura 11.8, los voltajes de línea son también un conjunto balanceado, 
cuyas magnitudes exceden los voltajes por un factor de 13, y que están 30” fuera de fase 
respecto a ellos (el voltaje de línea V¿¿ está adelantado al voltaje de fase V ¿,, en 30%, V¿, se 
adelanta a V,,, en 30%, y V, se adelanta a V;,, en 305). Estos resultados pueden obtenerse 
gráficamente de los diagramas fasoriales que aparecen en la figura 11.8. 

Ahora consideraremos el sistema de la figura 11.9, que es un sistema de cuatro hilos, 
trifásico y Y -Y -balanceado, silos voltajes de las fuentes están dados por (11.6). El término 
Y -Y se aplica puesto que tanto la fuente como la carga están conectadas en Y. Se dice que 
el sistema está balanceado, puesto que los voltajes de las fuentes constituyen un conjunto 
balanceado y la carga está balanceada (en este caso, cada impedancia de fase es igual al 
valor común Z,). El cuarto hilo es una línea neutra n-N, que puesto que no transmite 


FIGURA 11.9 Sistema Y-Y balanceado. 
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corriente en este circuito simétrico, puede omitirse para formar un sistema trifásico de tres 
hilos. 

Aplicando LVK alrededor de las trayectorias cerradas que contienen el hilo neutro, 
las corrientes de línea de la figura 11.9 son evidentemente 


Van 
La == Z> 
v LS o 
lp = YO 190 (11.11) 
Zp Zp 
Von Van/120? 
Lc = = Van (1207 = La! 1209 
Zo Zp 


Los últimos dos resultados son la consecuencia de (11.9), y demuestran que las corrientes 
de línea también forman un conjunto balanceado. Por consiguiente, su suma es 


—L.w = La + ba + Lc =0 


lo que confirma que el hilo neutro no transmite corriente en un sistema Y - Y balanceado de 
cuatro hilos. 

En el caso de las cargas conectadas en Y, las corrientes en las líneas aA, bB y CC son 
también corrientes de fase (las corrientes transmitidas por las impedancias de fase). Si las 
magnitudes de la fase y las corrientes de línea son 7, e [,, respectivamente, entonces 1, = 1, 
y (11.11) se convierte en 


La = 11/-8 = lp/-9 
log = 1/0 — 120? = 1,/—6 — 120* (11.12) 
Loc = [1/8 + 120? = 1/0 + 120? 


donde 6 es el ángulo de Z,. 
La potencia promedio P, suministrada a cada fase de la figura 11.9 es 


P, = V,1, cosO 
d el (11.13) 
= 1? Re Z, 


y la potencia total suministrada a la carga es 
P=3P, 


El ángulo 6 de laimpedancia de fase es el ángulo del factor de potencia de la carga trifásica, 
así como de la fase única. 

Ahora, en lugar de suponer que son conductores perfectos, se utilizará una impedan- 
cia Zy de línea para modelar cada una de las líneas 44, bB y cC y que la impedancia de la 
línea neutra Zy, no necesariamente igual a Z,, se inserta en la línea nN en serie con las 
impedancias de fase. Los dos conjuntos de impedancias pueden combinarse para formar 
líneas conductoras perfectas a4,bB y cC, conuna impedancia de carga Zy+Z, en cada fase, 

Para determinar el efecto de Zy, consideremos todo el conjunto de leyes LCK, LVK 
y de elemento para este circuito. Las corrientes y voltajes que resuelven estas ecuaciones 
para el caso Zyy = O incluyen /,,y = 0, puesto que en este caso el circuito está balanceado. 
Pero estas mismas corrientes y voltajes deben resolver las ecuaciones de circuito para 
cualquier Zy, no sólo Zy= 0. Esto es implicado por el hecho de que, al sustituir las soluciones 
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para el caso Zy = 0 en las ecuaciones que contienen una Zy arbitraria, no cambia ningún 
término en las ecuaciones, puesto que todo término que contiene Zy es multiplicado por 
cero (Ly 0 V, y). Mediante este argumento, vemos que en cualquier circuito que contenga 
una impedancia Z que no extraiga corriente, Z puede ser cambiada arbitrariamente sin 
afectar ninguna corriente o voltaje. En particular, podemos reemplazar Z por un circuito 
cerrado (Z = 0) o un circuito abierto (Z =00), 


100.40? V rms 


FIGURA 11.10 Sistema balanceado con 
impedancias de línea. 


FIGURA 11.11 Fase única para un análisis 
por fase, 


Como ejemplo, obtengamos las corrientes de línea en la figura 11.10. 
Podemos combinar la impedancia de línea 1-£2 y la impedancia de 
fase (3 +/3)-42 para obtener 


Zp =4+ j3=5/36.9" 9 


en la carga de fase efectiva. Puesto que en la discusión anterior no hay 
corriente neutra, obtenemos 


100/02 
L1 = —— = 20/-36.9% 
an = 7736 go 20/-36.9” A rms 


Las corrientes forman un conjunto balanceado y de secuencia positi- 
va, por lo que también tenemos 


Lg = 20/—156.9% A rms, Loc = 20/-276.9% A rms 


Este ejemplo fue resuelto sobre una base “por fases”. Puesto que 
la impedancia en la línea neutra es inmaterial en un sistema balancea- 
do Y-Y, podemos imaginar la línea neutra como un circuito cerrado. 
Podemos hacer esto si contiene una impedancia, o incluso si el hilo 
neutro no está presente (un sistema de tres hilos). Entonces nos basta 
con examinar una sola fase, por ejemplo, la fase A, que consiste de la 
fuente V ¿ en serie con Z, y Zp, como se muestra en la figura 11.11. (La 
línea nN es reemplazada por un circuito cerrado.) La corriente de línea 
Ls, el voltaje de fase L,, Z,, y la caída de voltaje en la línea I,, Zz, 
pueden también obtenerse a partir de este análisis de fase única. Los 
demás voltajes y corrientes del sistema pueden obtenerse de forma 
similar, o de los resultados anteriores, puesto que el sistema está 
balanceado. 


Como otro ejemplo, supongamos que tenemos una fuente balanceada 
conectada en Y, con un voltaje de línea V, = 200 V rms a una carga 
balanceada conectada en Y conP = 900 W y con un factor de potencia de 
0.9 de atraso. Obtengamos la corriente de línea /, y la impedancia 
defase Z,. Puesto que la potencia suministrada a la carga es de 900 W, 


la potencia suministrada a cada fase es P, = % = 300 W, y de 


Pp = VpIy cos 0 


obtenemos 


200 
30=[%)1,(0.9 
(7) dd 
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Por consiguiente, puesto que para una carga conectada en Y la corrien- 
te de fase es también la corriente de línea, tenemos 


343 
fl =l, = =— =2.89 A 
L= 1" = 209) dd 
La magnitud de Z, está dada por 
V, 200/43 
pl A 


lo 3MBNDO 
y puesto que O = cos”10,9 = 25,84” es el ángulo de Z,, obtenemos 


Zp = 40/25.84% 0 


Si la carga no está balanceada, pero hay un hilo neutro que es un 
conductor perfecto, aún podemos utilizar el método por fases de solu- 
ción para cada fase. Sin embargo, si no es éste el caso, este método 
abreviado no puede aplicarse. 


EJERCICIOS 


EJERCICIO 11.2.3 


11.2.1. Wap= 100/02 V rmsesun voltaje de línea de una fuente trifásica 
balanceada conectada en Y. (a). Sila secuencia de fase es abc, obténganse los 
voltajes de fase. (b) Repitase para la secuencia de fase acb. 

Respuesta (a) 57.7/—30%, 57.7/—150%, 57.7/4+90% V rms; 
(b) 57.79/—30%, 57.7%/490%, 57.7/—150% V rms 
11.2.2.  Enla figura 11.9, los voltajes de fuente se determinan por el ejer- 
cicio 11.2.1(a), y la carga en cada fase es una combinación en serie de una 
resistencia de 30-42, un capacitor de 500-1F, y un inductor de 0.25-H . La 
frecuencia es de (9 = 200 rad/s. Obtenga la corriente de línea y la potencia 
suministrada a la carga. 

Respuesta 1.15/—83.1%, 1.15/-203.17, 1.15/36.9% A rms, 


120 W 

11.2.3. Demuestre que si un sistema balanceado trifásico de tres hilos 
tiene dos cargas trifásicas balanceadas conectadas en paralelo, como se 
muestra, entonces la carga es equivalente a la de la figura 11.9 con 


 ZiZa 
PO ZI4+2> 


11.2.4. Si enel ejercicio 11.2,3, 2, = 4+/3 02, Z, = 4-/30, y el voltaje 
de linea es V, = 200 43 V rms, obtenga la corriente /, en cada línea, 
Respuesta 64 A rms 
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Es interesante comparar los méritos relativos del circuito monofásico de tres hilos de la 
sección 11.1, y el circuito trifásico de la sección 11.2 para transmitir potencia a una carga. 
La figura 11.12 muestra los dos circuitos que se considerarán. 
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(a) (b) 


FIGURA 11.12 Circuitos (a) monofásico y (b) trifásico que suministran 
potencia a una carga. 


Examinando esta figura, una observación inmediata es que el circuito trifásico tiene 
más elementos: más hilos, más fuentes de fase y más impedancias de fase. La simplicidad 
favorece el circuito monofásico. Pero veremos más allá de la cantidad de elementos, com- 
parando las virtudes relativas de los sistemas monofásicos y trifásicos. 

Consideremos las pérdidas de línea incurridas por cada sistema en tanto produce la 
misma cantidad de potencia al mismo nivel de voltaje y factor de potencia. En el caso 
monofásico, /,y = 0, y reemplazando Zy por un circuito cerrado en la figura 11.12(a), 


v/0 
lan = DEL 
V?2cos0 
Pan = Va cosó = ———— 
N =lVan| Ly! ZE Zo 


donde cos 9 es el factor de potencia de la impedancia línea/carga en serie. La potencia total 
suministrada es 


2V?cos9 
P Pi DP 11.14 
an + Pon aN VARIA ( ) 
Enel caso trifásico de la figura 11.12(b) nuevamente la corriente neutra /, y-=0 y el cálculo 
por fases es como el anterior. La potencia total suministrada por la fuente trifásica es 
3V?c050 
Pan: + Pon + Pon: =3Pan: = 1Zs + Zo (11.15) 
Las potencias transmitidas por las fuentes monofásica y trifásica, son iguales si (11.14) y 
(11.15) son iguales, o 


1Z3+Z,1 _3 


= 11.16 
IZ¡+2Z,:l1 2 ( ) 


Para un suministro igual de potencia, las impedancias de fase en serie en el circuito trifási- 
co, Z¿ + Z,es3 veces mayor que la impedancia de la fase única. Puesto que los voltajes de 
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fase son los mismos, la corriente rms en las líneas de fase única deben ser mayores en la 
misma proporción: 

low V/1Z3+Zz¿l 2 
Las pérdidas de línea son |I,y|?Re Z, para cada línea no neutra, o en el caso de fase única, 
las pérdidas totales de línea son 


P. = 2]L.y|? Re Z, (11.18) 
en tanto que en el circuito trifásico tenemos 

Pp =3lL |? Re Zo 
Sustituyendo (11.17), esto es 


2 4 
Py, =3- (5) Lvl? Re Z = 3 lan!” Re Z (11.19) 


Comparando (11.18) y (11.19), concluimos que P, = 3 P,,; en otras palabras, con otros 
factores iguales (potencia producida, nivel de voltaje, factor de potencia), el circuito mono- 
fásico transmite potencia a costo de la mitad de los watts disipados en las líneas. El sumi- 
nistro de potencia trifásico es más eficiente. 


En la figura 11.12, sean V = 4 kV rms, Z, = 2.0 y sea la impedancia 
de carga monofásica 30 + 8 (2. Determine la impedancia de fase Z, 
para una potencia igual desde las fuentes monofásica y trifásica, con 
factores de potencia iguales y la potencia transmitida a las líneas y 
cargas. En el circuito monofásico, la corriente de línea rms [yes 


_ 4000/0 
32+j8 


La potencia transmitida a la carga es 2| Ly? Re Z, = 2(121)130) = 
878 kW y la disipada por las líneas 2] [y [? Re Z, = 2(120)2(2)= 58.6 
kW. En el caso trifásico, la potencia disipada por las líneas con el 
mismo factor de potencia está multiplicado por un factor de Í, es decir, 
(6)G8.6) = 39.0 kW. Puesto que las potencias suministradas por las 
fuentes son iguales, la potencia hacia la carga trifásica debe incremen- 
tarse porel ahorro en pérdidas de línea, o la potencia de carga trifásica 
de 878 + 3 (58.6) = 897 kW. La impedancia Zz requerida debe, por 
(11.16) satisfacer 


aN 


= 121/-14.0* (11.20) 


[Z23+21 _3 

132+ 81 2 
(0) 

|[Z3 +2] = 49.5 


Para factores de potencia iguales, el ángulo de la impedancia Zz + 2 
debe concordar con Z¡ +2 = 32 +8, quees 8 = 14.0? por (11.20). 


Z34+2=|1Z3+21//0 = 49.5/14.0? 


Z3 = 49.5/14.0* —-2=46.0+ ¡12.0 2 
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Al examinar las ondas de la potencia instantánea asociada con estos circuitos, se 
revela otra diferencia relevante para muchas aplicaciones prácticas. De la figura 11.12(a) 
en el caso monofásico 


v/0 
¡A AA 11.21a 
N B EA ( ) 
y 
v2V 
an) = inBl(t) = ———— cosíwt — O 11.21b 
lante) = inp(0) az ) ( ) 


donde 6 es como lo fue anteriormente, el ángulo de la impedancia en serie Z, + Z,, y se 
requiere el factor de Y2 puesto que Ves la magnitud del fasorrms. La potencia instantánea, 
suministrada a cada una de las dos partes de la carga es p(1) = i2y Re Z, y se muestra en la 
figura 11.13(a). Nótese que la potencia instantánea suministrada a las dos impedancias de 
carga están en fase, y la potencia total suministrada a la carga varía entre su máximo y cero 


2 V 


2 
—_——— cos (ct —0)-Re Z; 
[Z1 + Z1] 


pir(t) =2 
2V? Re Z; 
= 5 [1 + cos 2(wt — O 
1Z; +Z11? 4 
periódicamente. 
Dela figura 11.12(b), en el caso trifásico, 


v/0 
Z3+ Zi 


Loy: = 


v2 V 
lan(t) = 7757 Costwt — 0) 
k [Zas + Z,1 
Las tres corrientes de línea forman un conjunto balanceado, como se muestra en el diagra- 
ma fasorial en la figura 11.14. Estas corrientes, y por consiguiente las potencias instantá- 
neas a las impedancias trifásicas, están fuera de fase en 120? como se muestra en la figura 


Pir(O =p (0) + pr) 


P3r(0) 


p3L0 
Paalt) 


kilo — k— 1/0 —> 
(a) (b) 


FIGURA 11.13 Suministro de potencia instantánea a cargas monofásicas y trifásicas de 
tres hilos. (a) p,:(t) y p,2(t) son potencias a las impedancias de carga monofásica y pyr(t) 
es la carga total. (b) p3:(0), p3a(t) y p3a(t) son potencias a las impedancias trifásicas y pr (t) esla 
potencia total. 
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Lyn 
FIGURA 11.14 Corrientes de línea asociadas con el circuito de tres 
fasores de la figura 11.12(b). O es el ángulo de la impedancia de fase. 


11.13(b). La potencia instantánea total es la suma sobre las tres fases individuales 


2 
vV2 V 
[Z3 + ZL] 


par(t) = 


Re Z; [cos*(wt + 80) + cos*(ct + 8 + 120%) + cos (ct +8 — 1207)] 


2V? Re Za 
= + —35*X 
|1Z3 + Zp!? 


3 
E + cos 2(w1t + 0) + cos 2(w0t + 0 + 120%) + cos 2(wt +0 — 120) 


(11.22) 


Los últimos tres términos en (11.22) son evidentemente funciones de tiempo que repre- 
sentan un conjunto balanceado de fasores, Puesto que un conjunto balanceado de fasores 
suma cero, lo mismo debe ocurrir con estos tres términos. El término restante es constante, 
y por consiguiente p37 (+), la potencia trifásica instantánea total suministrada a la carga es 
constante, como se muestra en la figura 11.13(b). 

Concluimos que la potencia monofásica se suministra inestablemente, variando pe- 
riódicamente entre cero y su máximo, en tanto que la potencia trifásica es constante res- 
pecto al tiempo. Supongamos que suministramos energía a un motor eléctrico. Puesto que 
el par producido varía respecto a la energía que sele suministra, un motor monofásico vibra 
puesto que el suministro de energía fluctúa periódicamente, en tanto que un motor trifásico 
“jala” con la misma intensidad a cada instante, sin vibraciones inducidas. Consideremos 
ahora, el suministro de energía a las luces fluorescentes, cuya brillantez varía con la trans- 
misión instantánea de energía. Un par de focos fluorescentes monofásicos de tres hilos 
parpadearían periódicamente, en tanto que tres focos trifásicos montados en conjunto, 
iluminan sin parpadear. 

De este modo, no sólo la transmisión de potencia trifásica tiene una ventaja de efi- 
ciencia sobre la fase única, sino también una ventaja de transmisión estable de potencia. No 
es de sorprenderse que la transmisión trifásica se favorece en todo el mundo para la trans- 
misión de energía. La potencia monofásica es el método elegido únicamente cuando hay 
pequeñas cantidades de potencia, y donde son suficientes los motores de poca potencia. 
Este es el caso para la mayoría del cableado residencial, para los que son decisivos la 
simplicidad y el bajo peso de elementos de los circuitos monofásicos. A veces se utiliza de 
para transmitir energía sobre grandes distancias, pero el ac multifásico es dominante en 
casi todos los sistemas de transmisión de potencia. 
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EJERCICIOS 


113.1. Se conectan una fuente trifásica y una carga que distan entre sí 
100 km mediante líneas con impedancias 0.01 (/km, como se muestra en la 
figura. ¿Cuál es la eficiencia del sistema, definida como la potencia transmi- 
tida a la carga dividida entre la potencia total producida por la fuente? ¿A qué 
distancia se tiene un 90% de la eficiencia? 

Respuesta 0.95; 211 km 


EJERCICIO 11.3.1 


113.2.  Lafigura muestra un sistema monofásico con el mismo voltaje de 
fuente| V, | que enel ejercicio 11.3.1. En una separación de 100 km, ¿para qué 
R¿ se suministraría la misma potencia a la carga que la suministrada por el 
sistema trifásico del ejercicio 11.3.1 asucargatrifásica? ¿Cuál es la eficiencia 
de este sistema (ver ejercicio 11.3.1)? 

Respuesta 11.95£200.0837 £2;0.923 paraR, = 11.95 02;0.0772 
para R¿ = 0.0837 Q 
11.3.3. Considérese un motor que recibe potencia de una fuente monofá- 
sica de 50-Hz. ¿Cuál es el periodo del movimiento vibratorio que experimen- 
tará el motor? Repitase para una fuente balanceada trifásica y una fuente 
EJERCICIO 11.3.2 trifásica no balanceada, ambas a 50 Hz. 
Respuesta 10 ms; sin movimiento vibratorio; 10 ms 


Otro método para conectar una carga trifásica a una línea, es la conexión delta o conexión A. 
Una carga balanceada Á-conectada (con fase de impedancia Zpigual) aparece en la figura 
11.15(a), de un modo que semeja una A, y en una forma equivalente en la figura 11.15(b). 
Si la fuente está conectada en Y - o A, entonces el sistema es una Y-—A o unA-A. 

Una ventaja de una carga A-conectada sobre una carga Y -conectada, es que las cargas 
pueden añadirse o eliminarse con más facilidad sobre una fase única de una A, puesto que 
las cargas están conectadas directamente a través de las líneas. Esto puede no ser posible en 
la conexión Y, puesto que el neutro puedeno estar accesible. Además, en una potencia dada 
suministrada a la carga, las corrientes de fase en una Á, son menores que en una Y, Por otra 
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(a) (b) 
FIGURA 11.15 Dos diagramas de una carga conectada en A. 


parte, los voltajes de fase A son más altos que los de la conexión Y. Pocas veces se conectan 
las fuentes en A, puesto que si los voltajes no están perfectamente balanceados, habrá un 
voltaje neto de fuente, y por consiguiente, una corriente circulante alrededor de A. Esto 
causa efectos de calentamiento indeseables en la maquinaria generadora. Además, los vol- 
tajes de fase son menores en el generador conectado en Y, y por consiguiente se requiere de 
menos aislante. Obviamente, los sistemas con cargas A-conectadas, son sistemas de tres 
hilos, puesto que no hay una conexión neutra. 

De la figura 11.16, podemos ver que en el caso de una carga A-conectada, las líneas 
de voltaje son las mismas que los voltajes de fase. Por consiguiente, si los voltajes de línea 
están dados por (11.10b), como se hizo antes, entonces los voltajes de fase son 


Vas = VL/30*, Vac = V¿/—90*, Vea = VL/150? (11.23) 


donde 


(11.24) 


SiZ, =1Z,| /0, entonces las corrientes de fase son 


Vas 
lia = — =1,/30 —6 
AB Zi Pp 
Los tac = lp[—90* —9 (11.25) 
p 
./ Vea E 
lea = 2 =1)(150 8 
Pp 


donde la magnitud de la corriente de fase rms es 


== (11.26) 
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FIGURA 11.16 Diagrama fasorial para una carga delta-conectada. 


La corriente en la línea aA es 
La = 148 — Ica 
que al simplificarla es 


La = v3 Ip [9 


Las otras corrientes de línea, obtenidas de forma similar, son 


Lg = 43 1,/—120* — 0 
Lc = V3 1,/-240" —8 


Evidentemente, la relación entre las magnitudes de corriente de fase y de línea en el 
caso Á es 


(11.27) 


y las corrientes de línea son 


La=//-0,  Ls=!/-1200-6,  Lc=1,/-240* -0 (11.28) 


De este modo, tal y como se esperaba, las corrientes y voltajes son conjuntos balanceados. 
Las relaciones entre las corrientes de línea y de fase para la carga A-conectada aparecen 
resumidas en el diagrama fasorial de la figura 11.16. 
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Como ejemplo de un circuito trifásico con una carga delta-conectada, 

obtengamos la corriente de línea 7, en la figura 11,15 si el voltaje de 

línea es de 250 V rms y la carga extrae 1.5 kW a un factor de potencia 
1500 


atrasado de 0.8 kW. Para una fase, p = 3 = 500 W, y de este modo 
500 = 2501,(0.8) 


1, =2.5 A rms 
De este modo, tenemos 
Il. = 43 L, =4.33 A rms 


Finalmente, en esta sección, derivaremos una fórmula para la potencia suministrada 
auna carga trifásica balanceada con un ángulo de factor de potencia 0. Esté la carga Y o A 
conectada, tenemos 


P =3P, =3V, 1, cosÓ 


Enel caso Y -conectado, V,,= V/ 3 el, = [,, y enel caso A-conectado, V, = Vel, = 1y/ V3. 
En ambos casos, por lo tanto, 


P = 43 VI; cos0 (11.29) 


Como una comprobación del ejemplo anterior, de (11.29) se obtiene 
1500 = V/3(250)1,.(0.8) 


o, como en el caso anterior 


1, =4.33 A rms 


EJERCICIOS 


114.1.  Resuelva el ejercicio 11.2.2 si la fuente y la carga quedan sin 
modificar, excepto en que la carga está A-conectada. [Sugerencia: nótese que 
en (11.23), (11.25) y (11.28) deben restarse 30% de todos los ángulos.] 

Respuesta 24/3/-83.1?; 2/3/156.9?; 2/3/36.92 A rms, 360 W 
11.42. Unacargabalanceada A-conectada tiene Z, = 4+3 92, y el volta- 
je de línea es Y, = 200 V rms en las terminales de carga. Obtenga la potencia 
total suministrada a la carga. 

Respuesta 19.2 kW 
11.4.3. Una carga balanceada delta-conectada tiene un voltaje de línea de Y, 
= 100 V rms en las terminales de carga y absorbe una potencia total de 4.8 
kW. Si el factor de potencia de la carga está adelantada 0,8, obtenga la impe- 
dancia de la fase. 

Respuesta 4-30 
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En muchas aplicaciones para sistemas de potencia, es importante tener la posibilidad de 
convertir de una carga Y conectada a una carga equivalente A-conectada y viceversa, Por 
ejemplo, supongamos que tenemos una carga Y conectada en paralelo con una carga Á- 
conectada, como se muestra en la figura 11.17, y deseamos reemplazar la combinación por 
una carga trifásica equivalente. Si ambas cargas estuvieran A- conectadas, esto sería relati- 
vamente fácil, puesto que las correspondientes impedancias de fase estarían en paralelo. 
Además, como vimos en el ejercicio 11.2.3, si ambas cargas están Y-conectadas y balan- 
ceadas, las impedancias de fase también pueden combinarse como impedancias paralelas. 

Para obtener fórmulas de conversión Y aA o Aa Y, consideremos las conexiones Y y 
A de la figura 11.18. Para efectuar una transformación Y—A, necesitamos expresiones para 
Y a, Ybc Y Y ea de la A en términos de Y, Y, y Y, de la Y para que la conexión A sea 
equivalente a la conexión Y en las terminales A, B, y C. Es decir, si la Y es reemplazada por 
la A, aparecerán los mismos voltajes denodo V ¿, Vg y Ve si se hace que fluyan las corrien- 
tes I, e L. Inversamente, una transformación A —Y es la expresión de los parámetros Y en 
términos de los parámetros A. 

Comencemos escribiendo las ecuaciones nodales para ambos circuitos. Si se toma el 
nodo C como referencia, en el caso de la red Y, tenemos 


Y Va — Ya Vo =1, 
Y, Va —- Y ¿Vo = L 
—Y Va = Y ¿V a + Ya + Y, + Y Vo =0 


Resolviendo para V p en la tercera ecuación y sustituyendo su valor en las primeras dos 
ecuaciones, obtenemos, después de simplificar, 


Y Y, + Y Yo Y Y, 21 
PEI ES A do 
Y Y, Yo Yo + Yo Yo 1 
= 5 


Y +FVA Y? Y + Y + Yo 


FIGURA 11.17 Cargas Y-conectada y A-conectada en paralelo. 
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FIGURA 11.18 (a) Conexión en Y, (b) conexión en A y (c) las dos 
conexiones superpuestas. 


Las ecuaciones nodales para el circuito A son 
(Yap + Yca Va — Yap Va = LK 
—Y a Va + (Yao + Yo Vs =D 


Igualando coeficientes de términos similares en estas ecuaciones y (11.30), tenemos la 
transformación Y—A: 


_ Y Y, 
Y + Y + Y. 
Y, Y. 


Ya 


Yoo (11.31) 


Y EY EY 
Y Ya 
Yo + Y, + Y. 


Yea = 


Si imaginamos los circuitos Y y A superpuestos sobre un diagrama único como en la 
figura 11.18(c), entonces Y, y Y¿, son adyacentes a Y yy, Y y Y adyacentes a Y,,, y así 
sucesivamente. De este modo, podemos postular (11.31) en palabras, del modo siguiente: 
La admitancia de un ramal de la A es igual al producto de las admitancias de los ramales 
adyacentes de la Y dividida por la suma de las admitancias de la Y. 
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Para obtener la transformación A—Y, podemos resolver (11.31) para las admitancias 
Y, una labor difícil, o podemos escribir dos conjuntos de ecuaciones de trayectoria cerrada 
para los circuitos Y y A. En este último caso, tendremos el dual del procedimiento que nos 
llevó a (11.31). En ambos casos, como se pide al lector demostrar en el problema 11.38, la 
transformación A—Y es 


ZabZca 
Zab + Zbc SE Zea 
ZrcZab 
La = —_———— 11.32 
d Zar = Zbc E Zea ( ) 
Zea Zbc 


Zab + Zbe an Zea 


Za = 


Zo= 


donde las Z son los recíprocos de las Y en la figura 11.18. La regla es la siguiente: La 
impedancia de un ramal de la Y es igual al producto de las impedancias de los ramales 
adyacentes de la A divididos por la suma de las impedancias de la A. (Por adyacente, 
queremos decir que “a cada lado y terminación del mismo nodo que”. Por ejemplo, en el 
dibujo superpuesto de la Y y A, en la figura 11.18(c), Z,, está entre Zap y Zea, y los tres tienen 
una terminal común A. De este modo, Zap Y Ze son ramales adyacentes de Z,.) 

La fórmulas de conversión Y—A (11.31) y (11.32) no requieren cargas balanceadas o 
siquiera circuitos trifásicos. Con frecuencia son de considerable utilidad para simplificar 
circuitos generales que contengan impedancias que no están en series o en paralelo, como 
se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Buscamos el fasor de corriente I de la fuente. Nótese enla figura 11.19 
queutilizando métodos fundamentales (análisis nodal o detrayectoria 
cerrada) deberían resolverse tres ecuaciones simultáneas. 


115.40" V rms 


e) 11540” V rms | La 


(b) 


FIGURA 11.19 Utilización de una conversión de impedancia Y--A 
para simplificar un circuito. 
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Comparándolo con la figura 11.18, tenemos Y,=-1, Y, =j2 y Y,¿= 
4S.Entonces Y, + Y,+ Y,= 4+] y 


yo CjDGD __2 

AA 4+j 
j8 

Yho = =— 

“44 
—4 j 

Yog == 

ca 4+j 


Por la figura 11.19(b), vemos que después de esta transformación 
Y-A, Y ¿¿ está en paralelo con la admitancia 1/(2 —j2), lo que produce 
en una admitancia equivalente en paralelo de 


EA E 7 
4+j 2-j2  10-6j 
Similarmente, la admitancia equivalente a Y,¿en paralelo con la admi- 


tancia 1/(6 +7) es 


j8 1 -44+49j 


Ej 64] 23410] 


Esto resulta en el circuito equivalente con las impedancias que apare- 
cen en la figura 12.20. Utilizando combinaciones en serie en paralelo, 


z —1O-6j, 23+10) 
1 g—=3j " -4+49 
=1.51 — j0.73 


(-.25+ ¡1)(1.51 — j0.73) 
1.26 + ¡0.27 


=2.54+ ¡1.23 


115.40" V rms 


FIGURA 11.20 Equivalente de la figura 11.19(b), donde se muestran 
las impedancias. 
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Entonces 
y M5/0 _ 1150 

E TE 
El uso de la conversión Y—A de este circuito monofásico no balancea- 


do nos permite evitar el escribir y resolver tres ecuaciones complejas 
con tres incógnitas. 


= 40.7/-25.8* A rms 


Si la carga está balanceada, las reglas de conversión Y-A se simplifican en gran me- 
dida. Fijando Y, = Y, = Y¿= Y, en (11.31); donde Y, es la admitancia común de fase de la 
carga balanceada Y-conectada, podemos ver de (11.31) que Yap = Ybe = Yea = Ya la admi- 
tancia común de la carga A-conectada, o 


(y? 1 
= = -Y 11.32 
Ya 3Y, YY ( ) 


o, invirtiendo 


Za = 3Zy (11.33) 


La impedancia de fase balanceada A-conectada es tres veces la impedancia equivalente de 
fase balanceada conectada en Y. 


Obtenga la magnitud de los voltajes de línea balanceada Vyg, Vago y 
Ves. Ver figura 11.21. Este circuito está Y-A conectado. Lo conver- 
tiremos a un circuito Y-Y conectado para que puedan realizarse sim- 
ples cálculos por fase. La carga tiene impedancias Y equivalentes por 
(11.33): 


1 1 
Zy ER q6+j3)=2+ 


Convirtiéndolo a esta carga Y-conectada, el voltaje a través de la im- 
pedancia de carga a de fase equivalente es, por divisor de voltajes, 


Ada 
Vas 570210) = 8.49/8.132 


12.4120* V rms 


FIGURA 11.21 Circuito para el ejemplo 11.8. 
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Los voltajes de línea son, por (11.10a), V3 veces más grandes, de for- 
ma que 


IVasl = V3 |Van| = V3 (8.49) = 14.7 V rms 


que es la magnitud común de los voltajes balanceados de línea Vyg, 
Vacy Vca 

Como se demostró en este ejemplo, generalmente es de mucha 
ayuda convertir sistemas Y— Á conectados a Y—Y conectados, para 
que puedan calcularse las corrientes, voltajes y potencia sobre la base 
por fase discutida en la sección 11.2, 


EJERCICIOS 


115.1. Obtenga la impedancia de entrada vista por la fuente utilizando 
una transformación Y—A o A—Y para simplificar el circuito. De este resul- 
tado, obtenga la potencia promedio suministrada por la fuente. 

Respuesta (1+72)//50;8 W 
11.5.2, Una fuente trifásica balanceada con V, = 100V rms suministra 
4 cost V potencia a una carga balanceada Y-conectada con impedancia de fase Z, =8 
+6 Q en paralelo con una carga A-conectada balanceada de fase Z,= 12 +9 
Q. Obtenga la potencia suministrada por la fuente. 

Respuesta 2.4 kW 
115.3. Demuestre que la transformación Y— A de (11.31) es equiva- 


EJERCICIO 11.5.1 


lente a 

ZaZb + ZbZo + ZoZa 
e SINIRE NBA 

c 
ZaZb + ZoZo + ZoZa 
REE O 

a 
Zalp + ZoZo + ZoeZa 
OS RE 

b 


o, formulado en palabras: La impedancia de unramal de la A esiguala la suma 
de los productos de las impedancias de la Y, tomados dos a la vez, divididos 
por la impedancia del ramal opuesto de la Y. 


11.5.4. Si las líneas en el ejercicio 11.4.2 tienen cada uno una resistencia 
de 0.1 0, obtenga la potencia perdida en las líneas. 
Respuesta 1.44kW 


El análisis de redes trifásicas presentadas anteriormente se restringió a sistemas balancea- 
dos cuya soluciones pueden expresarse en términos de una sola fase. Puede utilizarse fácil- 
mente SPICE para sistemas tanto balanceados como no balanceados cuando se aplica a 
toda la red. SPICE no hace distinción entre circuitos monofásicos y trifásicos. 
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Como primer ejemplo, consideremos la obtención de los voltajes de 
línea y corrientes de fase en la carga para el sistema balanceado Y-—Y 
de la figura 11.22. La línea de transmisión para interconectar el gene- 
rador y la carga tiene pérdidas que están representadas por resistencias 
de 2-W. Un archivo de circuito para esta red es 


La lista de salida resultante VM(4, 5) = VM(S, 6) = VM(6, 4) = 204.9 V 
rms, y VP(4, 5) = 32.8”, VP(5, 6) =--87.2?, VP(6, 4) = 152,8”, es una 
secuencia positiva y balanceada como se esperaba. Además, 
IM(VAN) = IM(VBN) = IM(VCN) = 3.033 A rms; IP(VAN) = 


O O O) 10 82 0.1H 


FIGURA 11.22 Sistema balanceado Y -Y para análisis de SPICE. 
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107.7%, IP(VBN) =-12.3", IPCVCN) =-132.3* forma un conjunto ba- 
lanceado de corrientes de fase, La corriente de la magnitud neutra se 
calcula como IM(RLOSSN)= 2.08 x 10-15 A rms, lo que es muy cer- 
cano al valor exacto de cero. 


En este ejemplo investigaremos los efectos de desbalancear el circuito 
del ejemplo anterior. SPICE no revisa las condiciones balanceadas, ni 
realiza cálculos por fase; de este modo, trata con la misma facilidad los 
circuitos no balanceados que los balanceados. 

Las condiciones no balanceadas pueden surgir de una fuente o 
carga no balanceada. Si la fuente no está balanceada reduciendo la 
magnitud de la fuente de fase a en 10% a 108 V rms, al reemplazar 
la línea de elemento VAN en el circuito en el archivo de circuito ante- 
rior por 


los voltajes y corrientes resultantes tampoco están balanceados. La 
salida muestra voltajes de línea Vag = 194,7 /34.5%, Vgc = 
204.9/-87.2* y Ve, =194.7/151.1 [Vyg = V(4,5) y así sucesiva- 
mente; ver figura 11.22]. Nótese que un desbalance de las magnitudes 
de fuente de fase provoca una fase no balanceada así como la magni- 
tud de las salidas. Las corrientes de línea también están desbalancea- 
das tanto en magnitud como en fase Z¿¿ = 2.74/107.4%, Ip, = 
3.04/—12.1*, lc.= 3.02/—132.3”. La corriente neutra ya no es cero, 
con un resultado de ly, = 0.29/115.5. Esto implica que si el hilo 
neutro fuera eliminado, cambiarían las condiciones. Esto es distin- 
to del caso balanceado en donde /y,=0, y este hilo puede sereliminado 
sin alterar las salidas. Eliminar el hilo neutro requiere sólo de eliminar 
(o de “sacar por comentario” añadiendo un asterisco en la primera 
columna) la línea de elemento RLOSSN, Eliminando el hilo neutro, y 
volviendo a hacer correr SPICE, la corrientes cambian a ly¿ = 
2.83/107.7*, Igy= 2.99/—10.7% e lc, = 2.99/—134". Nótese que el 
grado de desbalanceo causado por este modesto desbalanceo de fuen- 
te (10%), es en si relativamente reducido. Suponer condiciones balan- 
ceadas en el circuito no producirá grandes errores en presencia de 
desbalanceos menores de fuente, línea o carga. 


EJERCICIOS 


11.6.1.  Obtengael voltaje de línea y corriente de fase para la carga de la 
fase A del sistema de la figura 11.22 si se cierra el circuito de la fase C(cono- 
cido como falla de fase). 

Respuesta 204.9/32.8% V; 4.07/90.54% A 
11.6.2.  Repítase el ejercicio 11.6,1 si la línea neutra de 2-92 entre los 
nodos 0 y 10 es eliminada, 

Respuesta 204.9/32.8” V; 5.33/82.41” A 
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La potencia trifásica es, con mucho, la forma más común de distribución de energía. Sus 
ventajas, en comparación al suministro de potencia monofásico, incluyen un suministro de 
potencia más estable y balanceado. Estos beneficios se maximizan si el circuito está balan- 
ceado, es decir, las variables de circuito correspondientes en las tres fases individuales son 
iguales en magnitud y están 120" fuera de fase. El presente capítulo presenta una introduc- 
ción a los circuitos trifásicos balanceados. 


Una fuente Y conectada está balanceada si sus voltajes de fase son iguales en magnitud y están 
120” fuera de fase. 


Los voltajes de línea en una fuente trifásica balanceada Y-conectada es V3 veces más grande 
que sus voltajes de fase, 


Se dice que las cargas Y o A conectadas están balanceadas, cuando sus tres impedancias 
componentes son idénticas. 


En un circuito Y—Y balanceado, el hilo neutro puede eliminarse o insertarse sin afectar las 
corrientes o voltajes del circuito. 


En un circuito Y—Y balanceado de cuatro hilos, pueden hacerse los cálculos sobre una base 
por fase, es decir, sin interacción entre las variables de circuitos de fases distintas. 


El equivalente de una carga Y-conectada balanceada con impedancias de Z, es una carga 
A conectada con impedancias Z, = 3Z,, 


Puede analizarse mejor un sistema Y-A realizando primero la transformación de carga AY, y 
luego utilizando cálculos por fase. 


SPICE no tiene rutinas especiales para circuitos trifásicos. No reconoce circuitos balanceados 
ni realiza cálculos por fase, 


PROBLEMAS 
11.1. Obtenga las corrientes 1,4, lg y 1, y en este sistema 11.22. Obtenga la potencia promedio real suministrada por 
simétrico monofásico de tres hilos. Dibuje un diagrama faso- cada una de las dos fuentes de voltajes en el circuito del proble- 
rial. mal1.1. 
23040” V rms 
11.3. Suponga que en el circuito del problema 11.1 uno de 
230.40" V rms 


los tres hilos de 3-2 que conecta las fuentes y las cargas es 
reemplazado por un hilo de 6-Q. ¿Cuál debemos reemplazar 
si nuestro objetivo es suministrar tanta potencia como sea 
posible a las cargas? Determine la potencia a las cargas bajo 


PROBLEMA P11.1 todos los tres posibles lugares para el alambre de 6-02, 
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11.4, Determine las corrientes I,, 4, Ip ge Ly, y dibuje un dia- 
grama fasorial. La frecuencia de la fuente es 60 Hz. 


18 


115.40" V rms 


11540? V rms 


B 


PROBLEMA P11.4 


11.5. Determine el equivalente de Thevenin del circuito del 
problema 11.4 en las terminales 4B cuando se elimina el in- 
ductor, ¿Qué valor de inductancia conectada entre A y B hace 
que la potencia compleja suministrada por las fuentes sea pu- 
ramente real? 


11.6. Parael circuito monofásico simétrico del suministro de 
potencia que aparece, derive una expresión para la fracción de 
pérdida/, definida como la proporción de la potencia promedio 
real disipada entre las impedancias de línea Z,, al total de la 
potencia promedio real producida por estas fuentes, en térmi- 
nos de Z¡ y Zz. 


PROBLEMA P11.6 


11.7. Para el sistema balanceado Y—Y que se muestra, con 
Van 115/07 Vrms, Z,=00, Z,= 2+/3 0 y secuencia de fase 
positiva, calcule los voltajes de línea V ap, Voce Vea y las co- 
rrientes de línea L, 4, Iza, L.c. y dibújelos en un diagrama faso- 
rial, 


11.8. Repita el problema 11.7 para una secuencia de fase ne- * 


gativa, 


11.9. Para el circuito de secuencia de fase positiva del pro- 
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PROBLEMA P11.7 


blema 11.7, con V¿n= 230/0* V rms, Z,=1 +1, y Z,= 3710 
Q, calcule los tres voltajes de linea V¿¿ Vo Vogen el extremo 
de las fuentes de las líneas y los voltajes de líneas V yg, Vac, 
Ve, en el extremo de carga, y dibújelo en un sólo diagrama 
fasorial. 


11.10. Sienelcircuito trifásico balanceado quese describe enel 
problema 11.7, tenemos fuentes de fase de magnitud 4400 V rms, 
Z¡ =0.01 km, y Zp=20+-j4, obtenga una ecuación que relacio- 
ne la longitud de la línea en kilómetros a la corriente de línea NRS, 
y dibújelo como gráfica, 


11.11. Repitael problema 11.10 conuna longitud de línea en 
kilómetros contra la potencia promedio real total contra la car- 
ga trifásica. 

11.12. Un sistema balanceado Y—Y con fuentes de fase de 
60-Hz y 1200 V rms, y sin pérdida de línea, suministra 3,00 
KW a una carga que consiste de una combinación en serie de 
una resistencia de 10-( y un inductor £-henry. Obtenga L. 


11.13. Unsistema de fase positiva de tres hilos, conectado en 
Y-Y y de 50-Hz, como el que se muestra en la figura 11.9, 
tiene un voltaje de línea de V ¿¿= 115/13" V rms y una corrien- 
te de línea L¿c= 2/—121*. Dibuje el conjunto de voltajes de 
línea en corrientes de línea en un diagrama fasorial y obten- 
ga Zp. 


11.14, ¿Cuáles la magnitud del voltaje de fase de la fuente ne- 
cesario para suministrar 100 Wa 60 Hza un pequeño motor trifá- 
sico cuya Z, equivalente a una combinación en serie de una 
resistencia de 12-62 y un inductor 10-mH? 


11.15. Un sistema trifásico balanceado conectado en Y-Y 
con voltaje de fase de 115 V rms suministra potencia a un fac- 
tor de potencia de 0,85 retardado. Obtenga la potencia com- 
pleja suministrada al circuito trifásico si la corriente de la 
líneaes2.3 A rms. 


11.16. Un sistema trifásico Y—Y no posee impedancia de lí- 
nea; Z,=2+ para cada fase. Inicialmente, la fuente está balan- 
ceada con voltajes de fase 230-V. Si uno de los voltajes 
trifásicos cae a una magnitud de 20 V rms en tanto que el resto 
(incluyendo los ángulos de voltaje de fase) siguen siendo los mis- 
mos, compare la potencia suministrada a la cargaenlos tres casos 


ministrada a la carga en los tres casos antes de la caída de vol- 
taje, después de suponer un sistema de cuatro hilos, y luego de 
suponer un sistema de tres hilos. 


11.17. Una fuente balanceada conectada en Y se conecta a 
una carga no balanceadaconZy¿y= 10+y50, Zgy= 100 y Zoy 
=10- ¡5 (, Obtenga los desplazamientos de fase entre las tres 
corrientes de líneas L,4, ljg e Loc, suponiendo una secuencia 
de fase positiva. Dibuje el diagrama fasorial. 


11.18. Uselosresultados del ejercicio 11.2,3 para obtener un 
equivalente a la carga trifásica que aparece en un circuito ba- 


lanceado Y—Y. 


38 12 je 


PROBLEMA P11.18 


11.19, Un acondicionador de aire está conectado como una 
carga balanceada trifásica y conectada en Y con Z,= 10 +4 Q 
a 60 Bz. Si esto se conecta a una fuente balanceada conectada 
en Y de 230-V rm, ¿cuánta potencia se suministra al acondi- 
cionador de aire? Si se pusiera en paralelo con la carga una 
impedancia capacitiva balanceada conectada en Y, como en el 
ejercicio 11.2.3, ¿para qué capacitancia el factor de potencia se 
corregiría a la unidad? ¿Cuántos watts más consumiría el 
acondicionador de aire? 


11.20. Para el sistema balanceado que aparece en la figura 
del problema 11.7 con Z,=2 (2, Z,= 4-4 a 60 Hz, ¿cuál es el 
conjunto de tresimpedancias iguales conectadasa través de las 
terminales de carga 4, B y C, que maximizarán la potencia real 
a la carga? ¿Cuál es el conjunto de tres impedancias iguales a 
través de las terminales de fuente a, b y c que maximizarán la 
potencia promedio real suministrada por la fuente? 


11.21. Enla figura 11.12, sean V=115V rms, Z, =Zy=0y 
Z3 =20/+-159. ¿Para qué Z¡ = /|Z1//+15" serán iguales las 
corrientes de línea en los circuitos monofásico y trifásico? Cal- 
cule la potencia compleja suministrada a la carga para la co- 
rriente monofásica con esta Z, y la potencia compleja 
suministrada a la carga trifásica. 


11.22, Considérese la figura 11.12 con V, Zz, Zy y Z3 con el 
problema 11.21. ¿Para qué Z,=/Z1|/15* seráigual la potencia 
promedio real suministrada a la carga monofásica y cargatrifá- 


Problemas 


sica? Calculelas magnitudes de corriente de línea enamboscir- 
cuitos, sieste Z¡ es utilizado en el caso monofásico. 


11.23. Considérese la figura 11,12 con V=4.4 kV rms, don- 
de cada fuente opera a un factor de potencia de 1.0, y cada 
circuito suministra 660 kW a su carga. Dibuje diagramas faso- 
riales para las corrientes de línea IL, 4, Ip; 1/4, ly pr, Lc”, y la 
potencia instantánea total absorbida por las cargas monofásica 
y trifásica como función del tiempo. 


11.24, ¿Porqué la frecuencia de la vibración mecánica de un 
motor monofásico es el doble de su suministro eléctrico? 


11.25. Demuestre cómo un sistema balanceado, conectado 
en YY y de seis fases puede analizarse como dos sistemas 
trifásicos separados. Utilice este método para determinar las 
seis corrientes de carga y voltajes de fase de carga cuando una 
fuente balanceada de seis fases y conectada en Y de 4.4kVrms 
(fase de referencia 0, secuencia de fase positiva) impulsa una 
carga balanceada de seis fases conectada en Y con impedan- 
cia de fase 4 +/3 Q. Dibuje dos diagramas fasoriales separa- 
dos, uno para las corrientes y otro para los voltajes. 


11.26. Parala carga conectada en A que aparece en la figura 
11.15, obtenga las corrientes de línea y potencia promedio real 
ala cargasi Z,=3-—j y los voltajes de línea son V¿¿= 25/0, Voz 
= 25/1200, Vog = 25/4120". 

11.27. Una fuente balanceada conectada en Y con voltaje de 
línea 115 V rms suministra potencia a una carga balanceada 
conectada en Á con cargas de fase Zy, cada una compuesta por 
una combinación en paralelo de una resistencia de 75-62, un 
inductor de 2.5-mH, y un capacitor de 10-L1F. Obtenga la po- 
tencia compleja suminis- trada a la carga y el factorde potencia a 
60 Hz y a400 Hz. 


11.28. Parael circuito Y-A desecuencia de fase positiva que 
aparece en la figura, suponga V ¿y =1200/0% V rms, Z,= 0.50 
y Z¿=8+j2 Q. Obtenga las corrientes de línea Ly lg eL.c, y la 
potencia compleja suministrada a la carga. No utilice transfor- 
maciones Y—A, 


PROBLEMA P11.28 
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11.29. Para el circuito del problema 11.28, suponga Y y = 
1200/09, Z,=00, y que la fuente trifásica suministra +2 kvars 
de potencia reactiva a la carga. Obtenga Z, y la potencia pro- 
medio real, expresada en watts, si el factor de potencia es de 
0.92 retardado. 


11.30. Explique por qué en el problema 11.29 no habría res- 
puesta si el factor de potencias se especificara como 0.92 de 
adelanto en lugar de atraso. 


11.31. Considere el problema 11.28 con una fuente balan- 
ceada de secuencia de fase positiva y conectada en Y (Ug, = 
115/07) y una carga no balanceada. Suponer Z,=2 + y Z,=2 
+ já, pero que la carga de fase entre los nodos 4 y Bes Z,=2. 
Obtenga las corrientes de línea y dibuje un diagrama fasorial. 
(Sugerencia: considere utilizar las transformaciones de The- 
venin-Norton en cada combinación en serie de fuentes de fase 
e impedancia de línea.) 


11.32. Una carga balanceada conectada en Á tiene Re(Z,) 
= 14 O. Siuna fuente balanceada conectada en Y suministra 
1 kW a un factor de potencia de 0.5 adelantado, obténgase Z, y 
la potencia reactiva suministrada a la carga. 


11.33. Dibuje un diagrama de circuito RLC a la carga conec- 
tada en Y que a 60 Hz sea equivalente a la carga conectada en 
A, donde cada carga de fase consista de una resistencia 
300 Q en serie con un inductor 2-mH. Repítase con 600 Hz. 


11.34. Obtenga la carga Á equivalente si (a) la carga está ba- 
lanceada Z,=2 +; (b) Zy1 =Zp2=2 +], Zp3=2-J. 


PROBLEMA P11.34 


11.35, Obtenga las cargas equivalentes conectadasenA y en 
Y siZ,=-/300 y Z,=60+/150. 
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PROBLEMA P11.35 


11.36. Una fuente trifásica balanceada y conectada en Y está 
conectada al subcircuito del problema 11.35 a través de líneas 
con impedancia de línea Z,= 1 +30 Q, Obtenga la potencia 
compleja suministrada por la fuente y las corrientes de línea. 


11.37. Repita el problema 11.28 utilizando transformacio- 
nes de carga Y—A. 


11.38. Derivela ecuación 11.32. 


11.39. Obtenga la impedancia Z orientada hacia esta subred 
de dos terminales. Utilice una transformación Y—A. Z¡ =12+ 
j6,Zy¿=+j12, Z3=4+j4 y Za¿= 16 (todos en ohms). 


PROBLEMA P11.39 


11.40. Obtenga Z orientada hacia esta subred de dos termi- 
nales en O) = 1 rad/s. Use transformaciones A —Y. 


PROBLEMA P11.40 


Problemas usando SPICE 


11.41. Resuelva el problema 11.28 mediante el uso de la 
transformación de carga A—Y, 


11.42. Resuelva el problema 11.4 mediante el uso de la 
transformación de carga A—Y. 


11.43. Unafuente balanceada trifásica y conectada en Y con 
corrientes de línea 2 A rms suministra 300 W a una carga ba- 
lanceada conectada en A con ángulo de impedancia de fase 
42 =+20". Obtenga Z, y el voltaje de línea. 


11.44. CadaZ=1/Q. Obtenga la carga equivalente trifásica 
conectada en A. Compruebe utilizando SPICE. 


PROBLEMA P11.44 


11.45. Obtenga la potencia total suministrada a la carga trifá- 
sica por la fuente no balanceada, Todas las resistencias son 
1092, Compruebe utilizando SPICE. 


Problemas 


2.20" V rms 


2420” V rms 


== / € 
e 


PROBLEMA P11.45 


11.46. Resuelva el problema 11.4 utilizando SPICE. 


11.47. El circuito que se muestra opera a 60 Hz. Obtenga las 
corrientes de carga de fase lp, Ipc e Icautilizando SPICE. 


400.0" V rms 


PROBLEMA P11.47 


11.48. Para el circuito del problema 11.47, suponga que las 
líneas están protegidas por interruptores que se disparan cuan- 
do una línea de corriente 7,4, lpg O L¿c Mega a 100 A. Si la 
impedancia de fase de 100-(2 entre A y C fuera sustituida por 
una resistencia de R-(2, ¿para qué valor aproximado de R se 
dispararía el interruptor de circuito? Resuelva utilizando SPI- 
CE, Adivine un valor tentativo paraR, redúzcalo si el límite no 
se excede, y auméntelo si se excede. Obtenga R con dos cifras 
significativas. 


Problemas más complejos 


11.49. ¿Qué ventajas y desventajas tienen los sistemas de 
suministro de potencia de seis fases en comparación a los trifá- 
sicos? 
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11.50. ¿Cuál es el equivalente de la resultante de la transfor- 
mación trifásica Za= 3Zy en el caso de seis fases? Dibuje los 
dos equivalentes y derive su relación. 


11.51. Escriba tres ecuaciones de trayectoria cerrada para 
este circuito utilizando corriente de línea 1, L, y Ez. Incluya la 
línea neutra en cada trayectoria cerrada. Reescriba para el caso 


k R 


PROBLEMA P11.51 
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p =0, llamando a las variables de corriente balanceadas resul- 
tantes 1 ¿, ¿e I3¿. Ahora, expresando las corrientes no balan- 
ceadasI;, Ie I; en términos de componentes balanceadas y no 
balanceadas, 1; = I;, + 11, L, = Ly + 1», L; = Lo, + la, reste el 
segundo conjunto (balanceado) de ecuaciones del primero. 
Las ecuaciones resultantes pueden resolverse fácilmente para 
las componentes no balanceadas. Obtenga 1, L», y l; para V= 
115Vrms,R=1Q0,Z=1+/Qyp=-30. 


11.52. Una carga trifásica consiste de una combinación en 
paralelo de una carga resistiva balanceada A conectada en Y 
con impedancias de fase R (2, y una carga inductiva balancea- 
da conectada en Á con impedancias de fase de 2 H. Si la carga 
tiene pf 0.8 retardada en 60 Hz, obtenga R. 


11.53. Una fuente trifásica balanceada suministra potencia a 
una carga balanceada trifásica conectada en A con impedan- 
cias de fase puramente resistiva R,= 100 Q. Si una de las tres 
cargas de fase se reduce aR”,< 100 Q, obtenga el valor para R”, 
de forma que el desbalance de corriente de línea, definido 
como la proporción entre las corrientes de línea rms mínima y 
máxima, sea 0,50 hasta dos cifras significativas, Repita para 
0.10 para dos cifras significativas. Utilice SPICE. 


cor... ..r....c..rr. no lo .... dt e a e 
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En] En los cuatro capítulos anteriores, nuestro objetivo fue determinar el comportamiento de 
circuitos en estado estable ac. Comenzamos con ecuaciones básicas del análisis de circuito 
que contenían derivadas e integrales respecto al tiempo, o ecuaciones integrodiferenciales. 
Aunque la resolución directa de estos conjuntos de ecuaciones integrodiferenciales resultó 
ser algo tedioso, descubrimos una estrategia indirecta que resultó sumamente provechosa. 
Al transformar primero las ecuaciones integrodiferenciales en el dominio fasorial, con- 
seguimos reemplazar las ecuaciones de derivación e integración del cálculo, con las opera- 
ciones de multiplicación y división del álgebra ordinaria, que son mucho más simples. 
Luego de resolver las ecuaciones de circuito en esta forma fasorial algebraica, que es más 
conveniente, los resultados fueron entonces transformados al formato original sinusoidal en 
el dominio del tiempo, sin gran dificultad. La estrategia de la transformación de ecuaciones 
de circuito a la forma fasorial se demostró efectiva para reducir cálculos, y también sig- 
nificó un regalo conceptual. Permitió la extensión de la idea de la resistencia R a la impe- 
dancia Z(jw), que forma la base para el tratamiento unificado de todos los elementos RLC 
en un estado estable ac. 

En el presente capítulo, nuestro objetivo es presentar una herramienta que nos per- 
mitirá generalizar esta buena estrategia más allá de los estrechos confines del estado estable 
ac. Esta herramienta es la Transformada de Laplace. Es claro que esta herramienta es nece- 
saria. Los mismos conjuntos de ecuaciones integrodiferenciales simultáneas que resultaron 
ser inconvenientes para los problemas en estado estable ac, también gobiernan el compor- 
tamiento de circuitos que contienen fuentes de circuitos no sinusoidales, y circuitos en 
donde se deben determinar transientes. No podemos transformar estos problemas de cir- 
cuitos mediante fasores, que se aplican al caso de estado estable ac. La transformada de 
Laplace nos proporciona lo necesario para convertir ecuaciones integrodiferenciales a alge- 
braicas, y generalizar la importante noción de impedancia a todos los circuitos lineales, en 
todos los casos, y no sólo limitándonos al estado estable ac. 

Primero definiremos la transformada de Laplace y el dominio-s de donde toma sus 
valores. A continuación se presentan las funciones singulares, un conjunto de funciones 
útiles para describir el comportamiento transitorio. En las secciones subsiguientes, se cal- 
cularán las transformadas de Laplace de funciones de tiempo comunes, y se explorarán las 
propiedades de la transformada de Laplace. A continuación se considerará el regreso desde 
el dominio-s al dominio del tiempo (transformada inversa) mediante fracciones parciales, 
y el capítulo concluye con la solución de ecuaciones integrodiferenciales simultáneas medi- 
ante este método. 
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La transformada de Laplace L se define como la regla L[f£(1)] = F(s) que asocia una fun- 
ción de tiempo £(£) con una función E(s), de variable compleja s, que está dada por 


F(s) = / fe" dt 


F(s) se designa transformada de Laplace, y f(t), es la transformada de Laplace inversa de 
F(s). En conjunto, f(£) y E(s) se conoce como pareja de la transformada de Laplace. El 
plano complejo sobre el que varía s, y F(s) toma sus valores, se conoce como dominio (s). 

Hagamos algunos comentarios respecto a la definición (12.1). Nótese en primer 
lugar, que el límite inferior se especifica como 0-—. Ya en el capítulo 5 se introdujeron las 
cantidades 0 y 0+, como aquellos instantes y justo después de £ = 0, El dominio de inte- 
gración en (12.1) se inicia justo a la izquierda de £ = 0 y continua hasta £ = oo, Para las fun- 
ciones ordinarias f(£), el límite inferior 0— puede ser reemplazado libremente por O (incluso 
0+) sin que por ello cambie el valor de la integral, puesto que no puede haber un área nula 
bajo cualquier integrando finito en el intervalo infinitesimal £ = 0— a t= 0+. Sin embargo, 
existe una clase de funciones decididamente poco ordinarias, llamadas funciones singu- 
lares, que se introducirán en la siguiente sección. En una función singular, el área se puede 
“apilar” justo bajo el instante de tiempo t = 0, y elegimos incluir esta área en la definición 
de la transformada de Laplace fijando el límite inferior a 0—. 

Puesto que los valores de f(£) para £ < 0— no entran en (12.1), la transformada de 
Laplace de una función de tiempo f(t) no depende de los valores de f(t) antes de O0—. En cir- 
cuitos con transientes, hay una buena justificación para hacer que las transformadas depen- 
dan únicamente de los valores de corrientes y voltajes después de un tiempo específico. En 
circuitos transientes hay cierto valor inicial, que generalmente llamamos t = 0, antes del 
cual, las historias detalladas de tiempo de las corrientes y voltajes no son de interés. Por 
ejemplo, un circuito puede no tener fuentes que actúan hasta t = 0, momento en el cual se 
activa una fuente de voltaje y se inicia una respuesta transitoria. Antes de 1 = 0, no ocurre 
nada de interés. Nuestra elección de límite inferior hace que (12.1) favorezca mucho el 
estudio de estos circuitos, haciendo a la transformada de Laplace adecuadamente indife- 
rente al comportamiento antes del tiempo inicial de interés. El comportamiento anterior 
será resumido efectivamente al especificar condiciones iniciales en el instante 0—. La 
ecuación (12.1) es a veces designada como la transformada de Laplace de “un solo lado” 
para distinguirla de la transformada de Laplace “de dos lados” definida como un límite 
inferior igual a — oo, En el presente texto no necesitaremos de la transformada de Laplace 
de dos lados, y haremos que la transformada de Laplace sea sinónima con la transformada 
de Laplace de un solo lado, como se definió en (12.1). 

Por la existencia de la transformada de Laplace F(s) de una f(£) dada, queremos decir 
que existe la integral definida (12.1) cuando menos para algunos valores de su argumento 
s. Es decir, existe una región en el dominio s, llamada región de convergencia, para la que 
está bien definida la integral en (12.1). Una función f( £) cuya transformada de Laplace F(s) 
existe, se dice que es Laplace transformable. Las condiciones suficientes para la trans- 
formabilidad de Laplace de f(t) son: 


1. f(t) es una función continua a tramos; es decir, f(£) es continua excepto sobre un 


conjunto de discontinuidades finitas aisladas [puntos (1), donde £(t,+) y F(1—) son 
dos números finitos distintos]. 
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2. f(t) es de orden exponencial; es decir, existe una función exponencial real Mec: 
que, para una t suficientemente grande, es mayor en magnitud que /(£): 


If()| < Me” (12.2) 


Afortunadamente, casi todas las funciones de interés práctico satisfacen estas condi- 
ciones, y por consiguiente son Laplace-transformables!. Aquellas pocas funciones que 
no lo son, contienen discontinuidades infinitas, tales como f(t) = 1/1? y por consiguien- 
te no son continuas a tramos, ni crecen demasiado rápido para ser de orden exponencial, 
como f(1) = £*, Aunque son de interés matemático, es poco factible que nos encontremos 
con funciones tan exóticas en circuitos prácticos, y por consiguiente ya no considerare- 
mos más las funciones que no son Laplace transformables. 

Como un primer cálculo de la transformada de Laplace, consideremos la función real 
de tiempo f(£) = e-** u(t) como aparece en la figura 12.1(a). u(t) es la función de escalón 
unitario introducida en la sección 6.6. Recordemos que la multiplicación por la función de 
escalón unitario tiene el efecto de forzar el producto a cero para £ < O. Utilizando (12.1), 


LO] = Fs) es 


F(s) = 1/ estat gy (12.3a) 


Evaluando esta integral, 


00 


1 
F(s) = — (s+a)t 
s Fa 


Puesto que e-(s+0! es una función continua, su valor en 0— es el mismo que su valor en 0, 
que es la unidad. Para evaluarla en £ = co, escribiremos s en la forma rectangular s = G + ja. 


E - [A (12.3b) 
o. s+a 


eta 040) ¿—jot 


=€ 


FO e = ut) 


1 
o 


Im (s) 
1 


A A 


Re (s) 


1 


Fi =| 


(a) (b) 
FIGURA 12.1 — f(t) y la magnitud de su transformada de Laplace F(s). 


La magnitud de este número complejo es e19+*, para O + a > 0, este valor se va a cero 
cuando f tiende a infinito. De este modo, el último término en (12.3b) es cero para O =Re s >-—a 


l Incluso algunas funciones que no satisfacen estas condiciones de suficiencia relativamente débiles siguen sien- 
do Laplace transformables. f(t) puede ser casi continua a tramos; es decir, puede haber instantes aislados en 
donde f(t) tienen discontinuidades infinitas, mientras que f(£) es absolutamente integrable en estos intervalos. De 
manera similar, existen unas cuantas funciones que no son de orden exponencial y que aun así son Laplace trans- 
formables. 
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y hemos determinado la transformada de Laplace de A(t) = e-* y(t), y que es 


En la figura 12.1(b) se muestra un dibujo de la magnitud de F(s) sobre el dominio s. La 
región de convergencia para F(s) es la porción del dominio-s Re[s) > —a. Nótese que la 
función f(£) = e-* tiene la misma E(s), que para la función e-*! u(£) calculada anteriormente, 
puesto que estas dos funciones son distintas únicamente en el tiempo negativo. El compor- 
tamiento en el tiempo negativo nunca se toma en cuenta para la transformada de Laplace 
en un solo lado. 


Con a = 0, este resultado (12.4) revela una pareja de transformadas particularmente 
útil: la transformada de Laplace de la función de escalón unitario f(t) = u(t) es F(s) = l/s, o 


Para nuestra conveniencia al graficar la figura 12.1, hemos supuesto que a es un 
número real, haciendo de f(t) = e** u(£) una función de tiempo real. De forma más gene- 
ral, si a es compleja, los pasos que llevan a la transformada (12.4) quedan sin modificarse 
(excepto que la región de convergencia cambia de Re s >—a a Re s >—Re a). De este modo, 
la pareja de transformada identificada anteriormente, es igualmente válida para el caso de 
a compleja y para el caso de a real. 

Los puntos en el dominio=s en los que F(s) no es infinito, tales como el punto s =-—a 
en la figura 12.1(b), o s = O en la transformada del escalón unitario anterior, se conoce 
como polos de E(s). El nombre se deriva del aspecto de F(s), como si un polo diera soporte 
a la función s =-—a en la figura 12.1(b). También son importante los ceros de E(s), aque- 
llos puntos en el dominio s, en los que F(s) = 0. F(s) = 1/(s + a) tiene un polo (en s = -a) 
y ningún cero. El siguiente ejemplo tiene tanto polos como ceros. 


Buscamos la transformada de Laplace de f(£) = (e-* + e-21) u(t). Por 
(2.1), 


F(s) = 0 (+ en)” di (12.64) 


[o,0) oo 
= A cera | Ags dt (12.6b) 


La primera integral es (12,4) con a = 1, y la segunda (12,4) con a =2. 
De este modo 


1 1 2s +3 
F(s) = 3 + =3 = == GTA 
s+1 s+2  (s+1D(5+2) 
que es la transformada de Laplace deseada. F(s) tiene polos en s = —1 
y s=-—2, y un solo cero en s =-3. Como veremos posteriormente en 
este capítulo, conocer los polos de E(s) es útil para obtener la trans- 
formada inversa f(t). 


(12.7) 
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El presente ejemplo sugiere una propiedad general de las transformadas de Laplace 
que nos serán de mucha ayuda para calcularlas. Sea f(£) = c, f ¡(1) + c,f ,(£). Entonces, por 
la integral de la definición (12.1), 


F(s) =/ [AO +0 f(0]e7" de 


=C1 / Ae *dt+<cz / fe * di 
0 


0- = 
Reconociendo las dos integrales como F;(s) y F,(s) tenemos la propiedad de linealidad. 


Llc; f (6) + c2 £2(01 = c¡Fi(s) + c2F2(s) 


Es decir, la transformada de la Laplace en combinación lineal de funciones de tiempo, es igual 
a la combinación lineal de sus transformados de Laplace individuales. Esta propiédad se 
deriva directamente de la linealidad de cualquier integral, tales como (12.1). La propiedad de 
linealidad nos permite utilizar transformadas de Laplace conocidas para crear nuevas. 


Obtengamos las transformadas de Laplace de sen 0+ y cos (Dt. Puesto 
que las transformadas de Laplace de et/o* y edo? son 1/(s — j¡0w) y 
1/(s + jO), respectivamente, entonces, por linealidad 


: 1 1 
Lí(sen wf) = L L ¿rijan O ES 14 ( NS - ) 
2] 2 As-jo s+j0w 


o L[sen wr] = (12.9a) 


w 
+? 
De manera similar, 
do 1 1 1 
L(cos wt) = L [zer + et9)] E > ( de ) 


sojo s+jo 


Ss 
= —— 12.9b 
o £l[cos ct] 270 ( ) 


Esta misma técnica identificará las transformadas de Laplace de cosh 
at y senh at, las funciones de coseno y seno hiperbólicos definidos 
para a real, 


1 
cosh at = e? Her) 
1 +at -at 
senh as = ¿(e =e%) 


Entonces, por linealidad, 


1 
E[cosh at] = ( L + : aa 


7 
1 1 1 
L[senh at] = 3 ( + ) A 
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En las secciones subsiguientes de este capítulo, presentaremos otras propiedades que 
serán útiles para obtener transformadas de Laplace y sus transformadas inversas, y para 
resolver ecuaciones de circuito. Estas propiedades, comenzando con la propiedad de linea- 
lidad antes descrita, aparecen resumidas en la tabla 12.1. La tabla 12.2 reúne todas las pare- 
jas de transformadas más importantes que derivaremos a lo largo de este capítulo. Estas 
tablas están en la sección 12.3, y al reverso de la portada y contraportada, pueden hallarse 
versiones expandidas de estas tablas. 


EJERCICIOS 


O) 


il 1) 


EJERCICIO 12.1.1 


12.1.1.  Utilícese la integral de la definición (12.1) para determinar £[f,(0)] 
para la f,(t) que se muestra 
Respuesta A/s(e-%u — e-5t2) 


12.1.2. Utilice los resultados del ejercicio 12.1.1 y la linealidad para obte- 
ner para la L[f£,(0)] para el £,(4) que se muestra 
Respuesta 1/s(1 + 3e-s — e-2s — 204 — e-75) 


L£0 


l 2 3 4 7 
EJERCICIO 12.1.2 


12.1.3 ¿La función 1) = Re*t es Laplace transformable? De ser así, obten- 
ga M y O adecuados en (12.2) 

Respuesta Sí, por ejemplo, M= 1 y cualquier O > +1. Mec > If (ol 
para todo 


La integración y diferenciación repetidas de la función de escalón unitario, produce una 
familia de funciones llamadas funciones singulares. En esta sección presentaremos esta fa- 
milia, desarrollaremos reglas generales para obtener la transformada de Laplace de las 
derivadas e integrales, y luego utilizaremos estas reglas para obtener las transformadas de 
Laplace para las funciones singulares. En la aplicación de transformadas de Laplace para 
el análisis de circuitos, las funciones singulares surgen de forma natural, y jugarán un papel 
central ciertamente, esta familia de funciones es prominente en el estudio de toda clase de 
sistemas físicos que tienen como modelo ecuaciones integrodiferenciales. 
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La única función singular con la que nos hemos topado hasta ahora es el escalón uni- 
tario u(t). A continuación consideraremos funciones singulares producidas por la inte- 
gración repetida de u(s). La primera integral del escalón unitario se conoce como la función 
de rampa unitaria r(t). Puesto que u(t) = 0 para t< 0, su integral (1) = 0 para £<0, Parat20: 


t 1 
r(t) =/ u(t)dír = I ldrt=t, t>0 (12.10) 


Examinando la figura 12.2(b), r(t) es cero hasta que £ = 0, y luego “sube en rampa” y a una 
pendiente constante unitaria. Integrando nuevamente, tenemos la función de parábola uni- 
taria de p(t) . Puesto que r(t) es cero para t < O, su integral p(t) también será cero para 
¿<0 y parat20: 


E É: 
po = | rimar | tdt = , > (12.11) 


En la figura 12.2(c) aparece la parábola unitaria. 

Nótese en la figura 12.2 que el escalón, rampa y parábola unitarias, son cero para 
£ < 0. Las funciones producidas por integraciones subsiguientes comparten esta pro- 
piedad, así como las producidas por diferenciación, sin importar cuántas veces se repi- 
tan. Las funciones singulares son todas cero para t < 0. Por consiguiente r(t) = tu(t) y 
p(t) =2 P2u(0. Nótese también que cada una es infinitamente suave, es decir, posee 
derivadas de todos los órdenes, excepto en el punto £ = 0. Este es el punto singular de 
estas funciones, de donde se deriva su nombre de familia. 


utt) 


(a) 


r() pt) 


t Bn 


(b). (c) 
FIGURA 12.2 Escalón, rampa y parábola unitarios. 
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Continuando, al seguir integrando la parábola unitaria se obtiene la función cúbica 
unitaria, igual a a u(£), luego la cuártica unitaria, 34 u(£), y así sucesivamente. Cada una es 
una potencia mayor de £ en el tiempo positivo. 

Una aplicación práctica de esta rama de la familia de las funciones singulares, es para 
representar funciones polinomiales a tramos, cuyas funciones son polinomios fijos sobre 
subintervalos. Este uso se muestra en el siguiente ejemplo, en los ejercicios al final de esta 
sección. 


Considérese la función f(£) de la figura 12.3, dada por 


FU) =0, =o0o<t<l 
=?-2+1, 1<t<3 
= -21 + 10 3<t<6 
=2 6<t<oo (12.12) 


Deseamos expresar f(£) como combinación lineal de escalones, ram- 
pas y parábolas. Empezando desde la izquierda, nótese que, en el 
intervalo subinterval 1 <1£<3, 


10 =2p0-0=2|30-12], 1123 


En el subintervalo que se inicia en f = 3, el término 1? debe ser cance- 
lado, requiriendo que sumemos el término —2p(t -— 3). Pero 


2p(t — 1) - 2p(t —- 3) = (4 - 1) — (t — 3)2 =41 — 8, 1>3 


Para producir la pendiente deseada —-2 requerimos sumar —Ór(t — 3). 
Luego, y hasta el final de este subintervalo, t = 6, 


(0) =2p(t— 1) -2p(t-3)-6r(t-3) 136 


Finalmente, sumando +2r(t — 6) se corrige la pendiente a O en el sub- 
intervalo final, y el término constante se corrige de + 10 + 2(-6) = -2 


P—21+1 


FIGURA 12.3 — f(t) para el ejemplo 12.3. 
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a + 2 sumando +4u(t-— 6). Esta es la descripción deseada, válida para 
toda t, de f(£) como la suma pesada: 


F(0) =2p(4 — 1) — 2p(t — 3) — 6r(t — 3) + 2r(t — 6) + 4u(t — 6) 


A continuación consideraremos las funciones singulares restantes, aquellas formadas 
por diferenciación repetida del escalón unitario. La primera derivada de la función del 
escalón unitario se conoce como función del impulso unitario S(t): 


d 
A 12.13 
S(1) qe) ( ) 


Considérese la gráfica del escalón unitario que aparece en la figura 12.2(a). Puesto que 
u(t) es constante para toda £ negativa, su derivada también debe ser igual a cero ahí, y lo 
mismo es verdad para toda £ positiva. De forma que seguramente la función de impulso 
unitario Ó(£) debe ser igual a cero para toda £, excepto quizá en £ = 0. ¿Cuál es el com- 
portamiento en el punto singular? El escalón unitario u(t) tiene un salto en £ = 0 y recor- 
damos que una función no es formalmente diferenciable en un punto de discontinuidad. 
De este modo, el impulso unitario, siendo su derivada, no puede ser comprendida como 
una función ordinaria, puesto que su valor en £=0 no está bien definido en el sentido ma- 
temático usual. 

Examinemos la función en £ = O más detenidamente. Considérese la función en 
escalón unitario v(f) que aparece en la figura 12.4(a). 


v(t) = Sra = A) —r(t+A)] (12.14a) 


donde r(t) es la rampa unitaria. Sea d(£) = (d/dtjv(t) su derivada. Puesto que u(t) = (d/dt)r(), 
de (12.14a) se implica que 


d(t) = 00 = > tul — A) —u(t +A) (12.14b) 


Conforme A se hace más y más pequeño, v(1) tiende al escalón unitario y su derivada d(t) 
tiende al impulso unitario $(£). El pulso unitario d(£) es un pulso con altura E y base 2A (y 


= 2 
1 dt) = Pr v(t) 


(a) (b) 
FIGURA 12.4 Funciones que tienden al escalón unitario y al impulso unitario. 
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por consiguiente un área que siempre es igual a 1) centrada en £ = 0. Estas funciones apare- 
cen dibujadas en la figura 12.4. Adviértanse dos características de 5(£) que emergen al hacer 
notar que 5(£) es el límite de d(1) conforme A tiende a cero: 


(1) =0, para todat + 0 (12.15a) 


+00 
/ $(1) dt =1 (12.15b) 
—=00 

Examinando la figura 12.4(b) conforme A > 0, el impulso unitario Ó(t) es un área uni- 
taria, infinitamente alta e infinitamente estrecha. El símbolo gráfico que utilizaremos 
para esta función, es la flecha que apunta hacia arriba, que aparece en la figura 12.5. El 
número escrito a un lado no es su altura, que es infinita, sino su área que es finita. De la 
figura 12.5 nos queda claro por qué el impulso unitario Ó(£) no es una función ordinaria 
bien definida en £ = 0. Su valor es ahí infinito, y el infinito no es un número real. 

En tanto que S(£) no es una función ordinaria, aún puede ser útil definida como una 
función general. Las funciones generalizadas son cuidadosas extensiones de la clase de fun- 
ciones ordinarias que, si se utilizan en el contexto adecuado, permiten obtener resultados 
precisos y rigurosos. 

Los objetos generalizados en matemáticas no nos son nuevos. Estamos familiariza- 
dos con la idea de que el (oo) no es un número real ordinario (un punto en la línea real). No 
hay ningún número real al que x tienda cuando decimos “x tiende a infinito”. Sin embargo, 
podemos trabajar con el infinito de forma efectiva y rigurosa, tratándola como una exten- 
sión al conjunto de los números reales, un número real generalizado. Podemos hacer arit- 
mética con él; por ejemplo, la ecuación 1/00 =0 es correcta y obvia. Sin embargo, debemos 
tener mucho cuidado al utilizar el número generalizado co, por ejemplo, aunque la ecuación 
xIx = 1 es válida para todos los números reales x + O, no es válida para el número genera- 
lizado co. Aun cuando oo no es cero, o0/co en general no es igual a 1. 

S(t) es a las funciones ordinarias lo que co es a los números ordinarios, una extensión 
que, si se utiliza en las ecuaciones adecuadas, dará resultados precisos. ¿Cuáles son las 
ecuaciones correctas para 3(1)? Para responder a esta cuestión de forma completa y rigu- 
rosa, requeriríamos de una extensa digresión, a un área del análisis matemático conocido 
como teoría de las funciones generalizadas. Ciertamente, el estado del impulso unitario fue 
el tema del acalorado debate entre grandes pensadores durante un considerable periodo. 
Dos de los analistas más famosos de los últimos cien años, Oliver Heaviside (1850-1925), 
un ingeniero inglés autodidacta, y Paul Dirac (1902-), un físico inglés laureado con el 
Premio Nóbel, jugaron papeles vitales para desarrollar la teoría y reconciliar las controver- 
sias. La introducción al capítulo 13 es una breve biografía de Heaviside. 


o) 1 AS(t—tg) A 


to 
(a) (b) 


FIGURA 12.5 (a) Función de impulso unitario S(t); (b) impulso desplazado de área A, 
A6Ít — to). 
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Aquí nos limitamos a identificar algunas condiciones específicas bajo las que puede 
utilizarse el impulso unitario con exactitud y rigor. La función generalizada Ó(£) puede inte- 
grarse, como en (12.15b), y evaluarse en todo instante, excepto en este tiempo singular, 
como en (12.15a). Es correcto identificar el impulso unitario como la derivada del escalón 
unitario (12.13), partiendo de que puesto que 4(£), es una función generalizada, queremos 
decir la derivada generalizada del escalón unitario (su derivada ordinaria no existe). Con 
frecuencia, para ser más breves, omitiremos la palabra generalizada, refiriéndonos a S(t) 
simplemente como la derivada del escalón unitario. 

Una consecuencia inmediata del hecho de que el impulso unitario de la derivada del 
escalón unitario, es que el escalón unitario es la integral del impulso unitario: 


t 
u(t) = / 8(r)dt (12.16) 


00 


Para todo límite superior £ < O, no existe área bajo el impulso dentro de los límites de la 
integral, y cuando £ pasa por cero, el área unitaria “apilada” en £ = 0 se suma, de forma que 
el valor de la integral salta a 1. La función que es cero para 1 < 0 y 1 para t > 0 es, desde 
luego, el escalón unitario. 

Una consecuencia del hecho de que 5(£) = 0 para todo t excepto £ = 0, es que tenemos 
un producto f(1)8(t) donde f(t) es una función ordinaria continua en £ = 0, y entonces 


F(0S(t) = F(0Jó() 


Esto proviene de comparar los dos lados para t distinta de O (son ambas 0) y para £=0, (los 
dos lados son idénticos). Si el impulso se desplaza respecto del tiempo de forma que su 
punto singular es t = £,, entonces, por una razonamiento idéntico al anterior, la función con- 
tinua f(£) puede ser reemplazada nuevamente por su valor en el punto singular del impul- 
So, tp: 


F(0S(t — to) = f(t0J8(t — 10) (12.17) 


Esta regla, la regla de producto de impulso será muy útil para simplificar expresiones que 
contengan S(4). 


Evalúese la derivada generalizada (d/dt)[cos tu(t)] y demuéstrese que 
obedece el teorema fundamental del cálculo, es decir, 


¡ E pcostaJu(r) Jar = cos(t)u(t) (12.18) 


—00 
Primero notamos que cos(£Ju(t) no es diferenciable en el sentido ordi- 
nario, puesto que tiene una discontinuidad de salto en r = O. Un 
enfoque es expresar esta función como la suma de una función con- 
tinua, cuya derivada es una derivada ordinaria, y un escalón unitario 
cuya derivada generalizada es conocida como el impulso unitario S(1). 
cos(tJu(t) = f(1) + u(t) 
donde f(t) es la función continua: 
FO=0, 1<0 
= cos(t) — 1, 0 
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FO =co0s tu(s) 


LA L- 8(£) — sen + 
+1 H| * 


“1 14 
(a) (b) 
FIGURA 12.6 Funciones para el ejemplo 12.4. 


F(0) no tiene saltos, y es por consiguiente diferenciable en el sentido 
ordinario, con una derivada igual a cero en el tiempo negativo, y 
-sen(t) en el tiempo positivo. De este modo 


d d d 
di cos(t)u(t) = gio + roo 
= — sení(s)u(t) = 0 (tf) (12.19) 


Como se muestra en la figura 12.6, la derivada tiene un impulso uni- 
tario situada donde la función que se diferencia tiene una discon- 
tinuidad de salto. 

Finalmente, integrando esta derivada que calculamos, 


0 A lcos(Dutn Id) = -f sencuucnd + | $(r)dr 


00 = -00 
La primera integral se evalúa a 0 en el tiempo negativo, y en cos 


(£) — 1 en el tiempo positivo. La segunda es la integral de 4(s), la 
cual es u(t). 


E 
/ E IcostrJu(e) Jar = [cos(t) — 1]u(t) + u(t) = cosít)u(t) 


00 


y se verifica (2.18). Esto completa el ejemplo. 


Podríamos acelerar los cálculos anteriores, utilizando la regla de Leibniz. La regla de 
Leibniz (la regla para diferenciar producto) puede aplicarse libremente a productos que 
involucran funciones singulares y funciones ordinarias. 


E costa) E costo) u(t) + cosít) [zuo| 


= — sení(t)u(t) + cos(m0 (£) 


El segundo término puede simplificarse cos(0)5(£) = 5(t) mediante producto de impulso 
(12.17), llegando a (2.19) de forma algo más eficiente. 

Una propiedad final que necesitaremos es la propiedad de integración del impulso 
unitario. Considérese la integral 


+00 


F(08( — to) dt 
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donde se supone que f(£) es continua en 1 = fy. Aplicando la regla de producto de impulso, 


+00 +00 
FIL — to) dt = Ft0J8(t — to) de 
—00 —00 
Sacando la constante f(tp) fuera de la integral, y notando que la integral es el área total bajo 
este impulso unitario (desplazado) que es uno, llegamos a 


PROPIEDAD 
DELA INTEGRAL +00 Ñ 
DEL USO UNITARIO o (12.20) 


La propiedad de integral del escalón unitario (12.20) demuestra que el efecto del impulso 
en la integral, es seleccionar el valor del resto del integrando en su punto singular con el 
valor de la integral. Este resultado es vigente para todas las funciones ordinarias f(t) con- 
tinuas en ty. 


a , os, Evalúe la siguiente integral (log significa el logaritmo en base 10): 


+00 
/ 5dog t)8(t — 10) dt 
-9 


El límite inferior de la integral puede extenderse a —0o puesto que la 
función de impulso es O en el intervalo añadido. Entonces, aplicando 
la propiedad de integración del uso unitario (2.20) con el punto sin- 
gular £y = 10, 


+00 
/ 5 log(t)6(t — 10) dt = Slog(10) = 5 
9 

Hasta ahora, hemos discutido las funciones singulares producidas al integrar el 
escalón unitario en cualquier número de veces, y diferenciándola únicamente una vez. Nos 
queda describir aquellas producidas por diferenciación repetida. Estas se conocen colecti- 
vamente como funciones singulares de orden superior y, aunque son interesantes desde un 
punto de vista matemático, son menos necesarias en aplicaciones de circuito. Por consi- 
guiente, nos conformaremos con mencionar sólo aquellos pocos casos relevantes al pre- 
sente propósito. 

Las siguiente función se conoce como función derivada del impulso unitario 5'(t): 


EE 
$ (t) = rro 


5(t) es una función generalizada, la derivada generalizada de u(t), de forma que las 
derivadas de todo orden de 3(t) también deben ser funciones generalizadas. Puesto que 
S(£) = 0 en todas partes excepto en su punto singular, la función de derivada del impulso 
unitario 5'(£), debe heredar esta propiedad. S'(£) tiene una propiedad de selección, 


+00 


(081 — to) de = —f'(to) (12.21) 


00 


que puede verificarse mediante integración por partes y utilizando la propiedad de la inte- 
gración del impulso unitario (2.20). Del mismo modo en que el impulso unitario selecciona 
el valor de una función en su punto singular, su derivada selecciona la derivada en ese 
punto (multiplicada por —1). 
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DIFERENCIACIÓN 


INTEGRACIÓN 


Las funciones singulares de orden mayor restantes 8%(1), 5%X2),..., son cada una 
derivada de la anterior. Cada una tiene la propiedad de selección de la integración del 
impulso unitario, seleccionando los valores de las derivadas de orden mayor en el punto 
singular (ver Problema 12.47). 

Habiendo presentado la familia de funciones singulares, ahora nos concentraremos 
en el cálculo de su transformada de Laplace. Para hacer esto, primero desarrollaremos 
reglas para escribir la transformada de Laplace de la derivada, y de la integral de cualquier 
función cuya transformada de Laplace es conocida. 


L (5 so] =sF(s) — F(0—) (12.22) 


La transformada de Laplace de una derivada de una función es s veces la transformada de 
Laplace de la función menos su valor inicial. Integrando por partes, 


'/ Les dt= f()e*" +s/ fe" dt 
03 dt 0- 0- 


El último término es claramente sF(s), y la evaluación de la primera en infinito resulta en 
0 para toda s dentro de la región de convergencia de la transformada. De ahí se implica la 
ecuación (12.22) 


(12.23) 


La transformada de Laplace de la integral de una función es la transformada de Laplace de 
la función dividida por s. También esto puede verificarse integrando la integral de la defini- 
ción por partes como en el caso anterior. (Se pide del lector que lo haga en el problema 12.19.) 

Armados con estas reglas, podemos calcular fácilmente la transformada de Laplace 
para todas las funciones singulares. Comenzamos con 1/s, la transformada de u(t) derivada 
de la sección anterior. Puesto que la rampa unitaria es la integral del escalón unitario, por 
la regla de integración la transformada de r(t) es R(s) = 1/s?, De manera similar, la trans- 
formada de la parábola unitaria es P(s) = 1/53, y así sucesivamente, para aquellas funciones 
singulares producidas por integraciones subsiguientes. Para obtener la transformada de 
(1), aplíquese la regla de diferenciación con f(t) = u(t): 


Lló(0]= s- -0=1 (12.24) 


La transformada del impulso unitario es simplemente la constante 1. La derivada del. 
impulso unitario $'(£), siendo la derivada de 5(£), tiene una transformada de s(1) - 0 =s, De 
igual modo, 5%(t) tiene como transformada a s?, SGX(£), tiene como transformada s3, y así 
sucesivamente. Las transformadas de las funciones singulares son todas potencias de s. 
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Eje mplo 1 206. des Determinemos la transformada de Laplace de >] (cosh tu(t)) y5 (senh 
tu(t)), donde cosh y senh son las funciones seno y coseno hiperbólicos 
discutidos en el ejemplo 12.2. Notando las transformadas dadas ahí, y 
por regla de diferenciación, 


L E cosh rut) | = sL[cosh tu(t)] — cosh(0—)u(0—) 


5? 
s2— 12 


puesto que u(0—) = O, Similarmente, 


L [ips ru = sL[senh tu(t)] — senh(0—)u(0—) 


5 
$2 — 12 


y, diferenciando nuevamente, 


d? d d 
L E senh ruco| =sL E senh rut] - yn) 


u(0—) 
(=0- 
Pe 
a a 


Podemos verificar estos cálculos primero diferenciando, 
d d 1 
PER h == ea t —f 
ar cosh atu(t) en ES +e puc | 


= 1 - e ute) + (el + e )8(t)] 


= senh tu(t) + Ó (1) 
y luego transformando 


yl 
s?-—1 a s2-1 
en que, desde luego, da el mismo resultado. Nótese que las transfor- 
madas de (d/dt) cosh tu(t) y d2/dt? senh tu(t) son las mismas, de forma 
que las transformadas inversas deben ser idénticas. Ciertamente, estas 
dos funciones de tiempo son idénticas, como puede verificarse por 
cálculo directo. 


L[senh tu(t) + 6(£)] = 


EJERCICIOS 


12.2.1.  Obténgase la transformada de Laplace de 3(t - tp) utilizando el teo- 
rema de integración del impulso unitario. Nótese que el límite inferior en 
la integral del teorema de integración del impulso unitario es — co, Obtenga la 
transformada de Laplace de u(t — tp) de la integral de la definición (12.1). 
Considérese tg < 0 y ty 2 0 como casos separados. 

Respuesta L[5(t — tp)] = para ty < 0, e-%o para y 20. Llu(t - fo)] = 
l/s para fy < 0, e-*o/s para £y 2 0. 
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EJERCICIO 12.2.2. 


12.2.2. Dibuje g(t) = df/dt para la f(t) que aparece. Exprese f(£) y g(t) como 
combinaciones lineales de funciones singulares desplazadas. Utilice el ejerci- 
cio 12.2.1 para obtener G(s) 
Respuesta f(t) = u(t-1)—u(t-2)+2r (1-3) —4r(t—3)+2r (1-4) 
g(0) = 5(t1— 1) — 31 — 2) + 2u(t — 3) — 4u(t — 3) + 2u(t — 4); 
Gí(s) =e78 —e7? 4 2073 /5 — 40/12 /5 + 207% /5 
12.2.3.  Exprese e(t), la integral de f(t) en el ejercicio 12.2.2., 


1 
e(t) = fiDdr 
0- 
Como combinación lineal de funciones singulares desplazadas. Obtenga E(s). 
Respuesta e(1) =r (1-1) r(1-2)42p(1-3)-4p(1— 2 +2p(1-4) 
E(s) = e73/8? e 2/4 46735 /53 - 807/25 ¡53 + 47% /53 


12.2.4. Calcule 43/d3(sen3tu(t)). ¿Para qué valores n > O existe la derivada 
enésima de sen3tu(£) como función ordinaria? ¿Para qué valores existe como 
funciones generalizadas? 

Respuesta 6 cos? tu(t) - 21 sen? 1cos tu(r), n=1,2,3,1n >3 


(PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA 


EL DESPLAZAMIEN- 
TO DEL TIEMPO 


DESPLAZAMIENTO 
DE FRECUENCIA 


Hemos visto lo útil que son las propiedades de linealidad y de diferenciación e integración 
para calcular la transformada de Laplace. En esta sección desarrollaremos otras 
propiedades que facilitan el cálculo de nuevas transformadas a partir de transformadas 


LL f (t — toJu(t — to)] = e E(s), to>0 (12.25) 


conocidas, y aplicarlas a funciones que nos son de interés en el estudio de los circuitos. 
La transformada de Laplace de una función de tiempo que es cero para t < 0, luego 
desplazada a la derecha (retardada), se multiplica por una exponencial compleja. Para 
verificarlo, evaluamos la transformada de f(t — ty)u(t — to): 


1/ piu 1yetar= | FU —tJe* dt 
0—- to 


Sea T = t- ty y cambiemos variables en esta integral. 


= F ftme "dr =e "F(s) 
0 


f(t) y su versión desplazada respecto al tiempo f(t — tpJu(t — fp) aparecen en la figura 12.7. 


Ll[e7*" f(1)] = E(s + 50) (12.26) 
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$ (— tgJult — 19) 


(a) 
FIGURA 12.7 — (a) Función f(0; (b) F(0) anulada para t > O y retardada por to. 
El desplazamiento de frecuencia en el dominio s corresponde a la multiplicación en el 


dominio del tiempo por una exponencial compleja. Para verificar (12.26), evalúese la trans- 
formada de e-s0! f(t). 


La transformada del pulso en escalera g(t) dibujado en la figura 
12.8(a) puede obtenerse utilizando la propiedad de desplazamiento 
respecto al tiempo. Escríbase g(t) como 


8(t) = 2u(t — 1) + 2u(t — 3) — 2u(t — 5) — 2u(t — 7) 


Luego, desplazando respecto al tiempo el escalón unitario f(t) = u(t) 
mediante retardos de ty = 1,3,5 y 7, 


2 
Gí(s) = Tte + e? e e79s EA ea) 
Ss 


Para evaluar la transformada del producto cos wtf(t), donde f(t) es 
cualquier función Laplace transformable, nótese que 


cos wtf (t) = O + O 


r() 


cos Wwt rít) 


FIGURA 12.8 Funciones de tiempo para el ejemplo 12.7. 
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MULTIPLICACIÓN 
DE FRECUENCIA 
EN TIEMPO 


2(t) para e = 2 


0 


FIGURA 12.9 — f(t) y una 
f() comprimida para el 
ejemplo 12.8. 


Utilizando la propiedad de desplazamiento de frecuencia con sy = +0, 
1 
L[cos w1 f(1)] = AS — jo) +KE(s + jo)] (12.27) 


Por ejemplo, la transformada de f(£), la rampa unitaria f(1) = r(t) = 
tu(t), es F(s) = 1/52? como se-muestra en la sección anterior, y utilizan- 


do la ecuación (12.27), 
1 1 1 
L[t coswtu(t)] = 7 > + al 
( )) 2 (s = joy (s + joy (12.28) 
a 
(5 407y 


que es la transformada de Laplace deseada para la figura 12.8(b). 
Aunque estaban destinados a utilizar el uso de las propiedades de 
desplazamiento del tiempo y la frecuencia, ambos resultados también 
requirieron el uso de la propiedad de linealidad. 


c>0 (12.29) 


L[f(c)] = = (E) 


Comprimir (expandir) la escala de tiempo expande (comprime), la escala de frecuencia 
por un factor igual. Para verificarlo, calculemos el lado izquierdo de (12.29) con T = ct: 


Lif(cr)] = / fenetar 
0- 


= / fine" dí 
Q- 


Ce 


Sacando 1/c de la integral, se obtiene el resultado. Nótese que los valores de e > 1 co- 
rresponden a la compresión del tiempo c < 1 a la expansión de tiempo. Por ejemplo, la grá- 
fica de la función g(£) = f(3£) está comprimida por un factor de 3 en relación a f(t). La cons- 
tante positiva real c en (12.29), es a veces conocida como el factor de compresión de 
tiempo. 


Considérese el pulso cuadrado f(t) = u(£) - u(t - 1) que aparece en la 

figura. Si lo comprimimos por un factor de c > 1, y al mismo tiempo 

lo multiplicamos por la amplitud por el mismo factor c, obtenemos 

8(0) = cfíct). g(() para c = 2 como aparece en la figura 12.9. La 

transformada de f(t), utilizando la propiedad de desplazamiento de 
(12.25), es 

=$ 

O 

$ s 


Entonces, con g(t) = cf(c£), por la multiplicación de frecuencia-tiempo, 
dl A c : 
A El ACA Y AA 
did E Yen al a 
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T-MULTIPLICACIÓN 


454 


De este modo, para un factor de compresión de tiempo c = 2, G(s) = 
(2/51(1 —e-=/2), Es interesante hacer notar que, conforme c crece, g(£) 
tiende a la función de impulso unitario S(£) (su área siempre es 1 para 
cualquier c, y g(£) tiende a cero para £ no nula). Para evaluar su trans- 
formada G(s) conforme c crece mucho, podemos aplicar la ya cono- 
cida expansión en series de Taylor de la función exponencial. 
z E Re 
e SL ESE 


con x =-síc para obtener 


c s $ si 
Gi= === E 42 e 
(5) cl TO J) 


Conforme c se hace muy grande, G(s) converge a 1. Esto es consis- 
tente con la transformada de la función a la que tiende g(£), puesto que 
sabemos que £[0(t)] = 1. 


LF (01 = 70) (12.30) 


la t-multiplicación corresponde a la diferenciación negativa en el dominio s. Esta propiedad 
es implicada al calcular la derivada negativa a ambos lados de (12.1) respecto a s: 


d d Se —st 
Tas) EN fOe as 


== / tf(0)e7* dt 


Obtengamos las transformada de Laplace de Me! para n = 1, 2, 3,... 
En la sección 12.1 determinamos que f(2) = e! y F(s) = 1/(s + a) eran 
una pareja de transformada. Entonces, por la propiedad de t-multipli- 
cación, 


Líre””] = a lo = Ls 
== dss+a (s+a? 


t-multiplicando nuevamente, 
L[1?e7*] = Lit(te7")] 


mM d 1 e 25 
== ds(s+a?  (s+aY 
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y, por última vez, 


3 d 2 60) 

L 3 —at AP A 

en dsís+ay  (s+ay 
El patrón, que puede verificarse formalmente utilizando inducción 

finita, es 
mi 

MAA == 12,31 
tl (12.31) 


Las propiedades de la transformada discutidas hasta este punto, se reúnen y resumen 
en la tabla 12.1. Unas cuantas entradas en la tabla, tales como la diferenciación enésima y 
la t-multiplicación enésima, no se derivaron explícitamente, pero están estrechamente rela- 
cionadas con otras propiedades que se derivaron. Sus derivaciones fueron asignadas con 
ejercicios y en los problemas al final del capítulo. 

También se formó una tabla con una conexión de los pares de transformadas especí- 
ficas más útiles que hemos determinado hasta ahora, y es la tabla 12.2. Nuevamente, 
dejamos la derivación de algunas de estas entradas a los ejercicios y problemas. 

En el reverso de la contraportada y la página anterior, pueden hallarse versiones lige- 
ramente expandidas de estas tablas. Las entradas añadidas ahí, que no aparecen en la tabla 
12.1 o la tabla 12.2, corresponden a resultados que se introducirán en capítulos posteriores. 

Nótese que unas cuantas entradas en la tabla 12.2 aparecen en dos lugares, como fun- 
ciones singulares y funciones ordinarias. Esto es verdad para el escalón unitario y la 
función ordinaria f(f) = 1, ambas tienen la transformada 1/s. Esto se debe a que cual- 
quier función que difiere únicamente en tiempo negativo, tendrá la misma transforma- 
da de Laplace. Por la misma razón, todas las f(t) en la tabla 12.2 pueden modificarse 
por u(t) sin cambiar su transformada F(s). 


FO) F(s) 


l. Linealidad af) +) c¡F,(s) + c2F>(s) 
d 
2. Diferenciación 10 sF(s) — F(0—) 
3. Diferenciación Lew s"E(s) =s "71 f(0—) — 5"? f(0—) 
Ze di” 
enésima ds Ei 
so (0) Po (0—) 
1 
4. Integración fítddr E) 
OS s 

5. Desplazamiento $(t — toJu(t — to), fo > 0 esoE(s) 

de tiempo 
6. Desplazamiento e a) F(s + 50) 

de la frecuencia 
7. Multiplicación de f(ct),c>0 17 (=) 

tiempo-frecuencia E 

—d 

8. t-multiplicación HO) 7 As) 
9. t-multiplicación . ¡y d" F 

necia LO) 5) 7 (s) 
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Funciones Singulares 


Impulso unitario 


Escalón unitario 
Rampa unitaria 
Parábola unitaria 


Integral enésima del impulso 


Derivada del impulso unitario 
Derivada enésima del impulso 


Funciones Ordinarias 


8. 


20. 


21. 


Constante 


f 


. Potencia de f 
. Exponencial 
. Exponencial de multiplicada 


. Exponencial con 


f-multiplicación repetida 


. Seno 


. Coseno 


. Sinusoide 


. Seno amortiguado 
. Coseno amortiguado 


. Sinusoide amortiguado 


Seno 1 multiplicado 


Coseno t-multiplicado 


F0 


5(t) 
u(t) 


r(t) = tu(t) 
(1) = Le) 
RE 


Sen (1) 
8) 
8) 


t 


ln! 


1 
(n-— 1! 


n-1,-at 


sen wí 


COS wi 


d 
y 02 + d2 cos (ox — tan”! 5) 

c 
e” sen wr 


e” cos wt 


d 
Y 02 + ale" cos E — tan”! 3) 
e 


t sen wi 


1 COS wi 


F(s) 


1 
1 
Ss 

1 
si 
1 
5 
1 

s 

Ss 

sr 


AE 


[s +aP + w? 
s+a 
c(s +4) +duw 
2ws 
s — y 


Estas tablas pueden utilizarse en conjunto para producir muchos más pares de trans- 
formada. Dada una función f(t) para la que debe obtenerse su transformada F(s), pueden 
revisarse los pares de transformadas de Laplace para obtener una tabla de entrada similares, 
por decir algo g(t). Pueden utilizarse las propiedades para transformar g(t) a f(£), y luego 
se buscan al consultar la tabla de propiedades de la transformada de Laplace. Una vez que 
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se ha descubierto una secuencia de transformaciones de las que se obtiene f(t) a partir de 
g(o), la tabla de propiedades especifica los cambios correspondientes a G(s) con los que se ob- 
tiene F(s). Puede utilizarse la misma estrategia dada una transformada E(s) para la que se 
busca su transformada inversa f(t). Concluimos esta sección con el uso de estas tablas. 


Obténgase F(s) para la función de tiempo f(2) = (t — 3)2%e-tu(t- 3). La 
entrada que más se la parece en la tabla 12.2 parece ser la exponencial 
t-multiplicada repetida. Conn=3 y a=2, 


lo ES l 
Ly d le G+2y 


Consultando la tabla 12.1, un desplazamiento del tiempo en ty = 3, da 
la multiplicación de la transformada por e-st = e-3s, o 


eds 
(s +2) 
Comparando nuestra actual función de tiempo f(t), necesitamos úni- 
camente multiplicarla por 2 y cambiar el factor e-2-Ma e-2, que se 


hace fácilmente multiplicándolo por e-%. Luego, por la propiedad de 
linealidad con c, = 26% y c, =0, 


E E — 39 UD y (1 — 2 = 


2e734(s+2) 


(s + 2)? 
Obténgase la transformada inversa f(t) para F(s) = (s2 + 3/(5? + 4). 
Notando que las entradas más similares en la tabla 12.2 son el seno y 
el coseno, reescríbase F(s) como la suma 

s? a 3 
$244 5244 
El segundo término es reconocible con la transformada de 3/2 seno 21. El 
primer término es semejante a la entrada del coseno, pero debe s-mul- 
tiplicarse. Recordando la propiedad de diferenciación, g(t) = (d/dt) 
cos 2£ tendrá la transformada 


LG - 3 ut —3)] = 


F(s) = 


2 


s 
A A 
s2+4 Dd s+4 


Sumando ambos términos, 


G(s) =s 


L?l|-1+ a qt a a 0 
+4 5244] dt 2 


Pero sabemos que sumando 1 a la transformada, corresponde a sumar 
S(£) a la función de tiempo, o 


2 


E ia a 0 oe sadi 
s+4  s+4 dt 2 
o 
2 
11 +3 e 1 
L [EE] -20- 352 


Este resultado también puede ganarse por una larga división de E(s), 
como en el problema 12.28. 
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EJERCICIOS 


12.3.1. Use las entradas 14 y 15 de la tabla 12.2 para el seno y coseno 
puros, junto con la linealidad, para escribir fórmulas para E[sen(wt + 8)), 
L[cosí(ot + 0)]. 

Respuesta (s sen9 + cos8)/(s? + (2), (s cos8 — w sen 0(s2+ (02). 


12.3,2.  Úsese el desplazamiento respecto al tiempo para calcular 
L[+( - 12e-“-Du(t - 1)]. 
Respuesta esl(s + 1). 
12.3.3. Use la propiedad de t-multiplicación para obtener F(s) para f(0) = 


te cos 4t. 
Respuesta (Ls + 2? - 10M([s + 212 + 16). 


DR FRACCIONES PARCIALES 


Hemos visto la forma en que puede utilizarse una tabla de pares básicos de transformada 
junto con una tabla de propiedades de transformada de Laplace para generar pares de trans- 
formadas adicionales. Dado f(t), utilizar esta estrategia para obtener su transformada F(s), 
o dado E(s), para obtener la transformada inversa f(t). 

En el caso de que F(s) sea una función racional, o división de polinomios en s, existe 
un conveniente procedimiento para obtener la transformada inversa basada en expansión de 
fracciones parciales. Luego de desarrollar el método en esta sección, la siguiente sección 
explora la principal aplicación de este procedimiento. Las funciones racionales surgen cada 
vez que se utilizan transformada de Laplace para resolver esas ecuaciones, que son las 
ecuaciones básicas del análisis de circuitos. 

Una función racional E(s), 


AmS”" + AnS" + ...+415 +40 


F = 
A E 


(12.32) 


se designa propia si el orden de su polinomio denominador es mayor que el del numerador, 
n > m. Una F(s) impropia debe ser primero preparada para una expansión en fracciones par- 
ciales, realizando la operación de división larga, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Realice división larga sobre la función racional impropia F(s) = (Bs? 
+ 25 + 1)/(5? + s + 2). 
3s -3 
+5+2|35 + 2s+1 
—(35? + 35? + 65) 
— 35? —4s+1 
—(—35? — 35 — 6) 
= $s+7 
El resultado de la división es 3s-3 con residuo —s + 7. De este modo 
(=s+7) 
s+s+2 
La división larga convierte una función racional impropia en la suma de un poli- 
nomio (que en este ejemplo es 3s — 3), y una función racional propia. Es fácil obtener la 


F(s) = 3s - 3 + 
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transformada inversa de Laplace de la parte polinomial, puesto que todas las potencias 
de s tienen funciones singulares como sus transformadas inversas (entrada 7 en la tabla 
12.2). Por ejemplo, el polinomio F,(s) = 3s -3 tiene una transformada inversa f,(t) = 
30' (1) - 36(1). De este modo, el problema se reduce a obtener la transformada inversa de 
la otra parte, la función racional propia, para la que no hay una entrada obvia en la tabla. 
Durante el resto de esta sección, supondremos que F(s) es una función racional propia. 

La idea básica de la expansión en fracciones parciales es escribir F(s) como suma de 
funciones racionales simples, o “fracciones parciales”, donde cada una puede transformar- 
se inversamente de modo sencillo. Como ilustración, invirtamos la transformada 


2(s + 10) 
(s + Ds +4) 
Obteniendo una expansión en fracciones parciales en operación opuesta a obtener un 
denominador común. Es decir, lo que queremos es obtener fracciones simples que se sumen 


para obtener F(s). Puesto que la transformada es propia, las fracciones parciales serán 
copias, y por consiguiente, deben ser de la forma 


F(s) = 


(s+D65+4) s+1 5s+4 


Las constantes A y B se determinan para hacer la identidad en s. 
Los modos más simples para determinar A y B es notando que 


_2As+10) _ B(s+1) 
AUS pa 
y 
25410) _ A(s+4) 
dE Sp" +B 


Puesto que estas deben ser identidades para toda s, obtengamos la primera en s =-—1, que 
elimina B, y la segunda en s = -4, que elimina A. Los resultados son 


2(9 
A = (s + 1)F(s) A 
s=-Í 3 
2(6 
B = (s +4)F(s) a 4 
s=-4 3 
Por consiguiente, tenemos 
6 4 
da 


y, por la tabla 12.2, 


f()=6 " —4e* 


Los polos p =-1 y p = -4, en este caso son polos simples de un polo de orden 1, y 
en general, para cada polo simple la expansión de fracciones parciales contiene un término 
A/(s — p). Como en el caso de un factor denominador (s — p)", donde n = 2, 3, 4,..., el polo 
s = p es un polo múltiple, o polo de orden n. Por consiguiente, los factores que compren- 
den (s — p) no son distintos, y debe modificarse la expansión de fracciones parciales. 
Posteriormente consideraremos los polos múltiples. 
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POLO REAL SIMPLE Para cada polo real simple p en F(s), habrá un término A/(s — p) en su expansión de frac- 


PAREJA SIMPLE DE 
POLOS CONJUGA- 
DOS COMPLEJOS 


460 


ciones parciales, donde A = (s— p)F(s) |, - » y Un término Ae*P! en su transformada inversa. 


Los polos complejos ocurren en pares conjugados, y sus coeficientes correspon- 
dientes en expansión son conjugados complejos. Por ejemplo, si F(s) tiene polos simples 
s=0+jf y una expansión 


A B 
F = —_—__—_—_— AA 
(s) s-a—-ijB O 
entonces 
A =(s —0— ¡BYE(s) 
s=0+ 8 
y B =(s - a + ¡B)E(s) 
s=0—j8 


A partir de esto, podemos ver que B = A*, porque F(s) es una división de polinomios en s 
con coeficientes reales. La transformada en inversa es 


fO0= Aecetb + Ate O-jBhm 
que es la suma de un número complejo y su conjugado. Por consiguiente, 
F(0) =2 Re[4e(0+/5] 
Si A= [A | e9, entonces tenemos 


F() =2 Re[[Alee/P1+97] 
= 2]AJe* cos(Bt +0) 


Para cada par simple (no repetido) de polos conjugados complejos p = a: + ¡B, p* = 
Q— JB en F(s), habrá un par de términos en su Al(s — p) + A*((s — p*) en su expansión 
de fracciones parciales, donde A = (s — p)E(s)!l,- p Habrá un término único 2|A | eo 
cos(Bt + ZA) en su transformada inversa debida a su par de polos. 


Como ejemplo, la transformada 


S 
(s + D(s? +25 +2) 
tiene la expansión en fracciones parciales 


F(s) = 


Ss 
(s+1)(5+1-¿DG6+1+ ¿1D 
E, O 
Ts+i os +31 o s+1+ 1 


F(s) = 


donde 


s 


A W ———- =-]1 
s2+25+2 


s=-1 
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POLOS REPETIDOS 


s 
 _—_——- 
(s+D(s+1+]1) 


1 
s=-1+j1 _ 2 2? 
De este modo tenemos 
F() = Ae" +2Re[Be'”*+1*] 


= —e * +2Re LS lt as: | 


= —e + 1207! cos(t — 45%) 
Una forma alternativa es 


F() =-—e* + V2e (cost c0s 45” + sen £ sen 45%) 
=-e *+e"(cost + sen 1) 


Asociada con un polo repetido p de orden r, habrán r términos en la expansión de 
fracciones parciales: 


N(s) A, Ar-1 


F = c_oa—ae—muupRnn a AA ———— > 
Sa a a dps 


A 
den RS (12.39) 
sp 


Multiplicando ambos lados de (12.33) por (s — p)" y evaluando en s = p, cada término a la 
derecha es cero, excepto el primero, que es A,. Para obtener las restantes A,_¡, A,7, y Sub- 
siguientes, puede utilizarse cualquiera de los dos procedimientos. El término que se obtu- 
vo que involucra A,, puede restarse a ambos lados, dejando una nueva ecuación similar al 
original, excepto que el polo en s = p ahora se repite únicamente r — 1 veces. Entonces 
puede obtenerse A,_, como se describió anteriormente, multiplicándalo por (s — py” y eva- 
luándolo en s = p. El proceso desciende a través de todas las A, hasta que se obtiene Aj. 
Designamos a esto como resta repetida. 

El segundo procedimiento para obtener A,_,, A,_7, involucra la diferenciación repeti- 
da. Si ambos lados de (12.33) se multiplican por (s — p), y se diferencia el resultado respec- 
to a s, obtenemos, 


d d 
q7 (Ss — PY ES) = (A, + (5 — PA ri + (Ss pYA-2+::0) 
S ds 


= (A, +2s — p)Ar-2 +") 


Evaluando en s = p, cada uno de los términos, excepto el primero, es cero, y de esta forma 
obtenemos A,._¡. De forma similar, se obtiene A,_7 diferenciándolo dos veces, y así sucesi- 
vamente para cada coeficiente-A. 


Para cada polo p en E(s) de orden r, habrán r términos en su expansión de fracciones 
parciales de la forma A, ((s—-pP, k = 1,..., r. Pueden obtenerse los numeradores de 
A, = d/dsr-(s — pyF(s) | s = p. Habrá r términos correspondientes en su transformada 
inversa, cada una de la forma Ajtklebt, k= 1,..., r. 


Nótese que, para brevedad, hemos mencionado únicamente el método de diferen- 


ciación en el último postulado resumido. En el siguiente ejemplo se ilustrarán ambos mé- 
todos. 
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Deseamos obtener la transformada inversa de F(s) = 3/(s + 1) (s + 2). 
Hay un polo simple en -2 y un polo repetido de orden 2 en —1. Por 
consiguiente, la expansión en fracciones parciales es de la forma 
B C 
(s +1) s+1 s+2 
Ambos métodos para calcular los términos asociados con polos repeti- 
dos se inicia evaluando A como 


F(s) (12.34) 


a 
s+2 
El método de resta repetida continúa restando 3/(s + 1)? a ambos lados 
de (12.34), lo que nos deja 


3 3 B C 
CFICAD GAIA 
Sumando términos a la izquierda 
-3 _ B de C 
(s+1(65+2 (+1  s+2 
Pero (12.36), es sólo la expansión en fracciones parciales de F,(s) = 
—3K(s + 1) (s + 2), de modo que 


A = (s + 1?F(s) 


=3 (12.35) 


s=-1 


s=-1 


(12.36) 


-3 
B = (s + DE¡(s) e De e SR, (12.37) 
-3 
C=s+DF(0] ===] =+43 (1238) 
$2 Stilo 
El método de diferenciación repetida obtiene B, calculando la derivada, 
3 -3 


d d 
pa EOS Do y (9 PE DE 
ON q dss+2  (s+2) 


y evaluando en el polo repetido. 
3 


zu SE 12.39 
(5 +2) ? did 


s=-1 


El coeficiente restante C, se determina mediante la simple fórmula de 
polos; 


3 


C= (s + 21E(s) pe = +10? 


=+3 (12.40) 


s=-2 


Comparando (12.37) - (12.38) con (12.39) - (12.40), ambos métodos 
concuerdan en que la expansión de fracciones parciales es 


E AS ES 
T(s+D? s.s+1 5+2 


F(s) 
y por consiguiente 


FW =3te* —-30* +30 Y =310 -De*+e?] 
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Ahora obtendremos la transformada inversa de F(s) = 1/(s + 1) 
(s24+ 25 + 2)?. Las raíces de la ecuación cuadrática son —1 + j de forma 
que hay polos conjugados complejos repetidos. Sea p =—1 + j. Entonces 


A B A* B* C 
O 
Primero calculemos A: 
mí 1 _ 1 
(s+DG—-PYP LL, (+D0-pY 


1 ¿1 
=-J 


EDO 74 
Continuando por el método de diferenciación repetida 
d 1 lp +25 Disp] 
ds (s + D(s po? (s + Ds — py 


Evaluando en s =p, 

y P+D DO PY) 
(p+DAD= pot 

Utilizando el hecho de quep-p*=/2Imp=2jyp+1=j, 

AAA 1 


B= Li 
(106) 2 
También necesitamos C: 
1 
C = =1 
$2425+2 


s=-1 
Ahora tenemos la expansión completa en fracciones parciales (12.41). 
Nos resta obtener la transformada inversa. De la tabla 12.2, 


F(0) = Ate"! + BeP! + Atte"" + B*eP" + Ce”! 


Reconocemos que los términos que involucran a A y A* son términos 
conjugados, al igual que aquellos que involucran B y B*, de forma que 


F() =2 Re[Ate”' + Be") + Ce * 


Para simplificar la sustitución final, convirtiendo a forma polar, te- 
nemos A=3 490%, B= 30". Entonces 
F(0) =2Relr (44900) (ee + (410%) (ee) + e” 
=1/2te Re[ewi9% y etReletiy + e7* 


= te *cos(t +90%) + e * cosít) + e”* 
El primer término en esta solución puede volverse a simplificar a 
—tetsen !. 


Como se ilustró en este ejemplo, los polos repetidos pueden tratarse del mismo modo, 


sean reales o complejos. Si son complejos, vendrán en pares conjugados, y esto facilitará 
nuestros cálculos, puesto que la mitad de los coeficientes definen a la otra mitad. Los tér- 


Sección 12.4 Expansión por fracciones parciales 463 


minos en la transformada debida a estos polos también vendrán siempre en pares conjuga- 
dos complejos, como en el ejemplo, y pueden combinarse convenientemente, en una sola 
forma sinusoidal de fase desplazada. 


EJERCICIOS 


12.4.1. Obtener el EFP para E(s) = (s3 — D)M[s(s + 2)]. 
Respuesta > 1/2 7/2 
rs dia ARRE A 


s s+2 
12.42, Obtenga la transformada inversa de F(s) = S(s + 2/[(s — 3) (s? + 2s 
+ 10)1. 
Respuesta e* + 1.05e7* cos(31 — 161.6”) 


12.4.3. Obtenga la transformada inversa de F(s) = (25? + s + 2M(s5 + 253 + 5). 
Respuesta 2-2 c0st + 3 (sen í—1tcos tf) 


12.5 [SOLUCIÓN DE ECUACIONES INTEGRODIFERENCIALES 


Este capítulo ha presentado las herramientas básicas para trabajar en el dominio-s: defini- 
ciones, propiedades y pares de transformadas y fracciones parciales. Armados de este 
modo, cerramos este capítulo discutiendo una aplicación sumamente importante de estas 
ideas. 

Las transformadas de Laplace pueden utilizarse para resolver ecuaciones diferen- 
ciales e integrodiferenciales, tales como las ecuaciones del análisis básico de circuitos 
eléctricos. La ecuación o ecuaciones son primero Laplace transformadas, y luego resueltas 
por medios algebraicos directos. La transformada inversa de la solución queda identifica- 
da como la expansión en fracciones parciales. 


Como primer ejemplo, buscamos la solución de la ecuación diferen- 
cial de segundo orden 


_ Ejemplo 12.16: 


(12.42) 


para £ > 0, dadas las condiciones iniciales x(0-) = 1, x'(0-) = 2. 
Primero, nótese que (12.42) es una igualdad entre las funciones de 
tiempo, y por consiguiente sus transformadas deben ser iguales. 
Ambos lados de una ecuación de dominio de tiempo pueden Laplace 
transformarse, o una ecuación de dominio-s puede transformarse 
inversamente, reteniendo la igualdad. Transformando (12.42) al 
dominio-s, y notando que la propiedad de linealidad permite trans- 
formar una suma pesada como una suma pesada de transformadas, 


2 
L [| AL [5 + 3L[x] = L[e”*] = 


de di s+2 


Utilizando la propiedad de diferenciación enésima en la tabla 12.1, 


[s7X(5) — 51) 2] +4[5X(5) — 11-+3X(5) = 5 - ; 
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T vto + 
FIGURA 12.10 Circuito 
para el ejemplo 12.17. 


Resolviendo para la transformada desconocida X(s), 
s2 +85 +13 
(s + Ds + 2)(s + 3) 


La expansión en fracciones parciales es, utilizando el método de la 
sección anterior, 


X(s) = 


== TE tn, 
s+1l s+2 s+3 


que tiene una transformada inversa x(t) que resuelve la ecuación dife- 
rencial original 


0) == ue 


Este valor para x(t) no es necesariamente válido para el tiempo nega- 
tivo, puesto que la ecuación diferencial que resolvimos solamente 
requería ser válida para t > 0. Podemos verificar esta solución por sus- 
titución directa en (12.42). 
d? d 
A O e e e +4= (Be e? vA e? 
ql A ) 

E a A TS O 


+ 4-30" 420 Y 430%) 4330 *-e e )=e* 


como lo requiere (12.42). Revisando las condiciones iniciales, 
notamos que x(t) y su derivada son continuas en £= 0, de forma que 
x(0-) = x(0) = 1 y x'(0-) = x'(0) = 2 como se requirió. 


En el ejemplo anterior, las condiciones iniciales se especificaron en el instante t = 0-, 
y se requirió que se satisficiera la ecuación diferencial para t > O. Esta es una forma útil 
para especificar las condiciones iniciales para un problema de circuito, puesto que podemos 
calcular los valores iniciales en t = 0-— utilizando cálculos en estado estable basados en el 
circuito t < O (el circuito que aparece antes de que actúen los escalones unitarios e interrup- 
tores en £ = 0), como se describió en los capítulos 5 y 6. Este procedimiento se muestra en 
los siguientes dos ejemplos. 


Considérese el circuito de una sola malla de la figura 12.10. Su 
ecuación de malla para t> 0 es 


di ; 
= +2 + [s/ (1) dr + 1 =1+u(t) (12.43) 
Justo antes de que actúe el escalón unitario, el circuito £ < O está en 
estado estable de con ¡(0-) =0 A y v.(0-) = 1 V. El voltaje de fuente 
neto para £ > O es la suma de las fuentes 1 + u(t). Transformando 


(12.43), 
51 1 1 1 
O rea PA A 
s Ss sos 
O 
Is) = l 
o si42s+5 
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1F 
3u(1) V (E) 


FIGURA 12.11 Circuito 
para el ejemplo 12.18. 


Esta transformada tiene polos conjugados complejos en —1 + j2 en el 
dominio-s. Entonces 


Ar 
a A 
ay a a 


donde 
_ 1 
si j2 s=p=-1+4+j2 


ha. 


Luego i(t) = Mexicos(Br + 0), donde p =0:+jB=-1+32,M=2lAl, 
0=ZA, y 


1 
it) = qe cos(2t — 90%) = ze sen 21 


Como ejemplo final, obtendremos los voltajes de nodo v, y uv, en el 
circuito que aparece en la figura 12.11. Las ecuaciones de análisis 
nodal son 


1 d d 
(uv - 3) + —0, +2-(0; — =0 
30 E dt sl (u = va) 


d 1 
27 (va -u)+ que r(t) 


Puesto que ninguna fuente se enciende sino hasta £ = 0, los valores de 
todas las corrientes y voltajes en £ = 0 son cero. Transformando las 
ecuaciones con estas condiciones iniciales, 


; [vi6) - >| + s Vi (s) + 25[V¡(s) — Va(s)] =0 


1 1 
2s[Va(s) — Vi (s)] + 3Y25) se 


Este es un par de ecuaciones algebraicas simultáneas con las incógni- 
tas Vi(s) y V2(s), que pueden resolverse por diversos métodos. 
Eligiendo la inversión de matrices, reescribimos las ecuaciones de 
nodo como 


3 
33+3 -—2s [Vis] _|2s 
=2s 25+3/LVA5)]" | 1 

52 


Realizando la inversión de matrices, el determinante es 25? + 25 + z y 


Pa 1 e 25 | 25 
Vas) ] 252425 + EL 2s 3s+3J| 1 


d+ 
s(s2+s+5) 
3,2, 3 1 
35 +355+3 
Us +s+5) 
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La expansión de fracciones parciales para V,(s), con polos reales en 


1 
0-12,» 
6 es 


donde 


y, recurriendo a una precisión finita en nuestra calculadora, 


(3) 0.0918) +3 
—(=0.0918)(0.816) AS 
(2) 0.908) + É 


C= 908 O816) es 


v, (1) =15— 14.848e 9018 — ),152009%8 


La expansión en fracciones parciales para V,(s) es 


A A B C 
Vals) = $ 4 4 ———á + — 

| rie sir 

donde 
A2=1:2%=3 
Restando, 
35 +39 +1 3 ¿god 
Í 


Los valores restantes A¡, B y C pueden obtenerse ahora utilizando la 
simple fórmula de polos reales en la función racional escrita en el lado 
derecho de la ecuación anterior, y se calcula la transformada inversa 
que es 


va(t) = 31 -—18+ 18.1987 0.0918: eLo 0.190e70-908: 


El enfoque del dominio-s para la solución de las diferenciales o integrodiferenciales, 
tiene claras ventajas sobre las técnicas clásicas de ecuaciones diferenciales que se usaron en el 
dominio del tiempo. Primeramente, las derivadas e integrales de funciones de tiempo descono- 
cidas, se transforma a potencia de s multiplicadas por transformadas desconocidas, convirtien- 
do efectivamente un problema de cálculo a uno de álgebra. Las condiciones iniciales en t = 0- 
se toman en cuenta naturalmente por el método y no deben “encajarse” después de que se 
obtiene una forma general de la solución. El precio que se paga por estas ventajas, es que las 
ecuaciones deben primero transformarse, y luego, al final deben regresarse sus soluciones al 
dominio-s al dominio del tiempo (transformación inversa). Pocas veces el precio es dema- 
siado elevado, puesto que la versión en el dominio s de las ecuaciones originales siempre 
puede ser escrita por inspección, y pueden calcularse las fracciones parciales, por lo menos 
para funciones racionales de orden menor. Las funciones racionales de orden mayor implican 
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ecuaciones integrodiferenciales de orden mayor o complicadas funciones de fuente, las cuales 
podrían aumentar grandemente la complejidad de las soluciones en dominio del tiempo. El 
enfoque del dominio-s para resolver estas ecuaciones es casi siempre más eficiente en com- 
paración al enfoque convencional en el dominio del tiempo. 


EJERCICIOS 


12,5.1. Obtenga x(0), 1 >0: d2x/d8? + Xdx/dt) + 2x = 2, x(0-) = 0, 
dxidtl y_=0. 
Respuesta 1 -— 26-21 + e. 


12.5.2. Obtenga x(0), 1 > 0: d2x/d12 =21 + 1, x(0-) =0, dxldrl y. = 1. 
Respuesta 38 +38 +1 


12.5.3.  Resuelva el siguiente par de ecuaciones diferenciales para £ > 0: 


dx dx 

A O O 
rra x—5Sy=0,x(0-) en ls 
ly yoo, 2 4 
de PE TE 


Respuesta x(t) = 10e2! — 10e-2! — 20 sen 2£ 
y(0) = 6e21 — 6e-2 + 20 sen 2£ 


RESUMEN 


Las transformada de Laplace es una forma de convertir funciones de tiempo en funciones 
de variable compleja s. Las operaciones de cálculo de diferenciación e integración en el 
dominio del tiempo pasan a ser simples operaciones algebraicas de multiplicación y di- 
visión en el dominio s. De este modo, un uso clave de la transformada de Laplace es con- 
vertir conjuntos de ecuaciones integrodiferenciales, tales como ecuaciones de circuito, al 
dominio s, resolverlos utilizando álgebra simple, y convertir la solución de vuelta a su for- 
mato deseado en el dominio del tiempo. La conversión, o transformada inversa, se logra 
mediante una manipulación directa llamada expansión en fracciones parciales. 


E La transformada de Laplace de f(t) se define por la transformada integral 
00 
F(s) = fe * di 
0- 
" La transformada de Laplace de una suma, es la suma de las transformadas de Laplace; 
igualmente, multiplicar una función de tiempo multiplica a su transformada. La transfor- 
mada de Laplace es una operación lineal. 


= El escalón unitario u(£) y sus integrales y derivadas se conocen como funciones singulares. Sus 
transformadas de Laplace son s”, donde el entero n es 1 para el escalón unitario, 2 para la rampa 
unitaria, 3 para la parábola unitaria y O para el impulso unitario. 


= El impulso unitario ¿(r) es la derivada generalizada del escalón unitario. 3(t) = O para toda 
1% 0, y tiene una área total de la unidad. 


M La transformada de Laplace de una derivada df/dt es s veces la transformada de Laplace de 
la función f(t) menos su valor inicial f(0—). 
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" Con frecuencia pueden obtenerse transformadas desconocidas aplicando las propiedades de 
transformada de Laplace de la tabla 12.1 a las transformadas conocidas que aparecen en la 
tabla 12.2. 


" La expansión de fracciones parciales (EFP) es el proceso de reescribir función racional 
como suma de términos simples, donde cada uno tiene una transformada inversa conocida. 


" El término EFP debido a un polo simple p es A/(s — p). 


E Los términos EFP debidos a un polo p que se repite r veces son de la forma Az /(s — px 
parak=1,...,r. 


" Las ecuaciones integrodiferenciales pueden resolverse convirtiendo las ecuaciones al 
dominio s, término a término, resolviendo las transformadas desconocidas, y utilizando la 
expansión en fracciones parciales para recuperar las transformadas inversas. 


PROBLEMAS 
12.1.  Determínese F(s) para las siguientes f(£): (e) 
(a) 


2e 7 0<1<1 


(b) A 
eN 1is1ss 
(5 
1 $ 
tc) 5 
E ES y 

(d) : , 
12.2.  Determínese F(s) y la región de convergencia para las 
siguientes f(t): 
(a) 
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(b) 


3r(t — 4) 


(c) 


cos t 


(d) 


12.3. —Determínese F(s) para las siguientes f(1): 


(a) 5e7% — 207? + et 

(b) (Se — 2e7* + e*Du(e) 

(0) (5e7* — 207! + eDu(t +1) 

(d) (+ — De? 

(e) u(1) — 2u(t — 1) 

(£) ea _ e iu 

12,4. El límite inferior en la integral que define la transfor- 
mada de Laplace (12.1) a veces se toma como 0 +. ¿Cómo cam- 
biarían las F(s) calculadas en el problema 12.1(a6) si 
adoptáramos esa definición? 


12.5. ¿Es et!” Laplace transformable? Explique. 


12.6. Demuestre que no hay M y 6 tales que, para todo £ > 0, 
| 11] < Meor, Esto demuestra que f(t) = t* no es de orden expo- 
nencial. 


12.7. Explique por qué f(t) = 1/(t+ + 1) es Laplace trans- 
formable, pero 1/(t — 1) no lo es. 


12.8. Especifique una función periódica f(t) que no es 
Laplace transformable. Explique por qué no lo es. 


12.9. ¿Qué función converge más rápido a cero: f10e-10% o 
¿9? Obtenga una £* de forma que ha seleccionado siempre sea 
menor que la otra para f£ > £*. Esto define una convergencia más 
rápida. 


12.10. Considerando la integral de la definición, ¿cuál es el 
valor de E(s) si f(t) = O en todas partes excepto f(ty) = 1, ty 2 
0? ¿Qué implica esto acerca de la diferencia f (+) — f,(t) de dos 
funciones de tiempo con la misma transformada de Laplace de 
E (s) = Fs)? 


12.11. Utilice la integral de la definición (12.1) para obtener la 
transformada de Laplace de Se cos (31 + 129). Sugerencia: 
utilice la identidad de Euler y la linealidad. 


12.12. Exprese las siguientes f(t) como combinaciones linea- 
les de escalones unitarios u(+t), rampas r(£), y parábolas p(1) des- 
plazadas respecto al tiempo. 


(a) 
2 
1 
1 
0. 1.2. 374 
2 
(b) 
5 
É 
4 6 
(c) 
(d) 
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(e) 


2,0<1<4 


(1 


4 - 13), 4<1<5 


t 


5 
Es D?-1,251<4 


12.13.  Dibuje las siguientes funciones, marcando sus valores 
ent=1y1=4, 


(a) 2[u(t) — u(t — 15)] 

(b) 6r(1) — u(t — 2) 

(0) 4Hu(t — 3) —u(— 3)1+p0) 

(d) 2p(0) — 2p(t — 2) — 2r(t — 2) 

(e) r(0) —-2r(1- 1D) +r( -2) 

(1D rt -r(t-1-r(d-2)+r(-—3) 


12.14, Evalúe lo siguiente, y determine si son derivadas 
ordinarias o derivadas generalizadas 


(a) E [eos2aru ( - ¿)| 


(b) E isertruto)! 


d |sent 
(c) E [uo | 


(d) E tuto — te”tu(e)] 


d? 
(e) qe cos 21 u (1) 


d? 
(5 gar - 2p(t - 1) +u(0)] 


12.15. — Evalúe las derivadas primera y segunda. 
(a) F(t) del Problema 12.1(a) 
(b) F(5) del Problema 12.1(b) 
(c) F(t) del Problema 12.1(c) 
(d) F(t) del Problema 12.1(d) 
(e) (+) del Problema 12.1(e) 
(0 FO del Problema 12.1(f) 


Problemas 


12.16. Evalúe las primeras tres derivadas df/dt, d? f/dt?, y 
d2fId13 


(a) F(0) del Problema 12.12(a) 
(b) £(1) del Problema 12.12(b) 
(c) F(t) del Problema 12.12(c) 
(d) f(t) del Problema 12.12(d) 
(e) f(t) del Problema 12.12(e) 
(0 F(0 del Problema 12.12(f) 


12,17. Determine las transformadas de las siguientes fun- 
ciones de tiempo. 


(a) £(1) del Problema 12.12(a) 

(b) df/dt para f(t) del Problema 12.12(a) 
(c) £(t) del Problema 12.12(b) 

(d) df/dt para f(t) del Problema 12.12(b) 
(e) F(0) del Problema 12.12(c) 

(0) df/dt para f(t) del Problema 12.12(c) 
(e) F(0 del Problema 12.12(d) 

(h) df /dt para f(t) del Problema 12.12(d) 
(1) FO del Problema 12.12(e) 

(3) df/dt para f(t) del Problema 12.12(e) 

(k) f(£) del Problema 12.12(f) 

(D) df/dt para f(t) del Problema 12.12(f) 


12.18. Demuestre el teorema de la integración de la derivada 
del impulso unitario (integre el teorema de integración del 
impulso unitario por partes). 


+00 
/ 8 (tt) f(0 di =-f'(to) 


00 


12.19. Evalúe j pa SOX: —1) F(-2) desi (0) = Le u(s). 


12.20. Obtenga la transformada de Laplace 
(a) er! cos(31 - 15% u(1) 

(b) e”! sen(31 - 15% u(t) 

(c) er! cosh(3t- 15% u(t) 

(d) e7! senh(31 - 15% u(t) 

(e) eC3tjór 

(£) eo3+jó y (1) 

(g) 108(t- 4) 

(h) 105(t + 4) 

12.21. — Obtenga la transformada de Laplace 
(a) Q-1) 

(bd) Q- pe 

(c) (2 1je+% 

(d) te7* cos(21t +30) 

(e) 1tey(r) 

(0 8-1) +8() + Sutt) 

(2) 1-u(0) 

(y 2—u(t) 


12.22. Obtenga la transformada de Laplace 
(a) e uo +e*u(t - 4) 
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(b) 12e7? cost 

(0) 12e7* sen 71 

(d) 2e+8 cos(5t — 118%) 
(e) pe (6-j2 


(0) Pertu(t) 
(Den 
(hd) 1e72 cos 31 


12.23. Obtenga la transformada de Laplace 
d 
(a) gu) 
d 
(b) —](e7) 
—[e7* cos 2tu(t 
(c) En [e* cos 2tu(t)] 
d 
(d) ero cos 2£] 
(e) ss [e”* sen 214(1)] 
e) —[e”*s 
di sen 21u(1) 
d 
(1 Pr sen 21] 
12.24. Comenzando a partir de L[e—* u(1)] = 1Xs + 1), veri- 
fíquese la relación L[e-9*u(£)] = 1/(s + a) por 
(a) La propiedad de multiplicación tiempo-frecuencia 
(b) Propiedad de desplazamiento de frecuencia. 
12.25. Partiendo de Lle-tu(t)] = 1/(s + 1), verifique la 
relación L(tMe-*) = (n — 1)!A(s + 1)” utilizando la t-multipli- 


cación. 


12.26. Obtenga la transformada de Laplace 
(a) 2 

2 

se+1 


Ss 
(0) s.+35+2 
(d) 35? — 25? +1 
$+35+2 
(e) —— 
Ss 


3 
s+35+2 
(0. ——— 


Ss 
3 
se +35+2 
(y == 
s 
(h) 6510 
12.27. Obtenga las transformadas inversas de Laplace 


s+2 
s+1 
s? +25 
s+1 


(a) 


(b) 


(1 sís—1) 

12,28. Obtenga la transformada inversa de Laplace de F(s) = 
s2 + 3 /s2 + 4, como en el ejemplo 12.11, pero primero utilizan- 
do la división larga. 


12.29. Obtenga las transformadas inversas (estas funciones 
tienen polos reales distintos). 


(s + 8)Ys + 2) 
Ss+1 
ss 
6s* 
Pe 


12.30. Obtenga fórmulas generales para la transformada 
inversa de los siguientes. Suponga en cada caso que b za. 


1 


(s + as +b) 
s 
(s + as +b) 
cs +d 


(s + 0)(s +b) 
1 


(a) 
(b) 
fc) 


Ds (s + aY(s + b) 
S 


SNTE VGFD) 


Ss 


0 (s + as + b) 


12.31. Obtenga las fómulas generales para las transformadas 
inversas de las siguientes. Suponga en cada caso que Im(g) + O 
y que a es real. 


1 


O SIDE TANTAS 
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S 
(s + 9)s +q%)(s +4) 
0 
(s + is +9 +a) 
ces? +ds+e 


(s + q)s + q)(s +a) 


(b) 


(c) 


(d) 


12.32, Obtenga las transformadas inversas de Laplace (estas 
funciones tienen polos conjugados complejos distintos). 


(a) Mr 
s+1 
5 
(>) 252 +5 
(0) 35 +2 
ñ +23 
4s* +2 
() s2+4s5+13 
(e) A 
(82 + 1(s2+4) 
25s+9 
0 s+ 


(s? + 4s + 205? +2s +2) 


12,33. — Obtenga las transformadas inversas de Laplace (estas 
funciones tienen polos repetidos reales) 
1 

a '= 
2 (s + 1? 
1 
(b) 52 

Ós 
Qs + 3) 

s—-4 
s2.+65+9 
S — 45 
(s + 2) 

75? 


(1 s2+4+352435 +1 


12,34, Obtenga las transformadas inversas de Laplace (estas 
funciones tienen polos repetidos complejos). 
1 
To 
35 
[s7 +25 +57 
75 +3 
54252 +1 
3 


(b) 
(c) 


(d) 


Problemas 


6s 


Es + 12 + 1P 
352 -2s+1 


Es +12 +17 


(e) 
(£) 


12.35. Obtenga las transformadas inversas de Laplace. 


(a) s-2 


(bd) =— 
(c) 
(d) 


O DE +2 +0 


-4 

ss + 1D? +16] 
35 +6 

Ts +14 16] 

e NR ERRE] 
[+ 1)2+ 16] 


(6 


(2) 


12.36.  Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales para 
x(9), £ > 0, por métodos de dominio-s. Compruebe por métodos 
de dominio de tiempo. 


(a) a + 3x =0,x(0-) =1 
dx _ 

(b) di + 3x =4e ",x(0-) =1 
d 

(c) = + 3x =4e"",x(0-)=1 

a Ex =20 046,10) =3 
d 

(o) + 16% =10%, x(0-) =0 


12.37. — Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales para 
x(t), £ > 0, por métodos de dominio-s. Compruébese por méto- 
dos de dominio del tiempo. 


dx . 

() q = 0x0) =1,+(0-)=0 
q. , 

(b) rá e”, x(0-)=1,x(0-)=1 
dx , 

(c) ao 1, x(0—) =0,x(0—) =1 
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= E +2x =0, x(0—-) = 3, x(0-) =+7 
e +32 +2x = 6 sen 21, x(0-) = 1,4(0—) =0 
= 442 + 4x =8(1), x(0—) =x(0-) =0 

A qa2 +4x=1e2 +28(0), 


x(0—) =1,x(0-)=0 


(8) 


12.38.  Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales para 
x(0) y y(£), £ > 0 y por métodos de dominio-s. Verifíquese por 
métodos de dominio del tiempo. 


d 
(a) Sp Fx 42y=0,x(0-) =0 
dy 
A NO =0 
Er x y(0—) 
O unes dla 
dt ña _ 
dy 
e E (ON 
rd Xx y(0—) 


d 
(c) = +2x-—6y=e"*,x(0-)=2 


d 
Dl ar+x=6",y(0-)=1 
dt A 
dex 
—-—y=0,x(0-) =1 
(d) q 79 =0,x(0-) 
dy dx dy 
— + II += =0, y(0-) =0 
Ea y(0—) 
12,39,  Resuelva para x(£), y(£), y z(£), £ > 0, por métodos de 
dominio-s. 
dx dz 
2— -—=5,x(0-)=0 
dr +y di x(0—) 
dy dx _6 
PUR — == a 0— = 0 
Er +y+ e y(0—) 
dz dy 
— +22+2— =0, z(0—) = 1 
7 +22+ di z(0—) 
12.40.  Resuelva para x(f), £ > 0, por métodos de dominio-s. 


Verifique la solución por sustitución. 
d 
() E firmar =0,:(0) =1 


(b) = + f)_x(mdt =1,x(0—) =0 


dx 


Pr 3x +2 f,_x(1)dt =e"* +1,x(0-)=0 


(c) 
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(d) o +21 + fp_x(1)dt =e"* +5,x(0-) =1 


12.41. Demuestre que la ecuación integrodiferencial, para 
>0, 

dx : 

— +ax+b x(tddt = y(t) x(0—) = xo 

dt 0- 
es equivalente a la ecuación diferencial 
dx dx 
=35 +a—7+bx=2(), x(0-)=x0, x(0-)=x 
rad ÓN z(t) (0) =x0, xX(0—-)=%0 


donde z(t) = dy/dt y xq = y(0). 
12.42. Escriba y resuelva la ecuación nodal para este cir- 
cuito, suponiendo iz (0) = 0. 


i+1A 


PROBLEMA P12.42 
12.43. Escriba y resuelva la ecuación nodal para este cir- 
cuito, suponiendo u(0-)=1 A y v,(0—) = 6 V. 
(a) R=50 90, L=10H, C =0.01 F 
(b) R=08,L=1H,C=3F 
(c) R=39,L=3H,C=F 


Set A 


PROBLEMA P12.43 
12.44. Escriba y resuelva las ecuaciones simultáneas de 
malla para este circuito, suponiendo que todas las condiciones 


iniciales = 0 en t=0-. 


2H 3H 


PROBLEMA P12.44 


12,45. Escriba y resuelva las ecuaciones de malla simultáneas 
para este circuito, suponiendo ¡¡(0-) = 0, v¿(0-)= 1 V. 
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PROBLEMA P12.45 


Problemas más complejos 

12.46. Demuestre que la f-multiplicación tiene sólo un 
efecto débil sobre los ritmos de crecimiento de las funciones. 
Específicamente, demuestre que para cualquier entero n > 0 y 
y, real, para toda £ suficientemente grande, 1e%! > e%! pero 
e711 > Mg01 para toda 0; > O. 


12.47. (a) Demuestre el teorema de integración del impulso 


unitario de orden mayor (integre el teorema de integración del 
impulso unitario por partes n veces). 


+00 
/ DE) dt = (0 FW) 


00 


Problemas 


(b) Verifique la propiedad de integración (12,23) por inte- 
gración por partes. 


12.48. Obtenga la transformada de Laplace de la función pe- 
riódica f(1) = t, -1< 1< + 1, que tiene un periodo T = 2. 
Sugerencia: escríbala como una suma de funciones desplazadas, 
cada una un periodo, use series de Taylor. 


12.49. Obtenga la transformada inversa de Laplace de 
F(s) = cos 2s/(58 — 1). 


12.50.  Resuelva para x1(£), x2(£), x3(4), £ > 0, por métodos de 
dominio-s. Suponga que todas las condiciones iniciales son 
cero, excepto para x¡(0—) = 1. 


Px dx 
cea A ESC | 

de sá dt 

dx 

qn Aa 
di +x1+Xx-x3=! 

dx dx3 
rr dt 0 
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Oliver Heaviside 
1850-1925 


Se ha dicho que la electromag- 
nética es demasiado complica- 
da. Esto posiblemente vino de 
una mente simple. 
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En el capítulo anterior se utilizaron las transformadas de Laplace para convertir ecua- 


ciones integrodiferenciales en el dominio del tiempo a ecuaciones algebraicas en el 
dominio-s, de solución más sencilla. Puesto que las ecuaciones básicas del análisis de 
circuito son del tipo integrodiferencial, esto define una clara ruta a fin de mejorar nues- 
tro método para estudiar circuitos eléctricos. Ciertamente, esta ruta es casi idéntica a la 
que ya seguimos cuando utilizamos fasores y circuitos fasoriales que contienen impe- 
dancias en el estado estable ac. Como descubriremos, el dominio-s permite generalizar 
este enfoque altamente efectivo a condiciones que no son de estado estable ac, donde no 
pueden aplicarse fasores. El análisis de circuito en el dominio-s, es decir, luego de 
aplicar la transformada de Laplace a las ecuaciones y variables de circuito, es el tema 
del presente capítulo. 

Lo iniciamos demostrando que todas las leyes esenciales de circuitos pueden pasar 
del dominio del tiempo al dominio-s: las leyes de Kirchhoff, leyes de elementos, equi- 
valentes en serie y en paralelo, equivalentes de Thevenin-Norton, y así sucesivamente. 
Las formas de estas ecuaciones en el dominio-s resultan ser muy similares a las del 
análisis fasorial, donde la variable de Laplace s reemplaza la variable fasorial ¡w. Por 
consiguiente, no es sorprendente que los mismos métodos generales que fueron efec- 
tivos en el contexto de los fasores, se aplican al dominio-s con la misma eficiencia, en 
especial los análisis nodal y de malla, que utilizan impedancia para caracterizar ele- 
mentos RLC. 

Luego se presentará el diagrama de circuito en el dominio-s. Se utiliza del mismo 
modo en que se usa el diagrama de circuitos fasoriales, como auxiliar para escribir las ecua- 
ciones del análisis. Una diferencia con el diagrama de circuito fasorial, es la introducción 
de generadores de condiciones iniciales, cuya inclusión enfatiza nuestra capacidad para 
determinar un comportamiento transitorio en el dominio-s. Se define la función de trans- 
ferencia, una herramienta básica para el análisis de entrada y salida, y a continuación se 
examina la información que contiene. Se desarrollan dos útiles leyes del dominio-s, los teo- 
remas de valor inicial y final. El capítulo concluye cón una discusión de la respuesta de 
impulso unitario, su estrecha relación con la función de transferencia, y la operación en el 
dominio del tiempo, llamada convolución, que nos permite determinar la respuesta de un 
circuito a cualquier entrada a partir de su respuesta conocida a una entrada de impulso uni- 
tario. 
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ELEMENTOS Y LEYES DE KIRCHHOFF 


En esta sección, examinaremos las formas que cobran las leyes de circuito más conocidas 
al transformarse al dominio-s. Considérese la malla de la figura 13.1(a) y el nodo de la figu- 
ra 13.1(b). Aplicando las leyes de Kirchhoff, 


v1(0) + va(t) + v3(0) + v(e) =0 (ala) 
IO+20O+i(0+ i()=0 (13.1b) 
Transformando estas ecuaciones, 
Vi(s) + Va(s) + Va(s) + Va(s) =0 (18:24) 
1,(5) + L(s) + L(s) + L:(s) =0 (13.2b) 


Las caídas de voltaje alrededor de una trayectoria cerrada suman cero, y las corrientes que 
entran a un nodo suman cero, y esto vuelve a ocurrir luego de aplicarse la transformada de 
Laplace. Las leyes de voltaje y corriente de Kirchhoff se aplican sin modificación en el 
dominio-s. 

A continuación, considérense las leyes de elemento RLC. Transformando ambos 
miembros de la ley de Ohm, 


Ur(1) = Rin(t) (13.3a) 


con lo que se obtiene Vr(s) = RIx(s) (13.3b) 


¿(ON 40 


YA Ny 


MIQIN 


ON Ys) 


— , 145) 7 NS 
Vat) . EN 


(a) (b) 
FIGURA 13.1 (a) Trayectoria cerrada para LVK; (b) un nodo para LCK, 
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La ley de elemento para un inductor es 
d. 
uL(t)= LEO (13.4a) 
Utilizando la regla de la derivación, esta ecuación se convierte en el dominio-s en 
Vi(s) = SLI (s) — L i,(0—) (13.4b) 


La ley de elementos para un capacitor puede ser escrita como 


d 
ic(t) = C—uc(t) (13.5a) 
di 
Transformando, 
Ic(s) =sCVe(s) — Cuc(0—) (13.5b) 


Despejando esta última ecuación para Ve(s), 
1 1 
Ve(s) = 5c Ic(s) + e uc(0—) (13.50) 


Al escribir estas leyes de elementos se partió de la suposición de que las variables de co- 
rriente y voltaje satisfacen la convención de signo pasivo. 

Las ecuaciones (13.3b), (13.4b), y (13.5c) demuestran que el voltaje V(s) a través de 
los elementos RLC es la suma de un término proporcional a su corriente y a un término que 
depende de su condición inicial (este término es cero en el caso de una resistencia) 

El factor de proporcionalidad entre voltaje y la corriente en el primer término es la 
impedancia Z(s). Definimos la impedancia de Z(s) de un elemento RLC como la propor- 
ción de V(s) contra Is) cuando todas las condiciones iniciales son cero. 


V(s) = Z(s)Ks), todas las CI = 0 (13.6) 


Aplicando esto a la ecuación citada anteriormente, las impedancias son 


Zr(s) =R (13.7 a) 
Li (s) =sL (13.7b) 


1 
Lc(s)= (13.70) 


como se muestra en la figura 13.2 


1 
Ze) =R  Z¡(5)=sL Z¿(s)= 35€ 


FIGURA 13.2 Impedancia Z(s). 
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Deseamos obtener v,(t) para 1 > 0. Por LVK en el dominio-s, suman- 
do las caídas de voltaje alrededor de la trayectoria cerrada, 


Vols) + Ve(s) + Vi(s) =0 (13.8) 


Puesto que no hay fuentes en el circuito £ < O, todas las condiciones 
iniciales en 0— son cero. Cada uno de estos voltajes es por consi- 
guiente el producto de la impedancia Z(s) y la corriente I(s). La 
impedancia del capacitor es Z¿(s) = 1/sC = 2/5, para el inductor es 
Z¡(s) =sL =s, y para la resistencia, Zp(s) = R = 3. Entonces 


F 


- + 
YN 1H 10) URLt) 
+ — 


FIGURA 13.3 Circuito para el ejemplo 13.1. 


ni 


ut) 


2 l 
0 +3 [1 5d >| + sKs) =0 (13.9) 


3 Es 
Ks) A 3 
s+3+(Q/5) s.+35+2 
Puede recuperarse V ¿(s) por multiplicación de 1(s) por la impedancia 
del capacitor. 
—6 


Ve(s) =Zc(0I) =- 3 +23 


Esto completa la solución en el dominio-s para el voltaje capacitivo 
V¿(s). Para recuperar la solución en el dominio del tiempo v,(t), nece- 
sitamos de la transformada inversa. Por fracciones parciales, obte- 


nemos 
-6 3 6 3 
Vi A E a A o a 
cs) sís +1) (s +2) Ss iran s+2 
así ve (1) = 6e* —- 3e7? - 3 (1 > 0) (13.10) 


El inverso de la impedancia Z(s) se designa admitancia Y(s), donde 
Ks) = Y(sV(s) (todas IC”s = 0) (13.11) 
La admitancia Y(s) es la proporción de la corriente X(s) contra el voltaje V(s) cuando 


todas las condiciones iniciales son cero. A la luz de las impedancias correspondientes en 
(13.7), las admitancias de una resistencia R, y un inductor £, y capacitor C son 


(13.12a) 


(13.12b) 


(13.120) 


Las leyes de Kirchhoff y leyes de elementos son la base para todos los demás teoremas 
de circuito que nos serán útiles, tales como las reglas para combinaciones en serie-paralelo, 
división de corriente y voltaje, y equivalentes de Thevenin-Norton. Puesto que las leyes de 
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Kirchhoff son idénticas en el dominio del tiempo y en el dominio-s, y la ley de elementos V(s) 
= Z(s)I(s) es de la misma forma que la ley de Ohm en el dominio del tiempo, esperamos que 
estas reglas se apliquen sin modificaciones al dominio-s. Esto ciertamente es el caso, 


Obtenga la impedancia equivalente Z(s) de la subred que aparece en 
la figura 13.4. Puesto que el inductor 1-H y la resistencia 2-( están en 
serie, sus impedancias sL =s y R=2 suman: 


Li(s)=s+2 
ES o a La impedancia Z,(s) está en paralelo con un capacitor 1/,-F cuya 
impedancia es Z¿(s) = 1/sC = 3/s. El equivalente es el inverso de la 
suma de los inversos, o 
1 3(s +2 
ao 
[1/(s +2)1+ (8/3)  52+25+3 
También podría obtenerse Z.,(s) sumando las admitancias en paralelo 
Y ¡(s) = 1/Z(s) = 1/(s + 2) y Y ¿(s) = s/3 y luego invirtiendo la admi- 
ZAS) Z1(s) tancia equivalente Y,(s). O, puesto que tenemos exactamente dos 
impedancias Z,(s) y Z¿(s) en paralelo, la impedancia equivalente 
Z.,(s) pudo ser calculada como el producto de estas impedancias divi- 
didas por su suma. 
Combinando Z.(s) con las impedancias con las que está en serle, 


FIGURA 13.4 Circuito para el ejemplo 13.2 


Z(s) = Za(s) +25 +4 (13.13a) 
_ 3(s +2) + (2s + 4)(5? + 25 + 3) 
s24+25+3 
e 25? + 85? + 175 + 18 (13.13b) 
s$+25+3 


Nótese que todas las formas equivalentes para combinar elementos en serie-parale- 
lo, son válidas para las impedancias Z(s): el modo de abreviación de producto por suma 
para dos impedancias en serie, admitancias sumadas para admitancias en paralelo, y así 
sucesivamente, 


Obtenga 1(s) en el circuito del ejemplo anterior para un voltaje de 
entrada V(s) = 1/s?, suponiendo que todas las condiciones iniciales 
son cero. Utilizando el resultado previo (13.13b), 


s +25 +3 AE 
253 + 852 + 175 +18 s? 
Por la regla de división de corrientes, la corriente se divide en pro- 
porción a la admitancia. La admitancia en capacitores es sC = s/3, y 


para la otra parte del divisor de corriente que divide 1(s) es 1/(sL + R) 
= 1/(s +2), 0 


Ks) = Y(SV() = 


5/3 ise s+2 
(5/3) +[1/(s +2] — 5(253 +88? + 175 + 18) 
En resumen, las leyes Kirchhoff quedan intactas en el análisis de dominio-s y la 


noción de impedancia, definida meramente para circuitos fasoriales, se aplica al dominio-s 
como Z(s). Las impedancias pueden combinarse en serie y en paralelo por las reglas que 


Ic(s) = 
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ya conocemos. Otros teoremas familiares de trabajo para el análisis de circuito, tales como 
la división de corriente y voltaje y las transformaciones de Thevenin y Norton, también se 
aplican sin modificar al dominio-s. Si las condiciones iniciales son todas cero, se aplican 
sin que su forma se modifique. Si las condiciones iniciales no son idénticamente cero, 
debe sumarse un término de condiciones iniciales a la correspondiente ley de elemento 
V(s) = Z(SI(s). En la siguiente sección, veremos cómo incluir condiciones iniciales no 
nulas sin dificultad. 


EJERCICIOS 


13.1.1. Obtenga 1I(s) en la figura 13.3 mediante división de corrien- 
tes en el dominio-s. Supónganse condiciones iniciales cero. 
Respuesta 


165) = s/(s? + 2) (5) =- -3 
—[s/62+2)]+3 Ss) o s2+35+2 


13.1.2. ¿Cuál es la admitancia equivalente Y(s) de una resistencia 
10-92, un capacitor 1-F y un inductor 5-H, todos en serie? Exprésese 
como función racional. 

Respuesta si(5s? + 10s + 1) 


13.1.3. Obtenga los equivalentes de Thevenin y Norton en el domi- 
nio-s en las terminales del inductor de la figura 13.3. Suponer con- 
diciones iniciales cero. 

Respuesta 


¡e 


aim 


(a) 
EJERCICIO 13.1.3 


Puesto que las leyes de Kirchhoff siguen siendo válidas en el dominio-s, podemos escribir 
directamente ecuaciones de circuito en el dominio-s mediante inspección del diagrama de 
circuito. Las caídas de voltaje alrededor de trayectorias cerradas en el dominio-s siguen 
sumando cero, al igual que las corrientes en dominio-s en cada nodo o región cerrada. 
Necesitamos únicamente renombrar el diagrama de circuito original en el dominio del 
tiempo para reflejar las modificaciones necesarias: s sustituye a £ en las corrientes y volta- 
jes incógnitas, y las funciones de fuente independiente son reemplazadas por sus parejas 
de transformada en el dominio-s. 

Se requiere de otro cambio adicional antes de que el diagrama de circuito en el 
dominio-s quede completo. Volvamos a las leyes de elemento RLC en el dominio-s (13.3) 
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a (13.5). Repitiendo las formas uv de estas leyes de elemento, 


Vr(s) = RIgís) (13.14a) 
V (5) = sLIL(s) — LiL (0) (13.14b) 


Ve(s) = eS Ic(s) + " uc(0=) (13.14c) 


La primera de estas ecuaciones, que corresponde una resistencia, es de la forma V(s) = 
Z(SXK(s), donde Z(s) = R es la impedancia de una resistencia de R-ohm. Las otras dos son 
de una forma que sugiere que los elementos de almacenaje en el circuito original en el 
dominio del tiempo son cada uno equivalente a dos elementos en serie en el dominio-s: una 
impedancia pura y un generador de condiciones iniciales. Los diagramas de circuito para 
estos equivalentes aparecen en la figura 13.5. Cada impedancia marcada, seaR o sLo 1/sC, 
se considera como un dispositivo de dos terminales que satisface una relación de impedan- 
cia pura V(s) = Z(s)K(s). La condición inicial se incluye separadamente como si estuviera 
presente un segundo elemento, el generador de condiciones iniciales. 

Éste es el único otro cambio entre el dominio del tiempo y el dominio-s. El circuito 
en dominio-s es simplemente el circuito original en dominio del tiempo con incógnitas en 
el dominio-s y funciones de fuente reemplazando sus contrapartes en el dominio del tiem- 
po y combinaciones de impedancias y generadores de condiciones iniciales que sustituyen 
a los elementos RLC. A partir de una inspección de este diagrama de circuito, se obtienen 
las ecuaciones del análisis de circuito en el dominio-s. 


Vals) > R Vas) 


(a) 


FIGURA 13.5  Equivalentes en el dominio-s de elementos RLC. 


Buscamos el voltaje a través del capacitor en la figura 13.6(a) para 
£ > 0. Notando que la fuente salta de 12 a 24 V en £ =0, los valo- 
res en estado estable de en 0— se calculan como ¿,(0—) = 24 y 
v.(0—) = 12 V. En la figura 13.6(b) aparece el circuito en el domi- 
nio-s. Nótese que aquí se marcan las impedancias, junto con los 
generadores de condiciones iniciales Li¡(0-) = 60 y v.(0)/s = 12/s 
para los elementos de almacenaje. La ecuación nodal en el nodo 
superior derecho en la figura 13.6(b), es por consiguiente 


V(s) — (2/5) + Vis) E Vís) — [60 + (24/5)] _ 0 
MI, 6 _ -_-—_=_ 


S/s 305 
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1211 + u(09] V Es 68 : FE vel” 


(a) 


FIGURA 13.6 (a) Circuito original; (b) circuito en el dominio-s. 


125? + 10s +4 
VO A 
s (s? + 35 + 5) 


Puesto que V,(s) = V(s), esto completa la solución en el dominio-s. 
Para recuperar el valor en el dominio del tiempo, se calcula la trans- 
formada inversa mediante el método conocido. 


24 24 36 
Vís) = — + q 7 
Ss s+3 s+3 


y, para 1>0, v,(1) = 12 (2 + 20-112 — 3e-113) (13.15) 


Obtengamos las corrientes de malla 1,(s), Lx(s) en el dominio-s. En la 
figura 13.7(a) se muestra el circuito original, y en la figura 13.7(b) se 
muestra el correspondiente circuito en el dominio-s. 


FIGURA 13.7 — (a) Circuito original; (b) circuito en el dominio-s. 
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Para determinar el circuito equivalente para cada inductor, se necesi- 
ta de su corriente inicial en 0—. Para £< O, la fuente de voltaje en la 
figura 13.7(a) es cero, y los inductores actúan como circuitos cerra- 
dos, de forma que ¿, ¡(0—) = ¿¡,(0—) = 2 A. De este modo, el generador 
de condiciones iniciales para £, es L¡,¡(0-) = (1) () =2 y para L, es 
Lai¡,(0-) = (Q) Q) = 4. Como se muestra en la figura 13.5, estos ge- 
neradores de condiciones iniciales están en serie con sus respectivas 
impedancias inductivas Z¡(s) = sL, = s y Za(s) = sL, = 2s. El voltaje 
capacitivo en 0—, luego de volver a examinar la figura 13.7(a), es 0 V. 
Para este elemento, no se necesita de generador de condiciones ini- 
ciales. Notando que la corriente de malla en la malla superior es 2/s, 
las ecuaciones de malla son 


s+5 -4 165) A 
le 21612] 150)- e 


Resolviendo por inversión de matrices, 


1 
O l= 5 s+6+—= 4 Amd 
Li] A) 4 s+silo 


donde A(s) es el determinante 


a) =0+5)(2+6+7) - oca) 


Realizando el álgebra necesaria, el vector de corriente de malla es 


o | 1 ee 


Lo |" 613648524 115 420) 2s 


lo que completa el cálculo necesario. Nótese que cada corriente de 
malla tiene los mismos cuatro polos pero ceros distintos, de forma que 
contendrán las mismas cuatro funciones de tiempo, pero con coefi- 
cientes de fracciones parciales distintos. Un polo se debe a la fuente 
independiente. Los otros tres se deben a los tres elementos de alma- 
cenamiento en el circuito. 


| (13.16) 


Las transformaciones de Thevenin-Norton en el dominio-s funcionan exactamente como 
se describieron en el dominio del tiempo en el capítulo 2, donde Z(s) reemplaza la resistencia 
R. Por ejemplo, considérense las redes que se muestran en la figura 13.5. Puesto que cada una 
es una combinación en serie de fuentes de impedancia y voltaje, las llamaremos las formas de 
Thevenin de los equivalentes en el dominio-s (en el caso resistivo, se define como cero el 
equivalente de Thevenin de la fuente de voltaje). Si realizamos en estos circuitos las transfor- 
maciones de Thevenin-Norton, las formas equivalentes de Norton tienen fuentes de corriente 
iguales a la proporción del voltaje equivalente de Thevenin, dividido por la impedancia, y 
están en paralelo con estas mismas impedancias. Las formas de Norton resultantes de los cir- 
cuitos equivalentes en el dominio-s aparecen en la figura 13.8. Al igual que con todos los 
demás equivalentes, puede utilizarse libremente la que se desee. Nótese que cada forma de 
Thevenin de un circuito equivalente en el dominio-s con un generador de condiciones iniciales 
no nulo, suma un nodo al circuito, en tanto que cada forma de Norton suma una malla. Con 
frecuencia se prefiere la forma de Thevenin cuando hay otras impedancias en serie, y la forma 
de Norton cuando hay otras impedancias en paralelo. 

Finalmente, siempre es útil combinar impedancias en serie antes de escribir las ecua- 
ciones de análisis nodal en el dominio-s, y las impedancias en paralelo si se planea realizar 
un análisis de malla. 
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VASO <R 


(a) 


FIGURA 13.8  Equivalentes en el dominio-s de elementos R£C: formas alternativas. 


El número de ecuaciones e incógnitas se reduce, y no hay obstáculos ante nuestra capaci- 
dad para recuperar todas las corrientes y voltajes una vez que se descompone el circuito. 


EJERCICIOS 


13.2.1. Obtenga v(£), £> 0 para i(0-)= 1 A y v(0-) =4 V. 
Respuesta 208% — 16e-:, 


13.2.2. Escriba las ecuaciones de malla para 1(s) y resuelva para i(£), £> 0. 
Respuesta ¡(t) = (1 — t)e”* 


22 


EJERCICIO 13.2.1 


1+u(1) V 1H 1F 


EJERCICIO 13.2.2 


13.23. Utilizando equivalentes en serie-paralelo en el dominio-s para las 
impedancias y fuentes, reduzca el circuito dado a uno solo que contenga dos 
voltajes de nodo V¡(s) y Va(s), desconocidos, y escriba las ecuaciones de 
nodo en forma de vector matriz. 


Respuesta 
E s+ 
s e Es 
25+6 4+1 3 25+6 BOI] 
de 1 1 E del 1 Vats) 
+6 546 ss +2 


el) 


5 1 
, a 
v4(0—) = i(0-) =1, (0) =-1 E a 


vs(0—) =2, (0) =4 


EJERCICIO 13.2.3 
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Con frecuencia, nuestro objetivo para analizar un circuito es determinar la totalidad de su 
comportamiento: los valores de todas sus corrientes y voltajes en respuesta a todas sus 
fuentes y energía almacenada inicial. La mayor parte de nuestro trabajo se ha orientado 
hacia este objetivo totalmente generalizado. Los dos enfoques sistemáticos de análisis de 
circuitos enfatizados en el presente texto, el análisis de malla y nodal, resuelven cada uno 
un conjunto de variables importantes (las corrientes de malla y voltajes de nodo, respecti- 
vamente), a partir de las cuales pueden derivarse fácilmente las variables de circuitos 
restantes. Aun cuando en un problema dado, sólo un subconjunto de las variables de cir- 
cuito es de nuestro interés, nuestra estrategia ha sido primero “descomponer el circuito”. 
Una vez que el circuito se ha descompuesto, o, en otras palabras, una vez que se han 
obtenido las variables más importantes, es fácil calcular cualquier otra variable de circuito 
de interés. 

Sin embargo, a veces nuestro interés para estudiar un circuito dado está definido 
mucho más estrechamente que el de obtener todas las respuestas a todas las fuentes. Puede 
darse la situación en que deseamos comprender la relación entre una fuente particular u otra 
variable de circuito a la que llamaremos entrada y otra variable de circuito, la corriente de 
salida o voltaje que produce esa entrada. El objetivo del análisis de entrada y salida es 
comprender su relación, en otras palabras, ser capaces de predecir la salida para cada valor 
posible de la entrada. Si sólo nos interesa una sola pareja de entrada y salida, es poco pro- 
bable que los métodos orientados para determinar todas las corrientes y todos los voltajes 
en respuesta a todas las fuentes y condiciones iniciales, sean muy eficaces cuando se apli- 
ca a este propósito más estrechamente definido. 

El análisis en el dominio-s ya demostró su valor para acelerar los cálculos del com- 
portamiento completo de un circuito. Resulta ser que el enfoque en dominio-s es suma- 
mente adecuado para el análisis de entrada-salida, como lo consideraremos a continuación. 
Para un circuito de entrada V;(s) y salida V,(s), defínase la función de transferencia H(s) 
como la proporción en dominio-s de la salida a la entrada, cuando todas las condiciones 
iniciales son cero: 


H(s) = VANIV;(s), todas las CI = 0 (13.17) 


Aquí V;(s) y Vo(s) pueden ser ambas corrientes, ambos voltajes, o uno de cada categoría. 
Requerimos que todas las condiciones iniciales se fijen en cero con el fin de aislar la entra- 
da seleccionada como la causa de la salida que calculamos. 

Reescribiendo (13.17), vemos el significado de esta definición: 


Vols) = H(NV;(s), todas las CI = 0 (13.18) 


El valor de la salida en la salida del dominio-s de cualquier entrada es el producto de la 
función de transferencia y la entrada en el dominio-s. De este modo, una vez que se conoce 
H(s) podemos predecir la salida V,(s) para cualquier entrada V;(s)por simple multipli- 
cación de dos cantidades conocidas en el dominio-s. Si se necesita la salida en el dominio 
del tiempo v,(1), se necesitará del paso adicional de la transformada inversa. 

Para determinar H(s), se fijan todas las condiciones iniciales en cero y se dibuja el 
circuito en el dominio-s. Una consecuencia de requerir que la condición inicial sea cero, es 
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que en este circuito nunca habrán generadores de condiciones iniciales. Luego se calcula el 
valor de la salida seleccionada. A partir de la división por la entrada, como en (13.17), se 
obtiene la función de transferencia H(s). 


Como primer ejemplo, calcularemos la función de transferencia H(s) 
para la entrada v,(£) y la salida v,(t). En la figura 13.9 se muestran los 
circuitos en el dominio del tiempo y el dominio-s. Nótese la ausencia 
de generadores de condiciones iniciales en el circuito en el dominio-s, 
como consecuencia de fijar todas las condiciones iniciales en cero. 

Procedemos a calcular la salida especificada V,(s). La impe- 
dancia equivalente de los tres elementos a la derecha es 


(0Os+4) _257+4 


Tia A, 
ora” ata 


Luego, por división de voltajes 


4/s 
V.¡(s) = —“=—V, 
168) (4/5) + Zi (s) (5) (13.19) 
6s +8 Vols) 


— 534252 +65+8 


Luego de resolver la salida en términos de la entrada, se obtiene H(s) 
al dividir ambos miembros por la salida V,(s). 


MO e AO (13.20) 
Voís) " 53+252+65+8 


H(s) = 


e O | 25 


(a) (b) 


FIGURA 13.9 — (a) Circuito para el ejemplo 13.6; (b) circuito corres- 
pondiente en el dominio-s. 


Una consecuencia de la relación lineal entre la entrada y la salida vista en (13.18), 
es que si la entrada V¡(s) = O, entonces la salida también debe ser cero. Puesto que éste 
podría no ser el caso si hubiera otras fuentes independientes que contribuyeran a la salida 
V.o(s), deben eliminarse antes de calcular su función de transferencia H(s) en relación a la 
entrada especificada. La función de transferencia mide la salida debida a una entrada 
especificada, donde todas las demás fuentes y condiciones iniciales se fijan en cero. 
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Obtenga la función de transferencia H,(s) = VANA, (s) para el cir- 
cuito en la figura 13.10. Las ecuaciones nodales donde se elimina 
Y, (s) son, en forma vector matriz, 


s+2 -—2 Vis] _ | —L.(s) 
2 2s+3]|| Vas) | 0 


Luego, utilizando la regla de Kramer para recuperar V»(s) 


s+2 —L(s) 
-2 0 -2 
A E o 
2 2543 | 


Nótese que la linealidad de la última ecuación en K, (s) verifica que si 
la entrada 1,, (s) fuera cero, entonces la salida sería también cero. 
Calculamos el componente de la salida debida a la fuente especifica- 
da. Dividiendo la salida por la entrada L, (s), tenemos la función de 
transferencia deseada: 


LO AA 13.21 
H;¡(s) = Lo 2777572 ( ) 


1 
2 Vs 2. Vis 


i, (0) 1F 2540 1,/(5) Eh > 1 


(a) (b) 


FIGURA 13.10 (a) Circuito para el ejemplo 13.7; (b) circuito en el 
dominio-s con V.,(s) eliminada. 


Para determinar una función de transferencia en un circuito que contiene más de una 
fuente independiente, deben eliminarse las demás fuentes antes de calcularse la salida. 
Sean Vi(s), Via(s),..., Vinís) las n fuentes independientes separadas en un circuito, y sea 
V.(s) la variable de salida designada. Por consiguiente, eliminando todas las fuentes ¡ H k, 


Vas) = His Vas), (todas las CI = 0, todas las demás fuentes V;¡(s) = 0) (13.22) 


donde H,.(s) es la función de transferencia entre la salida V,(s) y la entrada Vis), y Vor(s) 
es el valor de la salida producida bajo estas condiciones. 

Ahora supongamos que calculamos la salida total V,(s) debida a todas las fuentes 
Vir(s), Vials),..., Vins), manteniendo las condiciones iniciales en cero. Mediante super- 
posición, la componente debida a la fuente V;,(s) sería V ¡(s), y se calcularía el valor de 
la salida precisamente bajo las mismas condiciones de (13.22). De este modo, la salida 
total sería la superposición 


Vols) = Varís) + Vosís) + >> + Vonís) (13.23a) 
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Vols) = Hi (9 V1(s) + Ha(s)Va(s) + +++ + Hnís)Vn(s) (13.23b) 


En un circuito con entradas múltiples, la salida forzada en dominio-s debido a las fuentes, 
es la superposición de las funciones de transferencias separadas para cada entrada, mul- 
tiplicado por el valor de las correspondientes entradas en dominio-s. 


Continuando el ejemplo anterior, deseamos determinar la función de 
transferencia Hy(s) = Va(s)/V,, (s) debida a la entrada V,, (s), y la sa- 
lida total V>(s) debida a todas las entradas. Para calcular H(s) de la 
figura 13.11, eliminamos la otra fuente L, (s) y determinamos la com- 
ponente de salida debida únicamente a la entrada V,, (s). 

Mediante la regla en serie-paralelo, se obtiene que la impedan- 
cia de los tres elementos de la izquierda es 


s+2 
25? + 6s 
Utilizando Z;(s) y la resistencia 1-£2 como los ramales de un divisor 
de voltaje, 


v5) Zi(s) 
Va(s) = Ez (s) 


Li(s) = 


Vals) _- _6+FD/OP +65) 
V..(s)  1+[(6+2)/0s3? + 65)] (13.24) 


EN s+2 

2247542 
De este modo, la salida es la superposición de las salidas, debidas a 
las dos entradas separadas. 


H2(s) = 


FIGURA 13.11 Circuito en el dominio-s para 
calcular H,(s) en el ejemplo 13.8. 


Va(s) = Hi(NL,(s) + Hr (5 Ves) (13.25a) 


s+2 


Va) = 23747542 


L, (5) + Vs, (5)  (13.25b) 


—2 
252475 +2 
De esta ecuación de entrada-salida (13.25b), ahora podemos deducir 
directamente la salida para cualquier condición de entrada, sin necesi- 
dad de calcular en el proceso ninguna variable de circuito innecesaria. 
Por ejemplo, si las entradas se fijan como bs, (1) = u(t) y vs, (1) =e*u(o, 
entonces 


y -2 1 En s+2 ( 1 ) 

ADS 2 +2 $ 232 +75+2A5+1 

y podría calcularse v,(t) mediante fracciones parciales. (Estos cálcu- 
los suponen condiciones iniciales cero.) 


Una vez que se conoce H(s), es fácil variar la entrada y determinar el efecto que surte 
sobre la salida. La función de transferencia H(s) resultará ser central en el análisis de entra- 
da-salida, es decir, el análisis que se enfoca en las relaciones de causa y efecto entre 
entradas y salidas distintas. Por ejemplo, aprovecharemos al máximo esta capacidad para 
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estudiar la respuesta de frecuencia en el capítulo 14, la dependencia de la salida sobre la 
frecuencia de la entrada. 

En tanto que son útiles, las funciones de transferencia no nos dicen toda la historia. 
Las funciones de transferencia no pueden decirnos nada acerca del rango completo del 
comportamiento potencial de un circuito, puesto que están definidas con condiciones ini- 
ciales en cero. Para condiciones iniciales no nulas, la respuesta natural, es decir, la salida 
cuando se eliminan todas las fuentes independientes, debe ser superpuesta con la salida 
debida a las entradas, o la respuesta forzada calculada utilizando H(s)si se desea la salida 
total. La respuesta natural puede calcularse a partir del circuito en el dominio-s habiendo 
presentes generadores de condiciones iniciales, y eliminándose todas las demás fuentes 
independientes. 


EJERCICIOS 


EJERCICIO 13.3.2 


13.3.1.  Denótese ¡¿(t) a la fuente en la figura 13,3, y obtenga H(s) para la 
entrada 1,(s) y la salida V ,(s). 
Respuesta s2/52 + 35 +2 


133,2. Obtenga las funciones de transferencia entre la salida 1(s) y las 
entradas Vs, (5), Í, (s). 
Respuesta —(7s + 2901282 + 135 + 2), (135 + 201282 + 135 + 2) 


133,3, Obtenga H(s) con la entrada V p(s) y la salida V,(s). [Sugerencia: 
Obténganse ambas en términos de V,(s).] 


Ls 
R ta - = 
espuesta R 
Vals) + 
R 
+ 
V,(s) sL MO) 
1 áÑ 
sC 
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Vimos en el capítulo 12 que los polos de una transformada F(s) determinan, hasta una cons- 
tante de multiplicación, los términos en la expansión de fracciones parciales, y por con- 
siguiente, las funciones de tiempo que forman su transformada inversa f(t). Un polo simple 
en s = p hace que surja un término Ke?" en f(t), en tanto que polos repetidos en s = p crean 
formas de t-multiplicadas de la misma función exponencial de tiempo. 

La dependencia del término Kert de f(£) por el lugar del polo p en su transformada 
F(s) se ilustra en la figura 13.12. Sea p = dr + jw, sea eb! = e9! ejot, De forma que w =0, 
te-nemos un polo puramente real situado en el eje horizontal en la figura. 
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wv=Imp 


Mayor decaimiento Mayor crecimiento 
<=— —=> 
x Xx x x 
x x x x 


FIGURA 13.12 Dependencia del término er! de f(t) en el lugar del 
polo p = gs + ja en el plano complejo. 


El término correspondiente e%? decae a cero para O < 0, es constante para O =0, 
y crece sin límite para O > 0. Para () + O, el polo es complejo, y la correspondiente 
exponencial e?! = eS! gjot es compleja. En este caso, la figura 13.12 muestra el término 
ePt, combinado con el término eP*, que se debe a la presencia de su polo conjugado 
complejo p* = O — jo. Puesto que 


er q ¿7 = EUA y io 20% cos wt (13.26) 


podemos ver que el ritmo de crecimiento o decaimiento en cada término de f(t) está go- 
bernado por la parte real del polo. Si Re p = G < 0 el término correspondiente en f(t) 
decae a cero. Esta conclusión también es vigente para los polos repetidos, puesto que las 
formas t-multiplicadas de e%!, eventualmente decaen a cero respecto al tiempo, en tanto que 
es! también lo hace. Nótese en la figura 13.12 que únicamente se dibuja la mitad superior 
de las respuestas en el plano complejo, puesto que cada respuesta dibujada en lugar de polo 
complejo p combina términos debidos a un par conjugado complejo de los p, p*. Las 
respuestas que no se dibujaron en la mitad inferior de la figura 13.12, son idénticas a las 
que se mostraron en los lugares conjugados complejos en la mitad superior del plano com- 
plejo. 

Estamos particularmente interesados en el lugar de los polos de las corrientes y volta- 
jes en la respuesta natural. Para cualquier circuito lineal, podemos eliminar las fuentes 
independientes y escribir un conjunto complejo de ecuaciones de análisis de red, sea este 
análisis de malla o nodal, en el dominio-s. Para ser más específicos, supongamos que se 
eligió el análisis de malla. Las ecuaciones serán de la forma 


M(sI(s) = Vicís) (13.27) 
donde K(s) es el vector de corrientes de malla desconocidas, V¡¿(s) es el vector de los tér- 
minos de fuente del generador de condiciones iniciales, y M(s) es la matriz cuadrada de 


conexión. Los valores de s para los que el determinante de M(s) es igual a cero, se cono- 
cen como polos del circuito. 
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Considérese el circuito que aparece en la figura 13.3(a) transformado 
al dominio-s en 13.13(b). Las ecuaciones de malla con V,(s) = 0 son 


2s +4 —4 15) 211 (0—) 
A ARE ol | (0485) 
y Ss 


Entonces el determinante J(s) es 


a 8(57 + 2544) (13.28) 
S 


8 
A(s) = Qs +4) (s + =) — 16 
s 
Los polos del circuito son los ceros de A(s) que son las raíces cuadráti- 
cas py, p, =-1 + j V3. Resolviendo (13.28), 


O l= +2 4 E 
Lo9] AOL 4 244 LA 
y 1 | ¡1 (0—)s + 2i1(0—) — Fue(0—) | 
52425 +4 | (11(0—) — ¿ue(0—))s — Fue(0—) 


A partir de (13.29), podemos ver que las corrientes que pasan a través 
de cada elemento en un circuito tiene como polos a los polos del cir- 
cuito p¡, p, determinados anteriormente. Lo mismo para cada voltaje 
en el circuito, como puede verificarse fácilmente sustituyendo las co- 
rrientes de malla anteriores en las leyes de elemento para cada ele- 
mento en el circuito, 

Realizando análisis nodal en este mismo circuito, el único volta- 
je de nodo desconocido es V(s), y sumando corrientes en este nodo, 


s v¿(0—) 1 1 A Ex 
8 (vo a ) + AS + ¿51V(s) — 2, (0-)] =0 


(13.29) 


_ suc(0—) + 811 (0—) 
A 


El análisis de malla y nodal, llegan al mismo conjunto de polos para 
el circuito, tal y como debería ser. 


2H 


O) 490 


(a) 


FIGURA 13.13 — (a) Circuito para el ejemplo 13.9; (b) en el dominio-s. 
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Ejemplo 13.10 


FIGURA 13.14 Circuito para 


el ejemplo 13.10. 


Los polos de un sistema dictan la suerte que correrá su respuesta natural. Como se 
muestra en la figura 13.12, cada polo cuya parte real es negativa, resultará en términos de 
respuesta natural que decaen a cero. Aquellos con partes reales cero, no crecerán ni 
decaerán, en tanto que los polos con partes reales positivas, generan términos que crecen 
ilimitadamente. 

Definimos que un circuito es estable si todas las respuestas naturales en el circuito 
decaen a cero respecto al tiempo. Puesto que únicamente los polos del circuito con partes 
reales negativas producen respuestas naturales que decaen a cero, la estabilidad de un cir- 
cuito es equivalente a Re p < 0 para cualquier polo de circuito p. Formulado de otro modo, 
la estabilidad requiere que todos los polos del circuito permanezcan en la mitad izquierda 
del plano complejo, como se muestra en la figura 13.12. El circuito del ejemplo anterior es 
estable, puesto que los polos conjugados complejos del sistema tienen como parte real —1. 
El siguiente ejemplo ilustra un circuito que, para distintos rangos de un parámetro de cir- 
cuito, puede ser estable o inestable. 


Considérese el circuito en el dominio-s de la figura 13.14, que con- 
tiene una fuente de voltaje controlada por corriente de ganancia de k 
ohms y un solo inductor que produce el generador de condiciones ini- 
ciales que se muestra. Determínese si este circuito es estable. 

Las ecuaciones de malla son 


25+2 2] [197 _ [Vi(s) +21(0-) 
(a 3 il 0 | (13.308) 


El determinante es 
A(s) = Qs +2)83) - 202 +k) = 6s + 2(1 — k) (13.30b) 


De forma que hay un solo polo de circuito situado en p = 5 (k — 1). 
Para k < 1, este polo tiene una parte real negativa. Concluimos que 
para k < 1 este circuito es estable; para k > 1, no es estable. 


La estabilidad tiene varias implicaciones respecto al comportamiento de un circuito. 
A continuación señalaremos dos que son de importancia inmediata: la relación entre esta- 
bilidad y estado estable, y entre estabilidad y análisis de función de transferencia. 

Anteriormente definimos el estado estable como la condición, en donde todas las tran- 
sientes decaen a cero, y la respuesta general del circuito es igual a su respuesta forzada. Pero, 
¿qué sucede si los comportamientos transitorios en un circuito nunca tienden a cero? Bl cir- 
cuito nunca llegará al estado estable, y el análisis en estado estable, incluyendo el análisis 
fasorial del estado estable ac, no determinará los valores a largo plazo de las corrientes y 
voltajes. El análisis en estado estable es únicamente aplicable a circuitos estables. Los va- 
lores a largo plazo de corrientes y voltajes en circuitos inestables dependen fuertemente de 
sus condiciones iniciales. No existe un estado estable para circuitos de esta naturaleza. 


Determínese el valor del estado estable ac de ¡,(t) en el circuito que 
aparece en la figura 13.14 para la fuente v,(£) = 40 cos 2t V. Apli- 
cando la regla de Kramer para resolver (13.30a), 


Dd + 251 (0) a 


0 3 i,(0—) 1V1(s) 
10 = — 5 = == += 3H 
A s+l1=k) s+1d-k) 
-2=k 003 
(13.31) 
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El polo único del circuito está en p => (k — 1). Si k> 1, el polo no está 
en el semiplano izquierdo y el circuito es inestable. Por ejemplo, con 
k = 4, la respuesta natural [el primer término en (13.31)] es ¿, (0-Je*, 
que ciertamente no decae a cero conforme t crece. Para k > 1, el circuito 
nunca se “asienta” a un valor de estado estable; el estado estable no 
existe en este circuito para k > 1. Para k < 1, la respuesta natural tiende 
a cero, sin importar la condición inicial, y tendremos un estado estable. 
Utilizando la fuente V¿(s) = 40s/(s, + 4), la expansión en fracciones par- 
ciales para la respuesta forzada [segundo término en (13.31)] es 


20s Ml A ha B En B* 
[s +30 0] (82+4) s+1(d=k) s-j2 s+]32 
Para k < 1, el primer término a la derecha decaerá a cero con el tiem- 


po, y puesto que sólo necesitamos el estado estable, no necesitamos 
calcular A. 


_ 20(,2) a 10 
[+140-0]160  4d-0+32 


y el valor en estado estable requerido para toda k < 1 es 
i¡(£) = 2|B|cos(2t + 6) 


donde 


10 
(B| = === 9 = —arctan 


6 
Ja +4 10 


La inaplicabilidad del análisis en estado estable para circuitos que no son estables, su- 
giere que debemos investigar la estabilidad antes de iniciar un cálculo en estado estable. Esto 
puede hacerse determinando si todos los polos del circuito tienen partes reales negativas como 
se describió anteriormente. En la práctica, los circuitos que no tienen fuentes controladas, son 
casi siempre estables. Las corrientes y voltajes debidos a condiciones iniciales pueden acumu- 
larse indefinidamente sólo si existe un elemento que suministre potencia al resto del circuito, 
que no puede ser un elemento RLC (del cual sabemos que nunca suministra potencia prome- 
dio). Puesto que se eliminan las fuentes independientes para determinar la respuesta natural, el 
único candidato restante es una fuente controlada. Los únicos circuitos que no tienen fuentes 
controladas, que pueden no ser estables, son aquellos que contienen trayectorias cerradas 
LC aisladas sin resistencia, que corresponden a polos de circuitos exactamente en el eje jo 
(Re p=0). 

Finalmente, considérese las implicaciones de la estabilidad en el uso de funciones de 
transferencia. La función de transferencia H(s) permite calcular una salida V,(s) para una 
entrada dada V¡(s) mediante la relación 


Vols) = H(s)Vi(s), todas las CI = 0 
Sin embargo, supongamos que las condiciones iniciales en el circuito no son exactamente 


igual a cero!, ¿En qué medida es aún aplicable esta relación? Si el circuito es estable, la 
respuesta natural decaerá a cero. La respuesta forzada determinada mediante la ecuación 


l Lo cual siempre será el caso para circuitos físicos, aunque únicamente debido a inevitables voltajes y corrientes 
de ruido térmico. 
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anterior tenderá a la respuesta real y total a una precisión arbitraria conforme £ —> oo, Por 
otra parte, si el circuito es inestable, la respuesta total diferirá de la respuesta forzada deter- 
minada por el análisis de función de transferencia por un término (la respuesta natural) que 
bien podría tender a infinito. 

La conclusión es que la propiedad de estabilidad tiene una importante presencia en la uti- 
lidad de los análisis de estado estable y de funciones de transferencia. En análisis del estado 
estable, es inaplicable, y el análisis de funciones de transferencia, limitado a determinar la parte 
forzada de la respuesta, puede darnos resultados sumamente distintos de la respuesta total. La 
estabilidad puede determinarse convenientemente en el dominio-s examinando las partes 
reales de los polos de circuito, que deben ser todos negativos para que el circuito sea estable. 
Los polos del circuito son ceros del determinante de la matriz nodal o de análisis de malla. 


EJERCICIOS 


13.4.1. Demuestre que un circuito LC simple de dos elementos en paralelo 
no es estable. 

Respuesta Los polos del circuito en + ¡¿V1/LC no tienen partes 
reales negativas. 


13.4.2. Determine los polos del circuito. ¿Es este sistema estable? 
Respuesta —1,-4; si 


10) 


13.4,3. ¿Cuál es el valor máximo de k, para el cual este circuito no es 
estable? 


Respuesta —4 
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Q ve 


| 


EJERCICIO 13.4.3 


ALOR INICIAL Y FINAL 


A continuación desarrollaremos dos útiles teoremas que nos permiten deducir el valor inicial 
de una función de tiempo, f(0+), y su valor final, f(0o), a partir de su transformada F(s). 
Considérese toda f(t) que no contiene impulsos o singularidades de orden mayor en £ = 0. 
Escribamos f(2) en la forma f(2) = g(t) + du(t), donde g(t) es continua en 1=0, y d = f(0+)— 
F(0—) es el tamaño de la discontinuidad de salto en f(£) con el valor £ = 0. Diferenciando, 


Aplicando la regla de derivación a esta ecuación 


“df _ , Sdg _ : de =st 
Fs) =f0-5=]. ed]. ÉS 
sF(s) — F(0—) de qa Ni ER ic (13.32) 
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Utilizando el teorema de integración del impulso unitario, la última integral en el lado dere- 
cho es simplemente d, sin importar el valor de s. Conforme s > os, la integral que se suma con 
ésta debe tender a cero, puesto que el integrando se hace arbitrariamente pequeño con cada 
t. De este modo, pasando al límite conforme s — os, 


JímsF(s) — F(0—) =d = f(04) — F(0—) 
y cancelando términos comunes a ambos lados, tenemos el siguiente teorema. 


Para cualquier f(t) sin impulsos o singularidades de orden más alto cuando 1 =0. 


lím sE(s) = f(0+) 


La condición de la no existencia de singularidades de impulso o de orden mayor se satis- 
face por cualquier función racional propia F(s). 

A continuación consideremos (13.32) conforme s > 0. La última integral sigue sien- 
do d, y la integral que se le suma es 


00 de 00 dg 
lím e" dt= — dit = g(00) — g(0— 
tf ro N dl g(00) — g(0—) 
La última igualdad requiere que g(co) exista para la función dada. Entonces, si g(co) existe, 
lím sE(s) — f(0—) = g(00) — g(0-) +d (13.33) 


Puesto que f(1) = g(£) + dult), entonces g(oo) = f(co) — du(oo) = f(eo) — d. Sustituyéndolo 
en (13.33) y notando que f(0—) = £(0—), tenemos el siguiente teorema. 


Para toda f(t) tal que existe el límite f(co) 


lím sF(s) = f(c00) 


Ks) = (753 + 254 + 353 + 552 + 25 + 2). Obtenga el valor inicial ¡(0+) 
y el valor final ¡(oo). Conforme s > oo los términos de mayor poten- 
cia predominan tanto en el numerador como en el denominador, en 
tanto que los términos constantes predominan conforme s —> 0. Por 
consiguiente 


lím sI(s) =1(0+)=7, — límsK(s) =1(00) =0 


El principal beneficio de estos dos teoremas, es que no necesitamos calcular una 
transformada inversa para descubrir sus valores inicial y final. En el caso anterior, por 
ejemplo, esto requeriría de factorizar una ecuación cuártica, para descubrir los polos, y 
luego calcular los numeradores de la expansión en fracciones parciales. Podemos pasar por 
alto estas dificultades si únicamente se necesitan los valores inicial y final de la transfor- 
mada inversa. 
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EJERCICIOS 


13.5.1. Calcule L”! [(405 + 20M(53 + 65? + 55)] verifíquelo aplicando los 
teoremas de valor inicial y final. 
Respuesta 4- 15e! +11e-5%, IVT: f(0+) =0; FVT: f(co) = 4 


13.52. Sii, (£) = ult) y las condiciones iniciales 0— son cero en el circuito 
del ejercicio 13.4.2, obtenga ¿¿(0+) e ¿(0o). 
Respuesta 2A,0A 


13.5.3. Un circuito tiene dos fuentes independientes y, para la variable de 
salida v,(£), funciones de transferencia 


se+1 


Ss —- 3 
H; (s) = OREA Ha (s) = FIA 


+25" 


relativas a estas fuentes. Obtenga v,(0+) y v,(eo) si 5(1)se aplica en cada entra- 
da y todas las condiciones iniciales en 0— son cero. 
Respuesta +6, -3/2 


AL IMPULSO Y CONVOLUCIÓN E o 


La función de transferencia H(s) permite que podamos calcular una salida V,¿(s) para una 
entrada dada Vi¡(s) mediante la relación 


Vos) = H(S Vis), todas las CI = 0 (13.34) 
Si seleccionamos la entrada v,(t) como la función de impulso unitario, 
vi(e) = 50 (13.35) 


entonces, puesto que la transformada de 3(1) es la constante 1, la respuesta bajo estas 
condiciones será simplemente 


Vo(s) = H(s) (1) = H(s) (13.364) 
o en el dominio del tiempo 
vo(£) = L[H(s)] = (2) (13.36b) 


La función de tiempo k(£), siendo la salida causada por la entrada de impulso unitario cuando 
todas las condiciones iniciales son igual a cero, se designa, y muy razonablemente, respuesta 
de impulso unitario o a veces únicamente respuesta de impulso. Por (13.36b), podemos ver 
que la respuesta de impulso unitario h(t) y la función de transferencia H(s) son una pareja de 
transformada de Laplace. Puesto que todos los circuitos prácticos son causales, es decir, que 
no pueden dar respuesta a una entrada hasta que la entrada en sí se inicie, requeriremos que la 
respuesta de impulso sea cero en tiempo negativo; A(t) = 0 para 1<0. 


Obtenga la función de transferencia H(s) y la respuesta de impulso 
unitario h(t) para la entrada v,, (1) y la salida v,(t) para el circuito de 
la figura 13.15, 

Se muestra el circuito en dominio-s, preparado para calcular 
H(s) eliminando la otra fuente independiente y fijando los gene- 
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FIGURA 13.15 (a) Circuito para el ejemplo 13.13; (b) Circuito en el 
dominio-s con las demás fuentes eliminadas. 


radores de condiciones iniciales a cero. Las ecuaciones para el análi- 
sis nodal en este circuito son 


Vi (5) + [Vi (5) — Vs, (s)] + [Vi(s) — V2a(s)]=0 (13.378) 
15 Vals) + [Va(s) — Vi(s)] + 25[V2(s) — Vos] =0  (13.37b) 


Multiplicando (13.37b) por 3 y sumándolo a (13.37a), se elimina 
Vi(s): 


(£ +3 +65 — 1)Va(s) = (6s + 1)V,,(s) 


Va(s) os 
Vs1(s) s+ z 
Para determinar la respuesta impulso h(£) necesitamos la transforma- 


da inversa de la función de transferencia H(s). Después de dividir 
1 


H(s) = 


H(s) =1- (13.38) 
s+z 
y h(t) =8(0) — qe Sut) 


Nótese que multiplicamos por u(t) puesto que requerimos h(£) = 0 para 
1<0. 


Cuando se aplica la entrada v;(*) = 30(t — 5) a un circuito con condi- 
ciones iniciales cero, y se eliminan las demás fuentes independientes, 
la salida se mide como 


volt) = e * cos[7(t+ — D]Ju(t — 9) 


Determine la función de transferencia H(s) y la respuesta de impulso 
h(t). Transformando la entrada v(t) 


Vi(s) = 3e7% 


Usando la entrada de la tabla 12.2 para el coseno amortiguado y 
desplazando respecto al tiempo en 9, 
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—9s 
Le cos[T(t — DJu(t — 9) = ares 


y, puesto que v,(t) = e-36 [e-40-9) cos [7(+ — 9) ]u(t — 9), 
(s + 4J090+0 
Is + 412 + 49 
La función de transferencia H(s) es la proporción de la salida con- 
tra la entrada bajo estas condiciones: 
Vo(s) y Us als 4)e74 ¿736 
Vals) [s+4PP +49 


Para obtener A(£), comencemos nuevamente de la entrada de la tabla 
para el coseno amortiguado, desplazado respecto al tiempo por 4: 


Vo(s) = 


H(s) = 


(s + 4Je7* 
—4(t-4) = 0 4 = —_—-== 
Lle cos[7(+ — 4)lu(t y) s+42+45 
Comparando esto con H(s), debemos multiplicar la amplitud por el 
factor e-36/3: 
h(0) = 3049 cos[7(1 — 4)]u(t — 4) (13.39) 


Podemos ver que en este circuito la respuesta h(£) al impulso unitario 
S(£) no se inicia sino hasta el instante £ =4, aun cuando Í(£) se “inicia” 
enf=0. 


Puesto que la respuesta de impulso k(t) y la función de transferencia H(s) son pareja 
transformada, mientras más conozcamos a una más conoceremos a la otra. Como vimos en 
el ejemplo anterior, puede utilizarse una entrada distinta al impulso, obtener la función de 
transferencia, y a partir de ahí la respuesta de impulso. En el caso de circuitos físicos, ge- 
neralmente es más conveniente tener una entrada de escalón unitario que un impulso uni- 
tario. Por consiguiente, a partir de la respuesta en escalón unitario s(t) resultante, pueden 
calcularse tanto H(s) como k(£). Definimos a la respuesta de escalón unitario s(t) como la 
salida cuando se aplica una entrada de escalón unitario u(t), suponiendo condiciones ini- 
ciales cero y que se eliminaron todas las demás fuentes independientes. 

La respuesta de escalón unitario s(t) y su transformada S(s) están íntimamente rela- 
cionadas con la respuesta de impulso unitario A(£) y su transformada H(s). Con una entra- 
da de escalón unitario V¡(s) = 1/s en (13.34), la salida V,(s) = S(s), y tenemos a partir de 
esa ecuación 


(13.40) 


Utilizando la regla de integración en (13,40), 


s(t) = [ h(D)dr (13.41a) 
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Puesto que h(t) = 0 para 1< 0, el límite inferior puede extenderse a —co, A partir de ahí, 
es claro que s(t) = O para 1 < O del mismo modo en que lo hace h(r). La respuesta del es- 
calón no puede iniciarse antes de que se inicie la entrada de escalón. Finalmente, 
diferenciando ambos miembros, 


d 
h() = Gs) (13.41b) 


La respuesta de impulso es la derivada de la respuesta en escalón (la respuesta de escalón 
es la integral de la respuesta de impulso). Pudimos anticipar este resultado notando que el 
escalón unitario es la integral del impulso unitario y, por linealidad, la respuesta de un cir- 
cuito lineal a la integral de una entrada, es la integral de su respuesta a la entrada original. 


Determine la respuesta de escalón unitario para el circuito del ejem- 
plo 13.13. Utilizando (13.40) y el resultado de ese ejemplo 
H(s) 1 


S(s) = — = a 
Ss s+5 


La respuesta de escalón tiene un polo adicional en el origen, que can- 
cela el cero en H(s) en ese lugar. Entonces, la respuesta en escalón es 


s(t) = e u(s) 


Nótese que multiplicamos por el escalón unitario, puesto que se 
requiere que s(t) sea cero para t< 0. 


La ecuación de análisis de funciones de transferencias (13.34) relaciona de forma 
concisa la entrada, salida y función de transferencia en el dominio-s. ¿Cuál es el equiva- 
lente en dominio del tiempo de esta expresión? Comencemos definiendo una operación 
entre dos funciones de tiempo f(£) y g(t) que produce una tercera función de tiempo d(£), 
mediante la integral 


d(t) = rose = 1) dr (13.42) 


Designamos a d(£), como la convolución de f(t) y g(1). Aquí nos restringiremos a las con- 
voluciones entre funciones f(t) y g(£), que son ambas O para 1 < 0. Transformando, 


D(s) = / Ñ oe —-) ar| e" di 
o- LJo- 


donde el límite inferior de la integral de adentro fue reemplazada por 0, puesto que 
f(T) = 0 para T<0. Invirtiendo el orden de integración, 


D(s) = Pro NES — t)jer* ar] dt 
0- 0- 


La integral de adentro es la transformada de g(t — 1), que, mediante la propiedad de 
desplazamiento respecto al tiempo, resulta en 


DG) =/ Fue G(s)] dt 
0 
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CONVOLUCIÓN 


Ejemplo 13.16. 


Sacando a G(s) fuera de la integral, lo que queda es E(s), y tenemos la siguiente propiedad: 


L / FfuOeg(t-—1) ar] = F(s)G(s) (13.43) 


La transformada de Laplace de la convolución de dos funciones de tiempo es el producto 
de sus transformadas de Laplace. Entonces, comparando (13.34) con lo anterior, 


L| l á h(T) v¡(t - T) ar] = H(s)V¡(s) = V,(s), todas las CI =0 (13.44) 
O, tomando las transformadas inversas de ambos lados, 
vo) = |" h(1)u(t—1) dt, todas las CI=0 (13.45) 


La salida es igual a la convolución de la respuesta de impulso y la entrada, suponiendo 
condiciones iniciales cero. Esta es la forma deseada en el dominio del tiempo de la 
ecuación de funciones de transferencia, que especifica que la multiplicación de la respues- 
ta de impulso H(s) y la entrada V;(s) es en realidad la convolución de h(t) y v¡(£), para 
calcular la salida forzada en el dominio del tiempo. 

Una observación útil es que, puesto que el orden de las funciones F(s) y G(s) en el 
lado derecho de (13.43) pueden invertirse sin cambiar su valor, entonces puede hacer lo 
mismo con el orden de f(2) y £(t) a la izquierda. En otras palabras, al calcular la integral de 
convolución (13.45), cualquier función en el integrando puede ser escrito con el argu- 
mento T y la otra con el argumento t— T. 


Determínese u,(£), £ > 0, si v,(£) es el pulso “inclinado”, que se mues- 
tra en la figura 13.16 y v,(0—) = 0. Por división de voltajes, se obtiene 
la función de transferencia que es: 

(15/51 


Va(s) 13+(15/5)1 3 
H(s) = Vs)  PEDL y5 5s+8 
B+5/5)] 


De forma que la respuesta de impulso es 
h(1) = 30 “u(t) 


59 v,(0 =e=luto — ult — 2)] 


ue) 32 leo 


2 
(a) (b) 


FIGURA 13.16 (a) Circuito para el ejemplo 13.16; (b) entrada vs(8). 
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Convolusionando h(t) y v,(t), la salida deseada es 


va(t) = fra — t)u, (1) dT 


La entrada v,(T) es no nula únicamente para 0 < T < 2, de forma que 
los límites de esta integral pueden ajustarse según esto, Dentro de esos 
límites, v(t) = e”, así 


2 
vt) = 7 38D yt — r)e “dr 
0 


El escalón unitario en el integrando tiene efectos distintos que depen- 
den del valor de £. Si £< 0, entonces u(t — 7) = O dentro de los límites 
especificados de integración y vz(t) = O para toda £ < 0. Si £ > 2, 
entonces u(t — T) = 1 dentro de los límites especificados de la inte- 
gración, y 


2 
3 
vt) = / e e — ¿yea pes 
0 


Para valores de t entre los límites de la integral, O < 1 <2, el escalón uni- 
tario reduce el intervalo sobre que el integrando no es nulo a 0 <T<1, 
puesto que u(t — T) = 0 para T >!, 


1 
3 
va(t) =/ Je UD dr = A =e na 0O<t<2 
0 


En la figura 13.17 se muestra un dibujo de esta función 


Zi e78),05152 


= 2 (e7? —- e-16)e-80-2), 1 >2 


=0,1<0 
0 2 


FIGURA 13,17 — Salida v,(t) para el ejemplo 13.16. 


Para cada instante fijo t, la convolución (13.45) es igual a la integral sobre todas las 
7 del producto de las dos funciones de T que componen su integrando. Puesto que el valor 
de toda integral real es el área bajo su integrando, podemos interpretar una integral de con- 
volución como el área que está bajo la curva del producto de sus integrandos como una 
función del parámetro t. Con frecuencia, es útil visualizar el proceso de evaluar esta área 
fijando £ y dibujando (contra 7) una gráfica de cada una de las dos funciones en el inte- 
grando, v;¡(t — T) y A(T). Únicamente en las regiones T donde sus valores no nulos se trasla- 
pan, el producto será no nulo, y por consiguiente, la contribución a la convolución, o área 
bajo la curva del producto. Esto a veces se conoce como “método gráfico” para evaluar una 
convolución, y se ilustra en el ejemplo final de esta sección. 
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ES 


00) 


(a) 


FIGURA 13.18 (a) v/(0; (b) AO. 


Ejémplo 13.17 : Calculemos la convolución (13.45) de las funciones v;(1) y A(t) como 
== se muestra en la figura 13.18. Graficaremos v¡(t — T) en dos pasos. 
Primero invertiremos respecto al tiempo a v;(£) al girar su eje vertical 
como se muestra en la figura 13.19(a), renombrando a la variable 
independiente T para obtener la gráfica de v¡(-1). Luego desplácese 
esta función por t unidades del eje 7, deslizando la £ unidades a la 
derecha, produciendo v¡(t — 1) como en la figura 13,19(b). En esa 
misma figura se incluye a k(T) idéntica a k(t) con £ sustituida por T. 
Conforme f se incrementa, el pulso cuadrado v;(t — T) se mueve 
de izquierda a derecha sobre el eje T. Podemos identificar varias 
regiones distintas dependiendo del tipo de traslape entre v¡(t — T)y AT). 
La primera región corresponde a lugares del pulso cuadrado, es decir 
valores de £ para los que el pulso está enteramente a la izquierda del 
rango no nulo de valores de h(t). No hay traslapamiento para ninguna 
T, de forma que el producto de estas dos funciones, y por consiguiente 
el área bajo la curva del producto es cero. La convolución v,(t) = 0 
para toda £ en esta región, está marcada por el borde a la derecha del pul- 
so cuadrado que está a la izquierda del origen en la figura 13.19(b), o 


v(1)=0, t-1<0 (t<1) 


FIGURA 13.19 (a) vi—1); (b) vt - 1) y h(T) contra 7. 
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En la siguiente región t— 1 > 0 de forma que hay traslapamiento, pero 
t- 3 <0 de forma que el traslapamiento es parcial. En este caso, la 
curva del producto aparece en la figura 13.20(b), y su área triangular 
está dada por 


vo(1)=3((-1)?, 1<t<3 
En la siguiente región, el traslapamiento está completo, cont- 1 <4 
pero £— 3 > 0. Ahí, el producto de las dos funciones es un trapezoide 
como en la figura 13.20(b), y el área bajo su curva de producto es 
Área = ([£- 1] -[1-3]) ((-3) + ¿(11-11-13)? 
o vt) =2(1-2), 3<1<5 
Conforme el extremo derecho del pulso cuadrado se mueve más allá 


del triángulo A(T), nuevamente el traslapamiento es parcial, y el pro- 
ducto es el trapezoide 


v¡(t—Tt)A(T) 


ult—T)h(t) 


vlt—=t)h(r) vt) 


Z0+ Da—-7) 


FIGURA 13.20 - (a) Integrando para la región 1 < t< 3; (b) integrando 
para la región 3 < t< 5; (c) integrando para la región 5 < t< 7; (d) con- 
volución vy(t) para todas las regiones. 
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de la figura 13.20(c), de forma que para £- 1 > 4 pero 1-3 <4, 
Área = (4 - [£- 3/4 - 3) + 4 - [1 - 3]? 

o (0) == F0+D(-7D), 5<1<7 

Finalmente, para £— 3 > 4, no queda ningún traslapamiento de forma que 


vo(t) =0, t>?7 


La gráfica del resultado v,(t) aparece en la figura 13.20(d) 


EJERCICIOS 


13.6.1. Un circuito tiene una respuesta de impulso A(t) = 2[u(t — 1) 
- u(t — 2)]. Obtenga la respuesta de la condición inicial v,(t) a la en- 
trada v;(£) = (t — 1)u(t) por convolución. 
Respuesta 0 para t< 1; 2t- 5 para 1 <1< 2; 2- 41 + 3 para 
£> 2. 


13.6.2. Suponga que dos copias del circuito del ejercicio 13.6.1 están 
conectadas en cascada, de forma que la salida de una se convierte en la entra- 
da de la otra. Obtenga la respuesta de impulso de los circuitos en cascada. 

Respuesta 4[r(t - 2) — 2r(t -— 3) + r(t- 4)] donde r(t) es la rampa 
unitaria 


13.6.3. Verifique el resultado del ejemplo 13.16 obteniendo V»(s) de la fun- 
ción de transferencia H(s) = 3/(s + 8). ¿Cuál es la fuente V (s) requerida? 
Respuesta 


Liz e 2Us+1) 


MS s+1 


En el capítulo 8 vimos que el uso de fasores simplifica en gran medida el análisis de cir- 
cuitos eléctricos donde sean aplicables, pero están restringidos a obtener la respuesta 
forzada en circuitos sinusoidales. Aquí podemos ver que con el dominio-s obtenemos los 
mismos beneficios, pero es aplicable a toda clase de problemas de circuitos, forzados o no 
forzados, sean transitorios o en estado estable. 


" LVK, LCK y la Ley de Ohm pasan intactas del dominio del tiempo al dominio-s. 

" La impedancia Z(s) de un elemento o subcircuito REC es la proporción de sus 
voltajes y corrientes en el dominio-s cuando todas las condiciones iniciales son 
cero. 

" La impedancia de los elementos REC son R, s£ y 1/sC, respectivamente. 

1 El circuito en el dominio-s es el diagrama del circuito original con los elementos 
RLC marcados por impedancia y fuentes independientes marcadas por sus trans- 
formadas. 
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E El circuito del dominio-s puede analizarse como si fuera un circuito resistivo dc, 


con la impedancia tratada como resistencia, y las funciones de fuente en el 
dominio-s tratadas como constantes. 

Las funciones de transferencia especifican la proporción de dos variables de cir- 
cuito en el dominio-s, cuando todas las condiciones iniciales son cero. 

Los circuitos estables tienen todos sus polos en el semiplano izquierdo. 

Pueden obtenerse las funciones de transferencia resolviendo el circuito en el 
dominio-s para la variable de salida en términos de la variable de entrada, y luego 
dividiendo. 

Los teoremas de valor inicial y final nos permiten determinar los valores inicial 
(t = 04) y final (1 = 00) de una función de tiempo a partir de su transformada, sin 
necesidad de calcular la transformada inversa. 

La respuesta forzada de cualquier subcircuito es la convolución de la respuesta de 
impulso y la entrada. La respuesta de impulso es la transformada inversa de la fun- 
ción de transferencia. 


PROBLEMAS 
13.1. Obtenga la impedancia equivalente Z(s) 


2H 1H 


PA E 


PROBLEMA P13.1 


O 
O 
a 


00 
492 29 


PROBLEMA P13.4 


13.5. Obtenga V»(s) mediante división de voltaje. Suponga 
13.2. Obtenga la impedancia equivalente Z(s) que todas las CI =0. 
12 2H 1F 
o AMA nm ( 2s 
Ñ 
Lp LF E 
In 2 Vs) - Vas) 
1H 4 s 
5 A mM 
4H 


PROBLEMA P13.2 


133. Obtenga la admitancia equivalente Y(s) 


ui] 


PROBLEMA P13.3 


13.4. Obtenga la admitancia equivalente Y(s) 


13.6. 


PROBLEMA P13.5 


Obtenga l,(s) mediante división de corrientes. Su- 


ponga que todas las Cl = 0. 


2s ¡ 145) 
4 


mp 


PROBLEMA P13.6 
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13.7. Obtenga todos los equivalentes de Thevenin y Norton 
en el dominio-s, suponiendo v;(0—) = ¿2(0-) = 0. 


2H 


$ sen 21 V 


PROBLEMA P13.7 


13.8. Repita el problema 13.7 para el caso v¡(0-) = 2 V e 
i(0-) =-1 A. 


13.9. Obtenga todos los equivalentes de Thevenin y Norton 
en el dominio-s suponiendo Cl = 0. 


105 


ao 00 
2 
5 
10 2 
do 


PROBLEMA P13.9 


13.10. Obtenga una subred R£C de dos terminales para la que 
Z(S) = (52 + 7s + 3)/s 


13.11. Obtenga una subred R£C de dos terminales para la que 
Z(s) = (8? + s + 25? + 2). 


13.12. Obtenga una subred R£C de dos terminales para la que 
Y(s) = 2 + (2/5) + (s/2) + [2(s + 2)]. 


13.13. Una cierta subred de dos terminales tiene un voltaje de 
circuito abierto V,¿(s) = 3/(2s + 3) y una corriente en circuito 
cerrado I,, (s) = 1/(2s + 2). Dibuje la corriente en el dominio del 
tiempo, especificando todos los valores de elemento y fuente. 
¿Hay más de una co-rriente de este tipo? Explique. 


13.14. Obtenga v,(£) suponiendo que todas las Cl=0en+£=0-—. 


e OA 
Ú 


eur) V 


PROBLEMA P13.14 


13.15. Determine un lugar de los polos de Z(s) y Y(s) para 
todas las combinaciones de dos elementos en serie-paralelo de 


Problemas 


los elementos RLC. Si R, L y C son todos positivos, demuestre 
que son todos polos reales negativos excepto los casos pura- 
mente L£. 


13.16. Dibuje los circuitos en el dominio-s, Encuentre los 
voltajes de nodo V¡(s), Va(s). 


2u(0) A 


PROBLEMA P13.16 


13.17. Repita el problema 13.16 para el caso que la función de 
fuente de voltaje es sustituida por 12 V. 


13.18. Dibuje el circuito en el dominio-s. Combinando ele- 
mentos en serie, escriba y resuelva una sola ecuación de nodo 
para V(s). 

t=0 vít) 


12u(t) V 1F 1092 
te tuo) Y 
2H se E F 
2 


PROBLEMA P13.18 


13.19. Dibuje el circuito en el dominio-s. Combinando ele- 
mentos paralelos, escriba y resuelva una sola ecuación de malla 
para X(s). 


sen a 


cos £ S A 


PROBLEMA P13.19 
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13.20. Obtenga i(s), £>0. 


290 492 


12 sen 21 V 61+1)V 


PROBLEMA P13.20 


13.21. Repita el problema 13.20 si el interruptor se abre, en 
lugar de cerrarse en t= 0. 


13.22. Si un escalón unitario de corriente 1(£) = u(t) es inyec- 
tado en el circuito, el voltaje para t > O resulta ser v(t) = 41 + 
3 — 6e-*, ¿cuáles son las condiciones iniciales v¿(0—), ¿,(0—)? 


O YAD_ 
—> 


v(t) 1H 


e puto 


PROBLEMA P13.22 


13,23, Utilizando equivalentes en serie y en paralelo del do- 
minio-s, reduzca este circuito a uno con dos corrientes de malla 
desconocidas. Escriba las ecuaciones de malla en forma de vec- 
tor-matriz. Especifique las direcciones de referencia para fre- 
cuencias de malla y condiciones iniciales. 


10) 


PROBLEMA P13.23 


13.24. Obtenga i(£), £ > 0. 


Su(t) V 


H|]— 


PROBLEMA P13.24 


13.25. Obtenga v.(1), 1>0, si .(0-) =1 e ij(0-)=0A. 


PROBLEMA P13.25 


13.26. Obtenga Ve, (e) y Ue a (£) para t > 0. 


10e-24(1) A 


PROBLEMA P13.26 


13.27. Obtenga la función de transferencia H(s) = V¡(s/X(5). 


150) 2H 
— 
+ + 


(0 48 


PROBLEMA P13.27 


13.28. Repita el problema 13.27 para la función de transferen- 
cia Va(s/V ¡(5). 


13.29. Repita el problema 13.27 para la función de transferen- 
cia NAGQUITOR 


13.30. Obtenga H(s) = V,(5/V,(s) para el circuito de problema 
13.5. 
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13.31. Obtenga H(s) = 1,(5/V (5). 


Vi(s) 


PROBLEMA P13.31 


13.32. Obtenga H(s) = Va(s/V¿(s); y obtenga la respuesta de 
uso unitario A(£). 


13.33. Obtenga (+) en el problema 13.31 si vy(t) = 15u(+) V. 


13.34. Obtenga las funciones de transferencia entre la salida 
va(1) y las entradas s, (1) [H,(5), is, (£) PH2(5)]. 


5 (0 


PROBLEMA P13.34 


13.35. Obtenga las funciones de transferencia A¡(s) y Ra(s) 
entre la salida V_(£ y las entradas Vs, (1) y V,,(0. Utilícelas 
para obtener la respuesta en condición inicial cero V,(£) cuan- 
do v,, (1) = 10 V y v,,(1) = ev, 


49 220 


9, (1) 


PROBLEMA P13.35 


13.36. Dibuje un circuito que contenga dos fuentes de co- 
rriente independientes ¿1 (£), ¿¿2 (1) que satisfagan la ecuación 


2 1-18 
Vís) = 37 (5) + E + >| L, (s) 


cuando todas las CI = 0. Marque v(t) en su circuito. 
13.37. Repita el problema 13.35 si v,, (1) = te V, v,, (1) = O, 


las corrientes conductivas iniciales son ambas cero, y v¿(0-) = 
+ 12 V. 


Problemas 


13.38. Obtenga la función de transferencia H(s) entre la entra- 
da ¡(£) y la salida va(0). 


PROBLEMA P13.38 


13,39. En cierto circuito, el cero en la salida de condición ini- 
cial vy(£) para £ > O resulta ser 1 + 3te72! — e-2 cuando la entra- 
da es v¡(1) = 5u(t). ¿Qué es H(s)? ¿Cuál es la respuesta forzada 
Ya(8), £> 0, para ví(£) — eS us)? 


13.40. En el circuito descrito en el problema 13.39, hay un 
solo elemento de almacenaje, un capacitor. ¿Cuando v(0—) = 
1 Y y la entrada v;(£) = 0, la salida se obtiene como (t — 1)e-2! 
V. Utilizando también los datos dados en el problema 13.39, 
obtenga uy(1), £> 0, si v(£) = 5 sen t y v¿(0—) =4 V. 


13.41. Obtenga todos los polos del circuito. ¿Este sistema es 
estable? 


PROBLEMA P13.41 


13.42. Un circuito de una sola trayectoria cerrada que con- 
tiene un capacitor y un inductor no es estable. Sin embargo, 
sabemos que para cualquier condición inicial, un circuito físico 
hecho conectando un capacitor y un inductor tendrán corrientes 
y voltajes que eventualmente decaerán a cero. Demuestre que 
modelando los L y C físicos sumando una resistencia en serie O 
en paralelo con cada uno, la conexión de los dos elementos físi- 
cos se hace estable. 


13.43. Obtenga el rango de valores de k para el que este cir- 
cuito es estable. 


PROBLEMA P13,43 
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13.44. Obtenga un valor para R para el que este circuito es 
estable, y otro para el que sea inestable. Suponga R > 0. 


3», 
MW 
RQ 
+ 
Y 1H 22 
2F 
PROBLEMA P13.44 


13.45. Obtenga los polos del circuito. ¿Es estable este cir- 
cuito? 


cos 2t V 


PROBLEMA P13.45 


13.46. Obtenga los polos del circuito del problema 13.26 y 
determine si el circuito es estable. 


13.47. Obtenga la respuesta en estado estable ac del circuito 
del problema 13.43. Especifique el rango de valores de k para 
el que existe el estado estable ac. 


13.48. Obtenga la respuesta en estado estable ac ¿,(£), va(1), 
del circuito del problema 13.31 si V.(s) = 1/(s? + 1). 


13.49. Si un circuito es estable, su respuesta de impulso debe 
de caer a cero conforme ¿ > 09, Demuestre por qué esto es ver- 
dadero. 


13.50. Si un circuito no es estable, su respuesta de impulso 
aún puede decaer a cero conforme ! > oo, Dé un ejemplo de tal 
circuito. 


13.51. F(s) = (Bs + D/(s2 + 7s + 6). Utilice los teoremas de 
valor final e inicial para obtener f(0+) y f(oo), y verifique obte- 
niendo f(t) mediante fracciones parciales. 


13.52. F(s) =-s2/(s + 1)3. Utilice los teoremas de valor inicial 
y final para obtener f(0+) y f(co), y verifíquelo obteniendo f(t) 
mediante fracciones parciales. 


13.53, Obtenga v(0+) en el problema 13.18 mediante el teo- 
rema de valor inicial. 


13.54, Suponga que Z(s) es una función racional. ¿Bajo qué 
condiciones de Z(s) la corriente ¿(£), será continua en t = 0? 


PROBLEMA P13.54 


13.55. Un circuito con respuesta de impulso A(f) = (3 + 
e"Du(t) tiene una respuesta forzada un(t) = te? u(t) a una cierta 
entrada u;(t). Obtenga v; = (1). 


13.56. Obtenga la convolución de f(t) = —2u(t) con g(1) = et 
u(t— 1). 


13.57. Obtenga la convolución de las funciones de tiempo f(+) 
y g(t) que se muestran. 


FO 8(0) 


PROBLEMA P13.57 


13.58. Demuestra la convolución de df(1/dt y g(£) son igual 
a la derivada de la convolución de f(t) y g(£). 


13.59. Determine la respuesta de escalón unitario s(t) = 
vt) a la entrada v(t) = u(t) en el circuito del problema 
13.22. Use la convolución para calcular s(+). 


13.60. Obtenga la función de transferencia H(s) con va(t) 
como salida y ¿¡(t) como entrada (Sugerencia: obtenga ambos 
en términos de V (s); luego divida). Determine la respuesta de 
impulso h(t) y la respuesta forzada a la entrada ¿,(1) = 2(1 — ef). 


2F 


'XO) 5) => 1H 22  u 


PROBLEMA P13.60 
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Problemas más complejos 

13.61. Obtenga una subred de dos terminales con impedancia 
Z(s) = (53 + 352 + 25 +DMs2 + 3s + 2). Sugerencia: utilice frac- 
ciones parciales. 


13.62. Reemplace la fuente de corriente independiente en el 
circuito del problema 13.16 por una fuente de corriente contro- 
lada por voltaje (en la misma dirección de referencia) de valor 
kvu¡(£) A. ¿Para qué valores del parámetro real k es estable este 
circuito? 


13.63. Determine los polos del circuito del problema 13,19 
utilizando análisis nodal. Confírmelo utilizando análisis de 


malla. 


13.64. Obtenga la respuesta de impulso A(t) con entrada v,(6), 
salida v(£). 


Problemas 


PROBLEMA P13.64 


13.65. Dibuje un circuito cuya respuesta de impulso es k(t) = 
S'(£) + e u(£), especificando qué voltaje de corriente es la sa- 
lida, y utilizando una fuente de voltaje independiente como 
entrada. Repítase utilizando una fuente de corriente indepen- 
diente como entrada. 
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Heinrich Rudolf Hertz 
1857-1894 


Eso no fue un logro cual- 
quiera. (Acerca de su verifi- 
cación de las teorías de 
Maxwell.) a, 

de una familia promi- 


Heinrich Hertz O co 
pasó un año con una 
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m 14.6 Filtros 


Puesto que las corrientes y voltajes sinusoidales se producen fácilmente, una forma con- 


veniente de probar un circuito lineal es inyectar un sinusoide como entrada y observar la 
respuesta en estado estable sinusoidal. Cambiar la fase o amplitud del sinusoide no sig- 
nificará una nueva prueba al circuito, dado que la respuesta predeciblemente se multipli- 
cará con la amplitud y desplazamiento de fase junto con la entrada. Sin embargo, en cada 
frecuencia posible de la entrada, la respuesta del circuito, tanto en la amplitud como la 
fase, en general será distinta. Estas variaciones de respuesta con la frecuencia forman 
la respuesta de frecuencia del circuito. 

Quizá estamos familiarizados con algunos aspectos de la respuesta de frecuencia, de 
la forma en que se anuncia el equipo de audio. Una bocina cuya “amplitud de banda de 3- 
dB” es, digamos, entre 50 Hz y 20 kHz mejor que una bocina con amplitud de banda de 
200 Hz a 5 kHz, puesto que reproducirá mejor las frecuencias graves y agudas. En este 
capítulo presentaremos el concepto de respuesta de frecuencia, utilizándola primero para 
análisis, y luego como el principal descriptor de lo que “hace” un circuito lineal, la función 
para la que se diseñó, y la calidad con que realiza esa función. La respuesta de frecuencia 
es el nexo crítico entre el análisis y el diseño de circuitos lineales. 

Primero introduciremos la función de respuesta de frecuencia H(w), y 
demostraremos su estrecha relación con la función de transferencia H(s) del capítulo 13. Se 
define la escala en decibeles, una forma conveniente de medir números no negativos, y es 
utilizada para producir gráficas de ganancia de Bode, que describen los cambios en la pro- 
porción de amplificación de la entrada-salida (ganancia) respecto a la frecuencia. 
Utilizando estas herramientas, a continuación se investiga la respuesta de frecuencia de los 
circuitos resonantes y de los op amps, y se estudia la muy importante clase de circuitos 
selectivos de frecuencia llamados filtros. El presente capítulo concluye con un proce- 
dimiento de diseño para filtros activos (aquellos que contienen op amps) basados en su 
respuesta de frecuencia deseada, y el uso de SPICE como un auxiliar para obtener una solu- 
ción de diseño. 


Capítulo 14 Respuesta de frecuencia 


¿1 [FUNCIÓN DE RESPUESTA DE FRECUENCIA 


La función de transferencia H(s) nos permite calcular la salida en el dominio-s para 
cualquier entrada mediante la ecuación básica de entrada-salida (13.8), que se repite aquí. 


Vas) = H(SV;¡(s), (todas las CI = 0) (14.1) 


Aplicaremos esta relación simple pero muy general al análisis fasorial, que fue presentado 
por primera vez en el capítulo 8 en el contexto del estado estable ac. Supongamos que las 
fuentes independientes en el dominio del tiempo en un circuito son, cada una, exponen- 
ciales complejas V¡e'” en la misma frecuencia «w, como se requiere para el análisis faso- 
rial. V, es el fasor asociado con la fuente V,e*”. Puesto que 


v, 
L(V¡el”) = : 
s=jo0 
entonces 
H(s)V; 
von (14.2) 
s=j0 


Puesto que los circuitos que consideraremos contienen únicamente elementos y fuentes 
RLC fijos, H(s) será una función racional 


NG) N(s) 


Hs) = == = —__—>> (14.3) 
DS (s=pY"...(s— pr)” 
donde las p, son polos del circuito, como se discutió en la sección 13.4. Entonces 
N(s)V; 
Vas) = A (14.4) 


(s —=pp9Y"...(s— paJr(s — jo) 


Suponiendo que no hay polos en el eje ¡w, Re p,* 0 para toda i = 1,..., n, y por expansión 
en fracciones parciales 


A B 0) | R 
Vols) = | ——— + ——I + + + —— 
cdi la (=ppgoa S=Pn] sSs-j0 (14.5) 
donde 
R = (s — joyVo(s) (14.6) 
s=j0w 
que, por (14.4), resulta en 
R = H(¡o)V; (14.7) 


Examinando la ecuación (14.5), v,(£), en general, contendrá el término Reje* junto con tér- 
minos debidos a los polos del circuito que aparecen entre paréntesis. Recuérdese que el 
análisis fasorial es aplicable únicamente en circuitos en donde todas sus corrientes y volta- 
jes son de la forma R eJo*, Este es el caso en (14.4) si el circuito es estable, y si únicamente 
consideramos la respuesta en estado estable v,(t). La estabilidad, señalada por las partes 
reales negativas de todos los polos p, del circuito, garantizan que la transformada inversa 
de cada término en (14.4) decae a cero cuanto f tiende a infinito. Esto deja, en el estado 
estable, únicamente el término final, que por (14.5) y (14.7) es respuesta la forzada 
HGoyW; 


volt) = L7! — =H (¡oye! (14.8) 
Ss—J0 
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Ejemplo 14.1 


Por definición, el fasor V y asociado con esta salida v,(1) es la cantidad que multiplica e J 0*, 
o, por (14.8), 


V, = H(¡o)V; (14.9) 


H(¡o), la función de transferencia H(s) donde se sustituye s por ¡t, multiplica el fasor de entrada 
para dar el fasor de salida. Definimos H(¡0) como la función de respuesta de frecuencia. 
Entonces (14.9) a la que nos referiremos como la ecuación de respuesta de frecuencia, asegura 
que para circuitos estables, el fasor de salida es el producto del fasor de entrada y la función 
de respuesta de frecuencia H(¡w). Dado H(s), o equivalentemente H(¡w), podemos determi- 
nar la salida en estado estable sinusoidal de cualquier circuito lineal estable en cualquier fre- 
cuencia. Nuestra restricción en (14.5) de que no haya polos en el eje ¡w no limita este resultado, 
puesto que estos sistemas no son estables y por consiguiente no tienen estado estable. 


Considérese un circuito con función de transferencia 


25 


AI 52 +45 +1 


Obtenga la salida en estado estable v,(t) si la salida v;(t) = 

cos(2£ -30%). El fasor de entrada es V, = 12-30, y por la 

ecuación de respuesta de frecuencia (14.9), 
2(,2) 

(2D? +4(2) +1 


Evaluando en una calculadora, 


V, = H(y2)V, = (12/30) 


V, = 5.62/-50.6" 


Por consiguiente 
vo(t) = 5.62 cos(2t — 50.6%) (14.10) 


Obtenga la respuesta forzada i(£) si v,(t) = 6 cos £ V. Determinaremos H(s) 
y sustituiremos s por ¡(, () = 1 rad/s, para evaluar la función de respuesta 
de frecuencia para este circuito que opera a esta frecuencia. La ecuación 
nodal en el dominio-s en el nodo marcado V(t) en la figura 14.1 es 


FIGURA 14.1 Circuito para el ejemplo 14.2. cia en serie 
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1 
pio RETOS ja care AS a ¿IV - Vs(s)] =0 
y resolviendo 
E 1F 
V lt 14.11 

(s) = = = > (s) ( ) 

La salida requerida /(s) está relacionada a V (s) mediante la admitan- 
ls) = -v(s) = vts) 
o s+1 cp +2 
Por consiguiente, la función de transferencia H(s) = L(s//Vs(s) es 
S 
ES: 


Capítulo 14 Respuesta de frecuencia 


La frecuencia de la fuente es () = 1 rad/s, el fasor de la fuente es 
V, = 640 V, y, por la ecuación de respuesta de frecuencia, el fasor 
de salida 1 es igual al fasor de entrada multiplicado por la fun- 
ción de respuesta de frecuencia evaluada en 0 = 1, o 


. Jl 
TEMO DV. == =GA 
(DY SUD+2 


Utilizando nuevamente una calculadora, 


I = (0.186421.8%)(620) = 1.12/21.8” A 
donde 
1(t) = 1.12 cos(t + 21.8%) A 
que es la corriente en estado estable requerida. 


Tomando magnitudes en ambos miembros de la ecuación de respuesta de frecuencia (14.9) 


[V,| = [HG o)11V;| (14.12) 


Puesto que la magnitud de un fasor es la amplitud del sinusoide correspondiente, (14.12) 
sugiere que la proporción por la que la amplitud del sinusoide de salida excede el sinu- 
soide de entrada, está dado por la magnitud de la función de respuesta de frecuencia. Por 
consiguiente | H(¡w) | se conoce, lo que es muy razonable, como la ganancia del circuito. 
De manera similar, tomando ángulos en ambos miembros de (14.9) 


Puesto que el ángulo de un fasor es idéntico al ángulo del sinusoide correspondiente, la can- 
tidad por la que el ángulo de fase de la salida excede el ángulo de fase en la entrada está dado 
por el ángulo de la función de respuesta de frecuencia. Esta diferencia de fase entre la entra- 
da y la salida ZH(¡0) se conoce como desplazamiento de fase. Tomando en conjunto los 
desplazamientos de ganancia y de fase, ambas funciones de frecuencia «»,, nos dicen la forma 
en que la amplitud y el ángulo de fase de cualquier sinusoide de entrada que se modifica al 
pasar a través del circuito de la entrada a la salida. De este modo, dada la ganancia y desplaza- 
miento de fase, o de manera equivalente dada la función de respuesta de frecuencia H(jw), 
obtenemos una descripción completa de la forma en que el circuito responde a entradas de 
cualquier frecuencia. Por ello, H(¡w) se conoce como función de respuesta de frecuencia. 


Grafique la ganancia y desplazamiento de fase de circuito en la figu- 
ra 14.2. La salida es v(£). Por división de voltajes, 


1/(sC) 1/(RC) 
Vís) = RUE = FUROES 
La función de transferencia es 
V(s) 1/1(RC) 
Vi.) Ss +1/((RO) 


H(s) = 
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El circuito tiene un polo único en s =-—1/(RC), de forma que es estable. 
Podemos sustituir s por ¡w) y determinar el comportamiento en estado 
estable de este circuito mediante su función de respuesta H(¡w). La 


fio ganancia como función de frecuencia está dada por 
+ ; MARCO)! 1/(RC) 
HOM = == === 
0 CE 90) | == (14.14) 
que se muestra en la figura 14.3(a). Nótese que la ganancia en dc es la 
unidad y declina al aumentar la frecuencia. La impedancia del capa- 
FIGURA 14.2 — Circuito para el ejemplo 14.3. citor es infinito en dc, de forma que el divisor de voltaje favorecerá 
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completamente al capacitor en (0) = 0. Su impedancia declina a cero al 
aumentar la frecuencia, de forma que la proporción del divisor de 
voltaje se desplaza de manera estable hacia la resistencia y se aleja 
de C conforme aumenta la frecuencia. Estos hechos son consistentes 
con la ganancia que se muestra en la figura 14.3(a). El desplazamien- 
to de fase, que aparece en la figura 14.3(b), está dado por 


¿H(jo) = —tan (wRC) (14.15) 
La salida está retardada de la entrada por un desplazamiento creciente 
de fase conforme aumenta la frecuencia. Nótese que, puesto que en de 


la entrada y la salida son iguales (el capacitor es un circuito abierto), 
es congruente que el desplazamiento de fase en dc sea cero. 


la (¡w) | , ganancia Hí(jo), desplazamiento de fase 


(b) 
FIGURA 14.3 — (a) Ganancia contra «w; (b) desplazamiento de fase contra w. 


La ecuación de respuesta de frecuencia (14.9) es una relación fundamental que rela- 
ciona los sinusoides de entrada y los resultantes sinusoides de salida en estado estable. Se 
aplica a circuitos estables, aquellos que tienen garantizado un estado estable. Los circuitos 
inestables nunca se “asientan” a condiciones en estado estable, y por consiguiente su 
ganancia en estado estable o desplazamiento de fase no tienen sentido. Aun en el caso 
inestable (14.9) tiene interpretaciones útiles. Puesto que (14.6) es una respuesta forzada del 
sistema sin importar los valores de A, B, ..., (O podemos fijar todos estos numeradores a 
cero, dejando únicamente el término deducido en (14.9). De este modo, la ecuación de 
respuesta de frecuencia es válida para la respuesta forzada en cualquier sistema, sea estable 
o no, y la respuesta en estado estable de los sistemas estables. Puesto que la respuesta 
forzada puede ser una parte despreciable de la respuesta total para sistemas inestables, lo 
que buscaremos será el caso de circuitos estables y en estado estable. 


Capítulo 14 Respuesta de frecuencia 


EJERCICIOS 


14.1.1. Para H(s) = (s + 1)/(s? + s + 3), ¿Cuál es la ganancia y desplaza- 
miento de fase en w = 2 rad/s)?, ¿en f= 1 Hz? 
Respuesta 1.00, -53.1*, 0.172, -89,3* 


14.1.2, Para H(s) = -2/(s + 4), obtenga todas las frecuencias ( > 0 a las que 
la amplitud de la salida es + cuando la amplitud de la entrada es 2. Repítase 
para el desplazamiento de fase +114". 

Respuesta Una ( para cada uno: 6.93 rad/s, 8.98 rad/s. 


14.1.3. Enel circuito de la figura 14.2, si se define que la salida es el volta- 
je que pasa a través de la resistencia, obtenga la ganancia. 


wm 


Vo? + [RC 


Respuesta 


El uso de una escala lineal para medir ganancias tiene sus limitaciones. Una de ellas es el 
reducido rango dinámico que deja disponible para graficar. No podemos distinguir simul- 
táneamente el comportamiento detallado de la curva de ganancia cuando es muy alta y muy 
baja. En la figura 14.3(a), por ejemplo, no podemos elegir una escala lineal que nos per- 
mita determinar la frecuencia en donde la ganancia es, por ejemplo, 10% mayor que su 
valor en () = 1/RC y otra w cuya ganancia es 10% mayor que el valor mucho más pequeño 
en 100/RC. En la línea base se pierde el detalle si multiplicamos para buscar detalles en otra 
parte. 

Un problema relacionado con una escala lineal directa es que con mucha frecuencia 
nos interesan cambios fraccionales de magnitudes tales como ganancia, y no el cambio en 
sí. Por ejemplo, los experimentos con escuchas humanos demuestran que percibimos un 
sonido como significativamente más intenso que otro no cuando difiere sus intensidades 
por un valor fijo, sino cuando las proporciones de sus intensidades difieren por un valor 
fijo. Desearíamos una escala que mida, por ejemplo, cambios de 50% de ganancia entre dos 
frecuencias como desplazamientos iguales, sin importar su nivel absoluto. 

La gráfica de proporciones iguales en desplazamientos iguales es una escala logarít- 
mica. Si utilizamos una escala log, por ejemplo Y = log X, para medir dos números X y X» 
cuya proporción es X/X, = R, entonces su diferencia en esta escala es fija: 


Xx 
Y, —- Y, =log X2 — log X; = 108 = log R 
1 


sin importar su valor real. De forma que números como X, = 1010 y X, = 101! estarán 
desplazados en esta escala del mismo modo en que números como X; = 10-4 y X, = 10-3, 
y podemos distinguir simultáneamente estas fluctuaciones en una misma gráfica. 

La escala más común utilizada para medir ganancia es una escala logarítmica cono- 
cida como escala en decibeles, que se define para los números reales positivos R por 


R (dB) = 20log 9 R (14.16) 
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La ecuación (14.16) debe leerse como el número R medido en decibeles es igual a 20 veces 
el logaritmo base 10 de R. Históricamente, primero se tuvo el bel, definido originalmente 
por Alexander Graham Bell (1847-1922), el inventor del teléfono, como una medida de la 
proporción de dos potencias P;, y P,. 


P. 
proporción de potencia (bels) = log; +5 (14,17) 
1 


De este modo, una resistencia que disipa 4 W de potencia opera a un nivel de potencia de 
3 bels más que otra resistencia que disipa únicamente 4 mW. Posteriormente Bell decidió 
que esta escala era demasiado burda y la multiplicó por un factor de 10 para crear la escala 
de decibeles para medir potencias: 


Pp 
proporción de potencia (dB) = 10 logro" (14.18) 
1 


Con el fin de utilizar esta escala para medir la ganancia, nótese que la proporción de ampli- 
tudes de salida A, y A, producida por la misma entrada en dos frecuencias cuyas ganancias 
son | H(o0,) | y [Ego | es 

A H( 

ER EEN (14.19) 

A |¡HGo))| 


y de este modo la proporción de sus potencias P, y P, debe ser el cuadrado de las ganancias, 


P, _ Hgo») 


E (14,20) 
P, ¡Hop! 
Luego, aplicando (14.20) a (14.18), obtenemos 
Ñ ¡H(¿w2)1? 
anancia (dB) = 101log 10 ——— 14.21) 
e ATTE TEOTE 


[HG o, | 


ganancia (dB) = 20 log 10 THGgepT (14.22) 


que concuerda con nuestra definición (14.16) de la escala en decibeles. 
Grafiquemos la ganancia | H(¡0) | del circuito del ejemplo anterior en 


decibeles. Por (14.14), 


1 1 
[H(Jo)1 (4B) = 20108;0 5; — 2010810 w? + (E) (14.23a) 


1 LN? 
= 201080 RE == 10log¡0 5 + (az) | (14.23b) 


La gráfica aparece en la figura 14.4. Nótese que hay una diferencia de 
3-dB entre las ganancias en 0 =0 y O) = RC, y también 3-dB entre 
wm = 100(RC) y O = 100V2/(RO). Estas últimas ganancias son tan 
pequeñas que son muy difíciles de distinguir en una escala lineal [ver 
la figura 14.3(a). 
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Ganancia dB 


FIGURA 14.4 Ganancia en decibeles para el ejemplo 14.4. 


Existen unos cuantos números R de los que vale la pena recordar sus equivalentes en 
decibeles. Claramente, el número 1 medido en decibeles O dB. La proporción 10/1, o 
número R = 10, medido en decibeles, es 


10 (dB) = 20 log¡y 10 = +20 dB (14.24) 


Nótese que cuando dB está en paréntesis después de un número R, debe leerse como “el 
número R, al convertirse a decibeles, es” en tanto que un dB junto a un número sin parén- 
tesis indica que el valor ya está medido en unidades de decibeles, tales como +20 dB en 
(14.23). La implicación de (14.24) que la multiplicación por 10 siempre suma 20 dB. Esto 
es implicado por el hecho de que los productos de dos números, al convertirse a decibeles, 
son iguales a la suma de sus equivalentes en decibeles. 


RS (dB) = 20l0g ¡1 (RS) = 20108 ¡1 R + 20108 ¡0 S 


RS (dB) =R (dB) +5 (dB) (14.25) 


Si R = 10, entonces R(dB) = +20 dB, y por (14.24) sumamos 20 dB si multiplicamos a S 
por un factor de 10. Sustituyendo S por 1/S en (14.24), 


R 
5 (4B) =20102;0 R— 201081p 5 =R (dB) — S (AB) (14.26) 


La proporción de dos números, al convertirse a decibeles, es igual a la diferencia de sus 
equivalentes en decibeles. De este modo, puesto multiplicar por 10 suma 20 dB, la división 
entre 10 resta 20 dB. 

Además, el número 2 convertido a decibeles es casi exactamente igual a 6 dB: 


2 (dB) = 20 log¡p 2 = 6.02 dB = 6 dB (14.27) 


De este modo, la multiplicación por 2 suma 6 dB y la división entre 2 resta 6 dB. Finalmen- 
te, puesto que elevar? a la potencia multiplica el logaritmo por 3, la multiplicación por W2. 
suma 3 dB, y la división entre 2. resta 3 dB. 
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El número 84.4, medido en decibeles, es 20 log¡, 84.4 = 38.5 dB 
(hasta tres cifras significativas). Entonces 


844 (dB) = 38.5 dB + 20 dB = 58.5 dB 
844,000 (dB) = 38.5 dB + 4(20 dB) = 118.5 dB 
También, 8.44 (dB) = 38.5 dB — 20 dB = 18.5 dB 
8.44 x 1071 (dB) = 38.5 dB — 11(20 dB) = —181.5 dB 
También, 16.88 (dB) = 38.5 dB — 20 dB + 6 dB = 24.5 dB 
4.22 (dB) = 38.5 dB — 20 dB — 6 dB = 12.5 dB 


y así sucesivamente 


EJERCICIOS 


14.2.1. Sin usar calculadora, determine 0.001(dB), 0.004(dB), y 500W2 
(dB). Luego verifíquelo con una calculadora. 
Respuesta —60 dB, -48 dB, +57 dB 


14.2.2. Si una sección de amplificador tiene una ganancia de +18 dB, 
¿cuánto debe conectarse uno al otro (en cascada) para elevar una entrada de 
amplitud 1-mV a una amplitud de 250-V? 

Respuesta 6 


14,23. Si los fasores de entrada y salida en cierta frecuencia (0 son 
32030" y 2104-41", respectivamente, ¿cuál es la ganancia en decibeles 
en esta frecuencia? 

Respuesta —3.66 dB 


DE BODE (AMPLITUD) 


La función de respuesta de frecuencia H( ¡w») revela el comportamiento en estado esta- 
ble de un circuito en cualquier frecuencia, y por superposición, la respuesta debida a una 
suma de entradas a frecuencias distintas. Es muy útil poder visualizar la dependencia de 
H(¡o) de la frecuencia. Por ejemplo, en el dominio de frecuencia, ¿dónde la ganancia se 
intensifica y dónde se debilita? Una suma de dos sinusoides en una entrada puede hacer 
que entren al circuito dos componentes de amplitud igual, pero en la salida el sinusoide 
cuya ganancia es alta predominará sobre otro cuya frecuencia corresponda a una baja 
ganancia. Uno es detenido efectivamente, en tanto que el otro pasa. Este tipo de compor- 
tamiento puede ser notado con mirar una sola vez la curva de ganancia. 

Una gráfica exacta de ganancia contra frecuencia, aunque la ganancia se mida a 
escala lineal o en decibeles, es algo tediosa de dibujar, como puede verse de (14.14) 
y (14.23). Entre sus muchas y muy importantes contribuciones a la teoría de circuitos y 
teoría de control, el ingeniero alemán Hendrick Bode (1905-1982), al trabajar en los labo- 
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ratorios Bell en Estados Unidos en los años treinta, inventó un método simple pero preciso 
para graficar ganancia y desplazamientos de fase. Llevan su nombre, Gráficas de Ganancia 
de Bode y Gráfica de Fase de Bode. 

Dada la función de transferencia H(s), considérese su forma factorizada en donde el 
numerador y denominador de H(s) se factorizan separadamente 


K(s —2)%---(s — 2) 
(s — ppyn --(s — Pr)” 
donde p, son los polos de multiplicidad r; y z, los ceros, con multiplicidad q,. En general, 
alguno de los polos y ceros serán reales, en tanto que otros serán complejos. Siempre se da 
el caso de que si p; es un polo complejo de orden r;, entonces su conjugado complejo p;* 
también será un polo de orden r;; es decir, p;= p;* para una =1,2,..., n y r;= r;. Esto tam- 
bién es verdadero para ceros complejos (la aparición de polos o ceros complejos única- 
mente en pares conjugados, fue mencionado por primera vez en la sección 12.4 en la 
discusión de expansiones en fracciones parciales). Recombinando los factores de pares 

conjugados en (14.28), sea —c el valor de un polo complejo o cero: 


(s — ps —p)=s*+as+b (14.29) 


Cada par de polos o ceros conjugados complejos corresponden a un factor cuadrático en 
H(s). Los coeficientes son unitarios (para s2), y marcamos al coeficiente-s a y la constan- 
te b. Para cada factor cuadrático, definimos dos parámetros 


(14.29c) 


H(s) = (14.28) 


o s+as+b=s? +[250]5 + 0? (14.30) 


(Mm, se conoce como la frecuencia natural del factor de parejas de raíces complejas (14.29a) 
y [es su factor de amortiguación. La forma resultante para H(s), luego de recombinar los 
factores de parejas de raíces complejas en los factores cuadráticos (14,29a), se conocerá 
como forma convencional. Iniciamos el proceso de gráficas de Bode expresando a H(s) en 
forma estándar. 


Exprésese la función de transferencia H(s) = (2s + 6)/(s3 + 252 + 25) 
en forma estándar. Factorizando primero, obtenemos un cero y tres 
polos distintos, cada uno de orden 1. 


2(s + 3) 


TER ETC 
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Recombinando los términos conjugados, 
2(s +3) 
s(s2 + 25 +2) 
Podemos identificar una constante K = 2, un cero único en s =-3, un 


polo en s = 0, y un factor cuadrático con frecuencia natural (, = W2 
y factor amortiguador [ = V2/2. 


H(s) = 


En la forma estándar, la función de transferencia es la proporción de los productos, 
KNi(s) ---N,(s) 
Di (s) ++ -D,(s) 
donde, luego de recombinar los factores complejos, cada N¡(s) y Ds) es de la forma 
(s + a)" con a real, un factor de raíz real, o (s? + 2£0,5 + «w2), un factor de parejas de 

raíces complejas. Sustituyendo s por jw y tomando sus magnitudes, la ganancia es 
[K| IN Goo)! ++ [NQio)| 

[D/(¡0)1---[D,(¡o)| 
Por (14.25), el valor en decibeles de un producto es el producto de los valores en decibeles, 
de forma que 


Hs) = (14.31) 


¡[HG o)| = (14.32) 


a 7 
¡HGo)| (dB) =|K/(4B) + Y (IN;(jo)1 (4B)) — D (1D,¡Gio)| (dB) (14.33) 
¡ i=1 


i=1 


La estrategia para graficar la ganancia | Ho) | en decibeles, será la de graficar cada tér- 
mino a la derecha de (14.34) separadamente, y luego sumar gráficamente estas gráficas 
componentes. El resultado será la ganancia deseada en decibeles. Sólo hay dos clases de 
términos, términos de raíces reales y términos de parejas de raíces complejas, para saber 
cómo graficar. Específicamente, existe un tercer término, la constante | K | (dB), pero la 
gráfica de este término claramente será una recta plana al nivel 20 log; xl. 

Concentrándonos primero en el caso de raíces reales, supongamos por un momento 
que este término está en el numerador. Por consiguiente 


IN;(0)| (dB) = 20108 ¡0 IN¿(¡0)| (14.34) 
= 2010810 [jo + al' 
donde r es la multiplicidad del cero real —a. Esto puede simplificarse ligeramente a 
[N¿Go)| (dB) = 20r log ¡y | jo + al (14.35) 


Para — < a, | jo+a | puede, con un error pequeño y decreciente conforme (0/a—>0, sea 
reemplazado por |a|. La ganancia de este término es entonces 


IN;¿(¡00)| (dB) = 20r log ¡y la!, wa (14.36) 


De este modo, para (1) < a, la gráfica será una recta plana al nivel 20r logo Lal. Para 
WM >> a, |jw0+al| puede, con un error pequeño decreciente conforme W0/a —> os, ser susti- 
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tuida por | jo ll que es ww misma. De este modo 
IN¿Gio)! (dB) S 20r log ¡y | jew+| = 20r log, w, v>a (14.37) 


Examinando esta última, la gráfica para WM > a cobrará una forma particularmente simple 
si elegimos graficar la ganancia no contra (0, sino contra log¡p0. En este caso, (14.37) indi- 
ca que tenemos una ecuación de la forma y = mx donde y es la ganancia en decibeles y x el 
logaritmo base 10 de 0, es decir, una relación lineal simple entre estas variables. La gráfi- 
ca para w >> a será una recta con ganancia m de 20r dB por unidad de cambio en el loga- 
ritmo base 10 de (0. Un cambio de una unidad en log,pwW corresponde a un cambio de un 
factor de 10 en 0, de forma que nos referiremos a esta pendiente como 20r dB por década. 

Los dos segmentos de línea recta para W < a y O >> ase interceptanen O = al, 
como puede verse comparando (14.36) y (14.37). Por esta razón, 0 = lal se conoce como 
frecuencia de corte. Una gráfica de la aproximación lineal por tramos a la curva de ganan- 
cia que determinamos, un par de rectas que se intersectan en la frecuencia de corte, se co- 
noce como gráfica de ganancia de Bode no corregida, y aparece en la figura 14.5 junto con 
la gráfica de ganancia de Bode corregida, o exacta, calculada evaluando (14.35). Nótese 
que el error máximo ocurre en la frecuencia de corte y es de 3 dB. Al alejarse de la fre- 
cuencia de corte, las gráficas corregida y no corregida se unen suavemente. 

La gráfica del mismo factor, (s + a)”, al pasar al denominador de H(s), simplemente 
oscila alrededor del eje horizontal. Esto es obvio, puesto que el valor en decibeles de 1/X 
es el negativo del valor en decibeles de X. De este modo, el valor inicial es —[ | a | (dB), el 
negativo del valor en decibeles de lal, y la pendiente tras el corte es de -20r dB/dec. 

Nótese que hay un caso especial del factor de raíz real cuando el polo o cero es 
a =0. En este caso, la forma dada en (14.37) no es aproximada para (Y >> a, sino que 
es exacta para toda (. Esta gráfica pasa por el valor O dB en O) = 1, La gráfica para este 
factor aparece en la figura 14.6. La técnica para utilizar estas gráficas componentes 
para generar las gráficas de ganancia de Bode, tanto corregidas como no corregidas, se 
ilustran en el siguiente ejemplo. 


Ganancia (dB) 


lal (dB) + 3 J rr 
je No corregida 
lal (dB) 
(w (escala 
Jal lal lal 10lal 100lal logarítmica) 
ne 10 ——>  1década  —<—— 


FIGURA 14.5 Gráfica de ganancia de Bode para el factor numerador con raíces 
reales (s+ a)". 
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Ganancia (dB) 


20r dB/dec 


w (escala 


0dB 
logarítmica) 


FIGURA 14.6 Gráfica de ganancia de Bode para el factor 
numerador s'. 


Determinemos las gráficas de ganancia de Bode, corregida y no co- 
rregida, para H(s) = (Ss + 10)/(s? + 205). En forma estándar, 


(ES +2) 
10-20 


Hay un cero en s = 2, con polos en s = 20 y s =0. El factor real 
(s + 2) tiene una frecuencia de corte en 1 = 2 y pendiente 20 dB/dec 
tras el corte (r = 1). El valor de nivel inicial de este factor es |21(dB) 
=20 log¡0 12] =6 dB. El factor denominador real (s + 20) tiene su fre- 
cuencia de corte en (0 = 20, pendiente -20 dB/dec tras el corte, y valor 
de nivel inicial -20 log¡g 20 = -26 dB. El factor de s en el denomi- 
nador tiene una pendiente de -20 dB/dec en todas partes, y pasa por 
O dB en O) = 1. Finalmente, el factor constante K =-—S en (14.38) tiene 
una gráfica constante al nivel |x| (dB) = |-5|(dB)=5 (dB) =14dB. 
Las gráficas componentes para cada uno de estos factores aparece 
en la figura 14.7. Nótese que no se necesitan correcciones para las 
gráficas del factor s” o del componente de factor constante. 

A continuación sumamos gráficamente las gráficas de los com- 
ponentes no corregidos. Primero consideraremos las pendientes en 
cada región. Recuérdese que la pendiente de una suma de funciones 
es igual a la suma de las pendientes. Trabajando de izquierda a 
derecha los segmentos iniciales tienen todos pendientes cero excepto 
el factor 1/s, que tiene la pendiente de -20 dB/dec. Entonces, la pen- 
diente de la suma será -20 dB/dec. Esto cambiará, es decir, la gráfica 
se cortará, en la frecuencia de corte que está más a la izquierda (la 
mínima) (0 = 2. Sumando pendientes en (0 = 2+ resulta en O dB/dec, 
puesto que la pendiente neta fue de -20 dB/dec en (y = 2-, una pen- 
diente aumentó (o se “cortó”) +20 dB/dec en 2, y las demás no 
tuvieron cambio alguno. Hay un corte hacia abajo de +20 dB/dec en 
la segunda frecuencia de corte (0 = 20 y no hay mas cortes en la pen- 
diente. Esto resulta en la curva negra en la figura 14.8. 

Ya estamos listos para determinar los valores en decibeles. 
Puesto que todas las pendientes son conocidas, sólo necesitamos saber 
el valor en decibeles en un solo punto para determinar todos los demás 


(14.38) 
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Ganancia (dB) Ganancia (4B) 


20r dB/dec 0dB q w (escala 
logarítmica) 
+6 dB —20 dB/dec 
a w (escala logarítmica) 
1 


(a) factor (s + 2) (c) factor ES 
Ganancia (dB) Ganancia (dB) 
20 
o (escala 
logarítmica) — +I4 dB 
—26 dB 
—20 dB/dec 
w (escala 
logarítmica) 
1 

(b) factor TF) (d) Factor constante 


FIGURA 14.7 Gráfica de componente para el ejemplo 14.7. 


valores en decibeles. Examinando las gráficas componentes, todos 
los valores son conocidos en w = 1. Sumando, la ganancia en deci- 
beles en w = 1 es +6-26+0 + 14 =-6 dB. La ganancia en la fre- 
cuencia de corte w = 2 es por consiguiente el valor en w = 1 
reducido por -20 dB/dec multiplicado por el número de décadas 
entre las frecuencias 1 y 2. Puesto que las décadas miden los fac- 


tores de 10 que separan a dos frecuencias, 


D =108, 2/01 (14.39) 


donde D es el número de décadas entre 0, y 0 ¡. De este modo, en 
el ejemplo, tenemos 


2 
D = 10810 de 0.3 dec 


que separa a las frecuencias (0 ,=2 y O) ¡ = 1, y la ganancia en dB en 
el punto — =2 es 


¡HG2)1 (dB) = ¡H(¡1)| (dB) + (-20 dB/dec )(0.3 dec) 
—6 — 20(0.3) 
=-—12 dB 


De este modo, tenemos la gráfica final de Bode no corregida. La 
gráfica corregida es la suma de las gráficas de componentes co- 
rregidas, que diferirán por 3 dB dentro del punto de flexión en cada 
frecuencia de corte. En la figura 14.8 se muestran las gráficas de 
ganancia de Bode, corregidas y no corregidas. Esto completa el 
ejemplo. 
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Ganancia (dB) 


w (escala 


! , logarítmica) 
=6dB ----- 
O dB derogó | i No corregida 
=12dB pH ooorrrnnn-- ! 
= 15 dB oorerrrnrnnonrrrmen rr fon 
20 dB/dec 


Corregida 


FIGURA 14.8 Gráficas de ganancia de Bode (corregida y no corregi- 
da) para el ejemplo 14.7. 


Habiendo visto cómo se grafican los términos constantes y de raíces reales, ahora nos 
concentraremos en el término de parejas de raíces complejas (s2 + 2£w,s + 02)”. Tomando 
el mismo método que seguimos para comprender el término de raíz real, sustituimos s por 
jo y tomamos sus magnitudes. Para el caso en que el término está en el numerador, la 
ganancia en decibeles es 


IN;(w)] (dB) = 20r logo llo? — w*] + ¡[22 0, 00]| (14,40) 
Los valores aproximados para 0 < 0, y 0 >> 0, son 


IN;¿(w)| (4B) = 20rlogipw?, vo, 
IN¿(w)| (dB) =20r log”, w>o, 


Comparando estos dos, los segmentos de rectas que comprenden la gráfica no corregida se 
intersectan en (0 = 0), de forma que la frecuencia de corte para el término de parejas de 
raíces complejas es su frecuencia natural (0,. La pendiente antes del corte es O, y más allá 
del corte es 40r dB/dec. La gráfica no corregida de Bode aparece en la figura 14.9. 

En tanto que la gráfica de Bode no corregida para este término es independiente de 
su factor de amortiguación £, la corrección que debe aplicarse depende fuertemente de su 
factor de amortiguación. Las curvas de ganancia, para diversos valores de €, que varían de 
su valor absoluto mínimo (para raíces complejas) de 1 hacia arriba, aparece en la figura 
14.9. La corrección máxima ocurre cerca, aunque sin precisión, en la frecuencia de corte 
(0, Para determinar la corrección en la frecuencia de corte (,, evaluamos la expresión de 
ganancia exacta de (14.41) en O = 0, 


IN;(¡on)| (dB) = 20r logo [22 w?| = 20r log 0 214 eo? 
o IN;(¡0,)| (dB) = 20r log ¡y 21 | + 20r log ¡y w? (14.41) 


Puesto que el segundo término en (14.42) es el valor no corregido en (,, la corrección debe 
ser el primer término, o 20r log;y 2 | | . La dirección de referencia para esta corrección es 
hacia arriba, o dentro del punto de flexión de la gráfica no corregida. Si | £ | < 1/2, esta co- 
rrección será negativa, y la gráfica será corregida hacia abajo. Notando que la corrección 
20r logo 2 | g | es r veces el número 2| E | medido en decibeles, una regla general para co- 
rregir el término de parejas complejas que funciona tanto para el numerador como el 
denominador es la siguiente: La corrección a cualquier gráfica de parejas de raíces com- 


Capítulo 14 Respuesta de frecuencia 


No corregidas 


Ganancia (dB) 
Ll 40r dBídec 
6r dB F ¿=1.0 
Corregida 
«o (escala 
20, L a 
logarítmica) 
—20r dB L 
8, = 2rlw, (4B)] 
= 40r log ¡q 0, 
-40r dB 


w=0,; 


FIGURA 14.9 Gráfica de ganancia de Bode para el factor numerador de parejas de raíces 
complejas (s? + 20,5 + 2). 


plejas en (0 = (0, es r veces el equivalente en decibeles de 2! rg / , con dirección de referen- 
cia dentro del punto de flexión de la gráfica no corregida. Examinando la figura 14.9, la 
corrección en ( = 0), es muy cercana a la corrección máxima deseada para sistemas poco 
o muy amortiguados, aquellos con factores de amortiguación É < 0.3 o £ > 0.6. Para sis- 
temas moderadamente amortiguados, 0.3 < € < 0.6, la corrección calculada, en tanto que 
siendo exacta en (0 = 0), no es una buena medida de la corrección máxima, que ocurre lejos 
de (0 = 0,. Afortunadamente, la corrección máxima no es grande para sistemas moderada- 
mente amortiguados. ; 


Determínense las gráficas de ganancias de Bode no corregidas y co- 
rregidas para 


1 
(s? + 35 +900)* 


Revisando el radical del término cuadrático del denominador, ob- 
tenemos que es negativo, las raíces son complejas, y que éste es un 
término de raíces complejas. Su frecuencia natural y factor de 
amortiguación son, por (14.30), obtenidos de 


H(s) = 


w2 =900 
20, = 3 


o 0, =30, € = 3/10)0)G0)] = 1/40. La frecuencia de corte es (0, = 30, 
y la pendiente es -40r = -120 dB/dec tras el corte (éste es un factor 
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Ganancia (dB) 


w, =30 


w (escala 
logarítmica) 


A 


177 dB 


120 dB/dec 


FIGURA 14.10 Gráficas de ganancia Bode para el ejemplo 14.8. 


del denominador). El valor inicial es, por (14.40), -20r log ¡y 00? (o —2r 
veces el equivalente en decibeles de (0,,) con el signo menos debido 
al lugar del denominador. Este valor inicial es 


—20r log ¡0 w% = (2)(-60) log¡o 30 = —177 dB 


Esto completa la gráfica no corregida, que aparece en la figura 14.10. 
La corrección es r = 3 veces el equivalente en decibeles de 216] = 
1/20, que es 3[1/20 (dB)] = 3[-26 dB] = 78. dB. La dirección de re- 
ferencia para esta corrección está dentro del punto de flexión (que en 
este caso está hacia abajo), y puesto que la corrección es negativa, va 
fuera del punto de flexión (hacia arriba). En la figura 14.10 también 
se muestra la gráfica corregida. 


En ta misma función de transferencia puede aparecer todo número de raíces reales y 
términos de parejas de raíces complejas, como se muestra en el último ejemplo de esta sec- 
ción. Sus gráficas de componentes simplemente se suman, como cualquier otro par de tér- 
minos en H(s). 


Obtengamos las gráficas de ganancia de Bode para un circuito con 
función de transferencia 


200(s? + 2s + 16) 
(s + 50)(s + 2500) 


En el numerador hay un factor constante y un factor de raíces com- 
plejas con (0? = 16 y 260, =2,0 0, =4, € = 3. En el denominador 
podemos ver factores de raíces reales con frecuencias de corte de 50 
y 2 500. Las gráficas componentes aparecen en la figura 14.11. 
Comenzando desde la izquierda, la gráfica de Bode no corregida ten- 
drá una pendiente que es la suma de las pendientes de los compo- 
nentes; 0 +0 +0+0=0 dB/dec. La gráfica se corta hacia arriba +40 
dB/dec en w = 4, la frecuencia de corte (frecuencia natural) del factor 
de parejas de raíces complejas en el numerador, hacia abajo -20 
dB/dec en O) = 50, y nuevamente en (1 = 2500. El valor en dB en 


H(s) = 
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Ganancia (dB) Ganancia (dB) 


40 dB/dec 
200 (dB) = + 46 dB 


16 (dB) 
= 24 dB 


w (escala: 
logarítmica) 


w (escala: 


logarítmica) 


Ganancia (dB) Ganancia (dB) 


S0 2500 
w (escala w (escala: 


logarítmica) logarítmica) 


-[50 (dB)] 
=—34 dB [2500 (dB)] 
—20 dB/dec = —68 dB 


—20 dB/dec 


FIGURA 14.11 Gráficas componentes para el ejemplo 14.9. 
0 = 4 en la gráfica no corregida es la suma de los valores iniciales 
46 + 24 — 34 — 68 = -32 dB 


Puesto que hay log¡g 50/4 = 1.1 décadas entre (0 = 4 y (O) = 50, la 
ganancia no corregida en (0 = 50 es -32 dB + (40 dB/dec) (1.1 dec) 
= +12 dB, y en O = 2500 similarmente es +12 dB + (20 dB/dec) (1.7 
dec) = 46 dB. La corrección debida al término de raíces complejas 
en 0 =4es 2|(| (dB) = 5 (dB) =-6 dB o 6 dB fuera del punto de 
flexión (hacia abajo). Aquellas que están en las otras dos frecuencias 
de corte están 3 dB dentro del punto de flexión (hacia abajo). En la 
figura 14.12 se muestran las gráficas de ganancia de Bode corregida 
y no corregida. 


Ganancia (dB) 


AAGAB poooonnnonnnnnnnn noo 
| 20 dB/dec 


+12 dB E Lrrrrnrmnrnnmnrneeooo 
- w (escala 


S0 2500 
40 dB/dec 


logarítmica) 


-32 dB 


38 dB bh orroronnnnnonnnoo>2> 
FIGURA 14.12 Gráficas de ganancia de Bode para el ejemplo 14.9, 
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Con esto terminamos nuestra presentación del método de Bode para graficar ganan- 
cias. Hay un método relativo para graficar el desplazamiento de fase mediante aproxi- 
mación lineal por tramos, suma gráfica y corrección, que produce la gráfica de fase de 
Bode. Hay varias razones por las que la técnica de Bode para graficar fases no se utiliza 
con tanta frecuencia como la gráfica de ganancia de Bode que se describió anteriormente. 
El método de Bode para graficar fases es más tedioso, puesto que hay dos, y no solo una, 
frecuencias de corte para cada término de raíz real. Las correcciones se extienden sobre 
una banda de frecuencias mucho mas amplias que en la gráfica de ganancia, y son más 
difíciles para calcular correctamente al dibujarlas. Además, para muchas aplicaciones, la 
variación de la ganancia del circuito respecto a la frecuencia es más importante para 
comprender su función, que las variaciones de fase. Por estas razones, aunque tiene 
algunos usos, no discutiremos el método de Bode para graficar fases. 

En resumen, en tanto que este proceso requiere de algún esfuerzo, la gráfica de 
ganancias de Bode permite hacer gráficas relativamente rápidas y precisas de la ganancia 
contra la frecuencia en un circuito, y la ganancia es con frecuencia la característica más 
importante de un circuito. Podemos entender en mucho lo que “hace” un circuito, la fun- 
ción que realiza, identificando las bandas de frecuencia de la alta y baja ganancias. Si se tiene 
a mano una computadora con SPICE, un análisis ac nos permite obtener gráficas de ganan- 
cia más precisas con menos trabajo. Pero entender la forma en que trabaja el procedimiento 
de Bode, nos instruye acerca del modo en que la curva de ganancia de circuito se modifi- 
cará si sumamos o eliminamos polos o cero, o si desplazamos sus lugares. Al confrontarnos 
con un problema de diseño, esto puede ser utilizado para guiar nuestra selección de una 
función de transferencia, y finalmente un diseño de circuito. Tanto SPICE, como cualquier 
otra herramienta de simulación computarizada, puede sustituir la propia comprensión del 
diseñador del circuito respecto a cómo puede manipularse la respuesta de frecuencia de los 
circuitos. Este es el verdadero beneficio de estudiar el método de gráficas de ganancia de 
Bode. 


A ¿Ed A A RL AR 


EJERCICIOS 


14.3.1. Para cada factor componente en H(s) = 4000 (s2-1)/[(s + 20)2 
(s2 + 35 + 36)], especifique la pendiente inicial, la pendiente final, el valor 
inicial y el valor de la frecuencia de corte. También especifique 0, y € para 
los factores de parejas de polos complejos. 


Respuesta 
4000: O dB/dec, O dB/dec, +72 dB, sin frecuencia de corte 
(s — 1): 0 dB/dec, +20 dB/dec, O dB, 1 rad/s 
(s + 1): 0 dB/dec, +20 dB/dec, O dB, 1 rad/s 
1/(s + 20)?: 0 dB/dec, —40 dB/dec, —52 dB, 20 rad/s 
1/(9? + 3s + 36): 0 dB/dec, —40 dB/dec, —31.1 dB, 6 rad/s, 
W0n=6, ¿=1/4 

14,3.2.  Dibuje las gráficas de ganancia de Bode corregidas y no corregi- 


das para el H(s) del ejercicio 14.3.1, marcando todas las pendientes y ambas 
coordenadas en cada punto de corte. 
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Ganancia (dB) 


NS 


A 


w (escala 


logarítmica) 


11.1 dB 


EJERCICIO 14.3.2 


14.3.3.  Dibuje las gráficas de ganancia de Bode para H(s) = ($? + s + 
100/(s? + 205 + 100). 


Ganancia (dB) 


10 
0dB w (escala 


logarítmica) 


EJERCICIO 14.3.3 


La función de respuesta de frecuencia H(¡w) revela el comportamiento dependiente de la 
frecuencia de un circuito, y las gráficas de ganancia de Bode ofrecen una forma conve- 
niente para tener acceso a esta información. A continuación examinaremos circuitos es- 
pecíficos para ver qué clase de comportamiento dependiente de la frecuencia podemos 
tener, y por qué podríamos querer tenerlo. 

De considerable interés son aquellos circuitos que tratan un rango estrecho de fre- 
cuencias de forma muy distinta al de las demás frecuencias. Estos se conocen como cir- 
cuitos resonantes. La ganancia de un circuito altamente resonante logra un claro máximo 
o mínimo en su frecuencia de resonancia, en tanto que sus variaciones fuera de una 
pequeña banda de frecuencias alrededor de la frecuencia de resonancia son mucho 
menores. 

La resonancia es una propiedad extremadamente útil para muchas aplicaciones de 
circuitos. Por ejemplo, supongamos que deseamos construir un circuito para recibir una 
entrada sinusoidal a una frecuencia «y. La entrada total a nuestro circuito en general con- 
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tendrá muchas otras componentes de frecuencias errantes debidas al ruido y a otras señales 
de interferencia que se transmiten al mismo tiempo. Si la ganancia de nuestro receptor es 
muy alta en (0, y muy baja en los demás lugares, detendremos efectivamente los compo- 
nentes indeseables, que pasarán a través del circuito de la entrada a la salida con una ampli- 
tud mucho más reducida (baja ganancia en esas frecuencias), en tanto que hará pasar con 
mucha intensidad la componente deseada (alta ganancia en su frecuencia wp). O consi- 
dérese, el láser un dispositivo que amplifica intensamente aquellas ondas de luz que pasan 
a través y que son de frecuencia específica «mp, en tanto que atenúa fuertemente las demás, 
produciendo de este modo una salida de luz muy pura con casi toda su energía en una sola 
frecuencia. Estos son ejemplos de circuitos resonantes. 

La resonancia no es únicamente una propiedad de los circuitos eléctricos. Se encuen- 
tra de forma natural en muchas formas físicas. Cuando se toca un diapasón cerca de una 
guitarra, una de las cuerdas de la guitarra continuará “sonando” mucho después de que se 
afina a la frecuencia del diapasón. Cada una de las cuerdas del instrumento es un sistema 
resonante con distintas frecuencias de resonancia, y sólo aquella que coincide con la fre- 
cuencia de entrada responderá con intensidad. Del mismo modo, un cristal de cuarzo “reso- 
nará” a su frecuencia de resonancia cuando se estimula eléctricamente, y la resultante salida 
pura se utiliza para sincronizar circuitos de computadora y relojes digitales. Algunos 
automóviles, al acelerar, resonarán de forma intensa “y molesta” cuando la velocidad del 
motor pasa a través de la frecuencia de resonancia del chasis del coche. A otras veloci- 
dades, las vibraciones del motor son igual de intensas, pero no producen fuertes vibraciones 
en la cabina de los pasajeros debido a la baja ganancia que está fuera de resonancia. 

Un circuito capaz de presentar resonancia es el circuito RLC en serie. Considérese 
una entrada a este circuito con un voltaje v(£), y que su salida sea la corriente ¿(£) en la figu- 
ra 14.13(a). Definamos su función de transferencia como H(s) = Ks)/V(s), que es idéntica 
a su admitancia Y(s). 


1 


1) R 


Yo) (dB) 


1 
JB) jernnnmonnnnno- 


(a) 


20 dB/dec ;-20 dB/dec 


ll - > w (escala logarítmica) 


My = o 


LC 
(b) 
FIGURA 14.13 — (a) Circuito REC en serie; (b) Gráfica de ganancia de Bode. 
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En forma estándar, podemos reescribir H(s) como 

(1/L)s 
$2 + (R/L)s + (1/LC) 
La gráfica de ganancia de Bode consiste de un término constante debido al factor 1/L, un 


cero real en el origen, y un término cuadrático que contiene raíces complejas o reales. Las 
raíces serán complejas si el radical del término cuadrático es negativo: 


H(s) = (14.43) 


que puede ser reescrito como 
po A | (14.44) 


Supondremos que se satisface esta desigualdad, de forma que las raíces son complejas. 
Entonces por (14.30), 


N(s) 


H AA 
(5) 542805 +0? 


donde el denominador es una función cuadrática subamortiguada. Por (14.29), se obtienen 
la frecuencia natural (o, y los factores de amortiguación a partir de los coeficientes en el 
factor cuadrático mediante (0?, = 1/LC, 2£w, = R/L y estos son 


(0) = YLULC 
7 (14.45) 
¿=5VC/L 


La gráfica de Bode resultante aparece en la figura 14.13(b). Hay un pico de resonancia en (,, 
y la ganancia corregida en (, es 1/R. Al alejarnos de «n,, la ganancia desaparece en 20 dB/dec. 

Nótese a partir de (14.44) y (14.45) que el requisito de polos complejos es que el fac- 
tor de amortiguación 1 < 1, Definamos la frecuencia de resonancia wm, como la frecuencia 
en la que la ganancia | H(¿00)| pasa a través de su máximo o mínimo (en este caso el má- 
ximo). Para el circuito RLC en serie, la impedancia 


1 1 
Z(jo0) =R+jo0L+ —=R+jjoL-—= 
(o) j FC j ( 25) 
consiste de una parte real fija y una parte imaginaria que varía respecto a la frecuencia. En 
la frecuencia en la que 0L — 1/(0C) = 0 la parte imaginaria desaparece y la impedancia está 
en su magnitud mínima. Esta es la frecuencia (0 = (0, = V1/LC. Si la impedancia es un mí- 
nimo, la admitancia es un máximo, y por consiguiente 


(14.46) 


Esta es la frecuencia de resonancia del circuito RLC en serie, y coincide con la frecuencia 
natural 0,,. 

La amplitud del pico de resonancia es una útil medida de la selectividad de frecuencia del 
circuito resonante. Defínase la amplitud de banda B de un circuito resonante como la diferencia 
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donde 0), y (0, son las frecuencias en las que la ganancia es 3 dB por debajo de su valor 
en O, (o 3 dB por encima de su valor (, y la resonancia es un mínimo de la ganancia). 
w, > 0, se conoce como la frecuencia de semi-potencia superior y 0,< 0, la frecuen- 
cia de semi-potencia inferior. Nótese que si la amplitud de un sinusoide se reduce en 
3 dB, o por un factor de 1/V2, la potencia en ese sinusoide se reduce por el cuadrado 
de la proporción de amplitud 05 Esto explica la terminología para O), y 0, Para nues- 
tro caso, podemos obtener sus valores resolviendo la ecuación 


1 
YGO!|= => 14.48 
para (0, puesto que | Yo)| es la ganancia y su valor máximo es 1/R. Dejando el álgebra 
a los ejercicios al final de esta sección, luego de restar las dos soluciones a (14.48), la 
amplitud de banda para el RLC en serie es simplemente 


(14,49) 


En tanto que la amplitud de banda B mide la amplitud de la banda de frecuencia den- 
tro de la cual el circuito se comporta de forma casi resonante, es decir, con ganancias dentro 
de un margen de 3 dB de la ganancia de resonancia, B no siempre es una buena medida de 
la protuberancia del pico resonante. Consideremos dos circuitos resonantes con la misma 
amplitud de banda, por ejemplo 1 rad/s, con frecuencias resonantes de 1 rad/s y 10% rad/s. 
Las curvas de ganancias para estos dos circuitos aparecen en la figura 14.14. ¿Cuál de las 
dos resonancias es más selectiva de frecuencia? Si una entrada a cada circuito en sus 
respectivas frecuencias de resonancia se desplaza, por ejemplo, 1% de su (,, su ganancia 
será esencialmente indistinguible de la ganancia máxima en el primer caso, figura 14.14(a), 
pero caerá mucho más del pico de resonancia del segundo circuito, en la figura 14.14.(b). 
Claramente, el segundo circuito es más selectivo de frecuencias en el sentido fraccional. Lo 
que importa en el sentido de una desviación de frecuencia fraccional es la amplitud de 
banda normalizada por la frecuencia de resonancia en sí. 


Ganancia (dB) —--====0==" Aa 077 Ganancia (dB) le -======>==<== ha denon .- 


A A A 


w 1 w 2 1000 2000 


(a) (b) 
FIGURA 14.14 Dos curvas de ganancia con la misma amplitud de banda B pero con factor 
de calidad Q distinto. 
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Definamos el factor de calidad O como la proporción de frecuencia de resonancia 
contra la amplitud de banda, 


O =w,/B (14.50) 


Mientras mayor sea el factor de calidad O, el circuito será más selectivo de frecuencia en 
el sentido fraccional. Para RLC en serie, sustituyendo (14.49) y (14.50), tenemos 


(14.51) 


Los circuitos con factores de alta calidad son muy selectivos de frecuencias, y como vere- 
mos de (14.52), esto implica bajos valores de resistencia R. Puesto que los inductores prác- 
ticos incluyen significativas resistencias en serie incluidas en sus propios modelos de 
dispositivos, es difícil y costoso diseñar pasivamente circuitos resonantes con Q, es decir, 
únicamente con elementos RLC. 


Deseamos diseñar un circuito resonante RLC en serie con frecuencia 
de resonancia en Hertz igual a 1 kHz y factor de calidad Q = 100. 
Puesto que hay dos limitaciones en tres parámetros RLC, podemos 
tomar un valor de prueba para ellos arbitrariamente. Supongamos que 
fijamos un valor conveniente para el capacitor, C = 1 UF. Entonces, 


por (14.46), 
po 1 
3 — 
211 (10”) = za05) 


o elevando ambos miembros al cuadrado y resolviendo para L£, 


ol 
 Qmy? 
Despejando (14.51) para R 


TS PEE 
E A a A E 14.52 
ovc 1076 ia 


Si la longitud de cable utilizado para embobinar el inductor dado contiene 
más de 1.59 (2 de resistencia equivalente, entonces, aun en la ausencia de 
cualquier resistencia externa, no podríamos satisfacer estas especifica- 
ciones. Nótese que por (14.51) podríamos incrementar la resistencia en 
serie permisible en el factor de calidad Q fijo, y la frecuencia resonante 
(Mm, incrementando L y disminuyendo C para que su producto siguiera 
siendo el mismo. Sin embargo, la inductancia incrementada necesaria, 
requiere más vueltas de cable en nuestro inductor, que inevitable- 
mente tendrá como consecuencia una mayor resistencia en serie. 


= 25.3 mH 


Para circuitos de O-alta, nos será más conveniente utilizar circuitos activos, aquellos que 
contienen op amps. Posteriormente, en éste mismo capítulo, se explorarán estos principios. 

Hasta ahora hemos considerado únicamente circuitos resonantes de RLC en serie. 
Pueden utilizarse muchas otras configuraciones de circuitos para producir un compor- 
tamiento resonante. En el caso del circuito RLC en paralelo (Figura 14.15), tomando ((t) 
como la entrada y v(t) como la salida, la función de transparencia que caracteriza a la 
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IZ) (dB) 


RdA) Esicicc ips ión 


20 dB/dec ¡--20 dB/dec 


w (escala 
logarítmica) 


(y = 


LC 


(a) (b) 
FIGURA 14.15 - (a) Circuito RLC en paralelo; (b) Gráfica de Bode de ganancia. 


ganancia es 


(9) =26) = === (14.53) 
sC+(/R)+(1/sL) 

Podríamos estudiar este circuito resonante repitiendo los pasos que seguimos en el caso 
RLC en serie, pero existe un método más sencillo. Comparando (14.53) con (14.42), las 
funciones de transferencia son idénticas luego de sustituir C por £, £ por C, y 1/R por R. 
Puesto que todos nuestros resultados son calculados a partir de la función de transferencia, 
podemos simplemente repetir los resultados que notamos para el caso REC en serie al hacer 
estas sustituciones. En la tabla 14.1 se resumen los resultados. 

Una observación final que se refiere a los circuitos RLC en serie y en paralelo es que 
en la resonancia, el desplazamiento de fase de sus funciones de su respuesta de frecuencia 
Ho) | “ = ar €s cero. En ambos casos, |[Zíjo,) | y | Y (jo,) | en resonancia son cada uno 
puramente reales, y el voltaje y la corriente están en fase. Las partes imaginarias de las 
impedancias y de las admitancias se cancelan completamente en la frecuencia de resonan- 
cia, lo que explica que en ese lugar hay un mínimo o un máximo. 

Muchos otros circuitos, tanto pasivos como activos, presentan resonancia. En cada 
caso, su comportamiento resonante puede determinarse a partir de una gráfica de ganan- 


cia de Bode, y puede obtenerse la frecuencia de resonancia determinando el lugar de una 
ganancia máxima (o mínima). 


Propiedad 
1 1 
w, (frecuencia de resonancia) LC VLC 
R 1 
B (amplitud de banda) L RC 
1 L € 
O (factor de calidad) RA C RN L 
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A diferencia de los casos RLC en serie y en paralelo, con frecuencia es difícil deter- 
minar exactamente la frecuencia de resonancia en el caso general. Para sistemas ligera- 
mente amortiguados, aquellos que presentan una resonancia significativa, la frecuencia de 
resonancia cae muy cerca del punto de corrección máxima en la gráfica de Bode, lo cual, 
a su vez, está muy cerca de la frecuencia natural (, del término de parejas de raíces com- 
plejas de la gráfica de Bode. La frecuencia natural (0, de este término puede utilizarse como 
una conveniente aproximación a la frecuencia resonante (m, en el caso ligeramente amor- 


tiguado. 


FIGURA 14.16 


Considérese el circuito resonante que se muestra en la figura 14.16. 
No es RLC en serie o en paralelo, de modo que no se aplican las 
fórmulas en la tabla 14.1. Con la entrada y salida especificadas, te- 
nemos H(s) = Z(s) y 


(10/s)(10s +1) — 10(s+ 5) 

(10/s) +10s+1  s2+(%)s+1 

Existe un factor constante 10, un cero real en s = —1/10, y un fac- 
tor de parejas de raíces complejas con O), = 1, 2£0, = 1/10; es 
decir, € = 1/20. Las gráficas de ganancia de Bode corregidas y no 
corregidas aparecen en la figura 14.16(b). La gráfica corregida mues- 
tra que el circuito resonante cerca de (0, = 1 rad/s. Esto no es exac- 
tamente el lugar (, de ganancia máxima, pero sí está cerca. Otra 
estimación de la frecuencia de resonancia es aquella frecuencia que es 
cero en la fase de Z(¡0). De hecho, algunos autores definen esto como 
la frecuencia de resonancia para los circuitos resonantes generales. En 
el caso presente, esto da lugar a la ecuación 


= == w 
tan *(10w) = tan (as) 


Z(s) = 


Tomando las tangentes a ambos lados, 


(49) 
10 


IZ( joo)! (dB) 


A 


(a) 


“ (escala 
logarítmica) 


(a) Circuito para el ejemplo 14.11; (b) Gráfica de ganancia de Bode. 
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y resolviendo, (Y = (V99)/10. Estas dos aproximaciones a O, están muy cercanas entre sí. 
Ninguna de ellas es la frecuencia exacta (9, en ganancia máxima, que (el ambicioso) puede 
obtener como la solución exacta de la ecuación 


A iziot=0 (14.54) 
dw 


EJERCICIOS 


14.4.1. Demuestre que las soluciones a (14.48) satisfacen 


(=>) (2) 


14.4.2. Demuestre que la ecuación en el ejercicio 14.4.1. tiene cuatro 
soluciones reales, dos de las cuales son positivas y las otras dos negativas, 
y que la diferencia de las soluciones positivas es la amplitud de banda dada 
en B = RIL dada en (4.50). 


14.4.3. Diseñe un circuito resonante RLC en serie o en paralelo cuya 
admitancia pasa por el mínimo en w, = 100 rad/s y que tiene un factor de 
calidad Q de 50. Utilice un capacitor de 100 uE. 

Respuesta Paralelo, R=5kQ, L= 1H; en serieR =20, L=1H. 


FIGURA 14.17 Circuito 
fasorial para el modelo op 
amp con ganancia en 
trayectoria abierta 
dependiente de la 
frecuencia A(¡w). 
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En el capítulo 3 se describió al op amp como un dispositivo activo que contiene muchos 
transistores y otros elementos que, bajo las circunstancias adecuadas, se comporta simple- 
mente como una fuente de voltaje controlada por voltaje con alta ganancia. Los modelos 
utilizados hasta ahora para estudiar el comportamiento de los op amps en varios circuitos, 
y de este modo determinar las “circunstancias adecuadas” para su comportamiento, como 
se describieron, han consistido enteramente de elementos independientes de la frecuencia: 
resistencias y fuentes controladas con ganancia constante. 

Ahora estamos preparados para considerar otra dimensión del comportamiento de 
los op amps prácticos, su dependencia de la frecuencia. Volviendo al modelo de amplifi- 
cador de voltaje ideal de la figura 3.7, repetida como la figura 14,17, modificaremos la ga- 
nancia A de amp op de trayectoria abierta. Fijada como una constante en el modelo 
original del capítulo 3, la modificaremos para reflejar el verdadero comportamiento de la 
ganancia de trayectoria abierta con la frecuencia 


(14.55) 


Afortunadamente, las características dominantes dependientes de la frecuencia de 
muchos op amps prácticos, tales como la popular familia 741, son abarcadas por esta mo- 


Capítulo 14 Respuesta de frecuencia 


Ganancia (dB) 
A, (dB) 


0dB w (escala logarítmica) 


FIGURA 14.18 Gráfica de Bode de | A(jw)| para un Op amp típico. 


dificación simple. El valor de esta ganancia en de es Ag la ganancia dc de trayectoria abier- 
ta del op amp, típicamente del orden de 105 a 10€, El polo único en s = (0, hace que la grá- 
fica de Bode |A(¡0)] que aparece en la figura 14.18 se corte en O = (0, típicamente de 5 a 
50 rad/s y a partir de ahí decaiga en —20 dB/dec. La frecuencia en que la ganancia se reduce 
a la unidad (0 dB) se conoce como amplitud de banda de ganancia unitaria, Dg: Por 
(14.55), 00, = Ag0y para una excelente aproximación. El producto AyWy de la ganancia de 
y la amplitud de banda de -3-dB se conoce como producto de amplitud de banda ganan- 
cia, un importante parámetro del amp op que volveremos a ver en breve. 

Considerando la figura 14.18, cuando se utiliza en trayectoria abierta, el op amp es 
capaz de suministrar una ganancia sumamente alta, pero solamente sobre una amplitud de 
banda muy estrecha de aproximadamente dc en (0, = 1 Hz. Para que el amp op funcione en cir- 
cuitos tales como los amplificadores de inversión y no inversores, que generalmente se requie- 
re que trabajen sobre una gran parte de todo el rango de audio de de a 40 kHz, su amplitud de 
banda debe ser muy extensa. Con poca frecuencia trabajamos con señales cuyas frecuencias 
caigan convenientemente por debajo 1 Hz. 

En el capítulo 3 demostramos que el uso de la retroalimentación negativa, reduce 
grandemente los efectos de los cambios de la ganancia A de trayectoria abierta en la pro- 
porción de transferencia de voltaje entrada-salida para el circuito. Aquí introduciremos un 
nuevo mecanismo de variación en la ganancia de trayectoria abierta, la declinación de 
ganancia respecto a la frecuencia. Posiblemente, la retroalimentación negativa protegerá al 
circuito de esta nueva causa de variación en A, así como lo protegerá contra las variaciones 
aleatorias de tramo a tramo en Á consideradas en el capítulo 3. Afortunadamente, y como 
lo demostraremos, esto es ciertamente el caso. 

Considérese un circuito típico de componentes, el amplificador inversor que aparece 
en la figura 14.19. Por nuestro análisis anterior, su ganancia de circuito conectada v, y sa- 
lida v, es -Rp/Ra. 


FIGURA 14.19 Amplificador inversor. 
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Este resultado supone que la ganancia A en trayectoria abierta es fija, grande e indepen- 
diente respecto a la frecuencia, lo que no es el caso con la función de ganancia A(¡0) que 
ahora consideramos. Repitiendo el análisis de este circuito en el capítulo 3, tenemos el 
resultado (3.12), pero con A(jw) y los fasores en lugar de A en las cantidades de dominio 
del tiempo. Por esa ecuación, la ecuación entrada-salida para este circuito es 


V), = H(¡o)yV; (14.56) 
donde 


—RF 


HG 0) = ——_—_—__—__—_—_—_——— 
Ra+ qa (Ra + Rp) 


Factorizando — Rp/R, y substituyendo A(¡0), 


o E PA 
: Ra 14 (Ue) (14 42) 


Separando las partes real e imaginaria en el denominador 
—Rp 1 


Ra ¡o [ARe/Ra) LH(RE/Ra) 
SA j0w rem +|1+ q 
Si acordamos, como lo hicimos antes, limitar nuestras ganancias de circuito deseadas 
Rp/R¿ < Ap, lo cual no es una suposición muy restrictiva, puesto que Ay es muy grande, 
entonces el término real en el denominador queda bien aproximado en 1, y obtenemos 


Híjo) —Rr 1 

<= ——- u.—_ QQ ——— 

i Ra MEE 
00 


La gráfica de Bode para esta función de ganancia de un solo polo aparece en la figu- 
ra 14.20. Nos muestra la relación entre la ganancia |-Rp/Ra] = Rp/R, y la amplitud de banda 
(, para el amplificador inversor. Para cualquier ganancia deseada Rp/Ra, el circuito tendrá 
una amplitud de banda (, mucho mayor que la amplitud de banda (y de trayectoria abier- 
ta. Ciertamente, la reducción de ganancia debida a la retroalimentación negativa, o propor- 
ción de Ay contra Rp/R, casi se devolvió completamente en la expansión de la amplitud de 
banda, la proporción (,/(0, = Ay0y/[1 (RF/Ra)]. Por ejemplo, considérese un op amp con 


Ganancia (dB) 
A¿(dB) 


A -20 dB/dec 

Op amp de trayectoria abierta 
Amplificador 
tinversor 
1 


w (escala logarítmica) 


A¿O) 


“TE Re/Ra 
FIGURA 14.20 Gráfica de Bode para un amplificador inversor. 
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Ag = 105 y (0, = 10 rad/s utilizado en un amplificador inversor con ganancia Rp/R, = 4. 
Sostenemos una reducción de ganancia de 105 a 4, o un factor de 25,000, al pasar de la 
ganancia de amp op de trayectoria abierta a la ganancia de circuito. Sin embargo, la ampli- 
tud de banda aumentó de 10 rad/s a (0, = (105)(10)/(1 + 4) = 200,000, un factor de 20,000. 
De este modo, hemos vuelto a la amplitud de banda casi todo lo que cedimos. Esta nego- 
ciación favorece en gran medida nuestro propósito, puesto que necesitamos una amplitud 
de banda más amplia y sólo queremos la ganancia indicada de Ry/Ry = 4. La nueva ampli- 
tud de banda, 200,00 rad/s, es casi 40 kHz. lo suficientemente grande para acomodar a la 
mayoría de los circuitos de audio. 

Finalmente, nótese que el producto amplitud de banda-ganancia del amplificador 
inversor es 

Re Rr/Ra 
A A 

Conforme la ganancia Ry/R, varía sobre valores moderados, digamos de 1 a 10, el producto 
amplitud de banda-ganancia, no se aparta demasiado del producto amplitud de banda-ganan- 
cia de trayectoria abierta GBW = Ay. Esto sugiere que los cambios de ganancia se compen- 
san de forma aproximadamente igual por los cambios en amplitud de banda de una forma 
limitada únicamente por el GBW del op amp. Si se necesita una mayor combinación de ganan- 
cia y amplitud de banda, la ganancia debe dividirse entre dos etapas o si se utiliza un amp op 
distinto, probablemente más costoso, con un mayor producto de amplitud de banda-ganancia. 

En esta sección vimos que el op amp es sumamente dependiente de la frecuencia, con 
una amplitud de banda demasiado reducida para ser de trayectoria abierta de uso práctico. 
Sin embargo, al configurarse en un circuito de retroalimentación negativa, tales como los 
circuitos de componentes presentados anteriormente (amplificadores inversores y no inver- 
sores de entrada única o múltiple y seguidores de voltaje), la amplitud de banda se incre- 
mentará aproximadamente en proporción a la pérdida de ganancia. De este modo, si nos 
restringimos a ganancias modestas de circuito para etapas únicas de op amp, podemos ase- 
gurar la amplitud de banda que necesitamos para construir circuitos prácticos a pesar de la 
amplitud de banda sumamente reducida que el op amp nos presenta con la trayectoria abier- 
ta. Dentro de su amplitud de banda, los op amps nuevamente parecen ser independientes de 
la frecuencia, tal y como lo hemos supuesto hasta ahora. 


EJERCICIOS 


14.5.1. Se utiliza un op amp con producto de amplitud de banda-ganan- 
cia de 1-MHz como amplificador inversor. Contenga la amplitud de banda 
para este circuito en hertz si la ganancia Rp/R , se fija en 1, 10, 100, 1000, y 
104, 

Respuesta 500 kHz; 90.9 kHz; 9.9 kHz; 999 Hz; 100 Hz 


14.5.2,  Supóngase que se ponen dos copias del circuito del ejercicio 
14.5.1. en cascada, creando un circuito con ganancia (Rp/Ry)?. ¿Cuál es la 
amplitud de banda de este nuevo circuito para ganancias (Rp/R¿)2= 100, 104? 
Nótese de la figura 14.5 que una ganancia corregida de 1.5 dB ocurre en w = 
0.642 w,. 

Respuesta 58.4 kHz; 6.36 kHz. 


14.5.3. Comenzando a partir de (3.19b) y utilizando la aproximación 

Ap >> [! + (Rp/R 4)], demuestre la amplitud de banda (,. del amplificador 

no inversor es la misma que para el amplificador inversor que aparece en 

la figura 14.20. ¿Cuál es su producto amplitud de banda-ganancia? 
Respuesta AyOy 
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En su uso ordinario, un filtro es un dispositivo diseñado para obstruir algunas cosas, mien- 
tras que deja pasar otras. El filtro de aire de un coche detiene las partículas metálicas abra- 
sivas y otros contaminantes para que no circulen por el motor, en tanto permite que el aceite 
pase sin obstáculos. En el lenguaje de los circuitos, un filtro es un dispositivo que impide 
el paso de señales cuyas frecuencias caen dentro de una banda conocida como banda de 
detención, dentro que permiten que otras en otra banda, la banda de paso, pasen de la 
entrada a la salida relativamente sin modificaciones. 

Los filtros son los módulos más comunes que hay en los diseños de circuitos gene- 
rales. Casi todo circuito electrónico práctico de cualquier complejidad contiene 1 o más fil- 
tros. Esto incluye radios, teléfonos, televisores y otros receptores y transmisores, sistemas 
de control para maquinaria industrial, circuitos de computadora, fuentes de potencia, etc. 
Un uso común de los filtros es suprimir el ruido. Si sabemos que las señales en nuestro cir- 
cuito están limitadas a bandas específicas, podemos poner las demás bandas en la banda de 
detención del filtro, y evitar que el ruido degrade el funcionamiento de nuestro circuito. 
Otro uso común, es aumentar un rango de frecuencias importante. Si estamos sintonizados 
a una cierta estación de radio, la banda de frecuencias que contiene la señal de la estación 
pueden convertirse en la banda de paso de un filtro de pasa-altas, de forma que la señal 
deseada se hace muy prominente en la salida del filtro. 

El grado en que una señal de frecuencia particular (0 pasa de la entrada a la salida, se 
mide por la función de respuesta de frecuencia de H(¡0w). Un filtro ideal, es aquél para el 
que H(¡w) = 0 en la banda de detención y 1/0? en la banda de salida. Los filtros ideales 
obstruyen señales de la banda de detención completamente, en tanto que pasan señales a 
la banda de paso sin ninguna modificación. H(¡w0) = 1.40" en la banda de paso significa 
que la amplitud de la entrada, y que no hay desplazamiento de fase entre ellas. 

Los filtros reciben su nombre según su banda de paso. Si consiste de todas las (Y < (0, 
para algunas 0),, tenemos un filtro de pasa-bajas con frecuencia de corte (,. Si en vez de 
eso, la banda de paso es el conjunto de frecuencias dadas por encima de una frecuencia 
de corte 0,, (> (,., tenemos un filtro pasa-altas, En el caso de un filtro ideal, el valor de la 
frecuencia de corte (, es obvio; es la frecuencia a la que la ganancia salta entre O y 1. 
Para filtros no ideales, necesitamos definir la frecuencia de corte (0, de forma razonable. 
Generalmente la definiremos con la frecuencia de semipotencia; en otras palabras, la 
frecuencia de corte (o, es la frecuencia a la que la ganancia está 3 dB por debajo de su 
valor máximo. 


El circuito divisor de voltaje RC simple de la figura 14.21, puede con- 
figurarse como un filtro pasa-alta o baja. Definiendo el fasor V como 
salida, 


j 1 
Hito A AS 


La ganancia de este circuito es 


1 
A (14.58) 
EE REO 
y aparece graficado en la figura 14.22(a). Puesto que la región de 
ganancia alta consiste de todas las frecuencias menores a un cierto 
ds valor, este es un filtro pasa bajas. Por (14.58), la ganancia máxima 


FIGURA 14.21 Circuito de filtro RCpasa-bajas ocurre en dc y es igual a la unidad. Tres decibeles bajo que es -3 dB, 


O pasa-altas. 
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de forma que la ganancia (0, debe ser 1/V2 . Además, por (14.58), 
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¡HGo)! ¡HGo) 


Ide: 
Ideal LPF AA BER 


Ryo)! 


$S- 
1 


(b) 
FIGURA 14.22 Curvas de ganancia de filtro pasa-altas y pasa-bajas. 


esto ocurre en 
1 
RC 


Si en lugar de eso tomamos V como la salida 


0. = 


. Vr 
Hur (Jo) = v 


in 


R joRC 
ars 14.59 
RECON] JORC+1 1435 
lEr(jo)| di 
169) == AAA AS 
SA RARA 


Este es un filtro pasa altas con ganancia máxima conforme (9 —> oo igual 
a la unidad. El punto -3-dB es nuevamente 00, = 1/(RC). Para ilustrar 
el grado de no idealidad en estos filtros RC, impónganse que movemos 
una década en la banda de paso; por ejemplo, en el caso de pasa-bajas, 
tenemos (1 = (0,/10 = 1/(10 RC). Situada cómodamente dentro de la 
banda de paso, la respuesta de frecuencia A, p(¡00,/10) es 


H = 0.995/—5.7? 


j 
=PTORC 
El filtro ideal tendría una ganancia de unidad y desplazamiento de 
fase de O puesto que están dentro de la banda de paso. Estamos den- 
tro del 5% de la ganancia unitaria y dentro de 6” del desplazamiento 
de fase cero. Este funcionamiento es suficiente para muchos propósi- 
tos, aunque no para todos. 


Existen otros filtros diseñados para pasar no todas las frecuencias menores o mayo- 
res que un límite, sino que pasar una banda intermedia. Un filtro de paso de banda tiene 
una banda de paso 0, < W < 0, donde O, y 0, son las frecuencias de media potencia supe- 
rior e inferior. Un filtro pasa bandas tiene una banda de paso dividida, todas las 0 S 0 y 
todas (0 > (0,, como se muestra en la figura 14.23. 

Puede reproducirse una característica de ganancia de filtro pasa-banda multiplican- 
do las curvas de ganancia de los filtros pasa-altas y pasa-bajas cuyas bandas de paso se 
fijan para traslaparse. Supongamos que tenemos un circuito para el cual 


HAsr(jw) = Hip (¡0)Hye(jo) (14.60) 
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IH(jo)! ¡H(jo)! 
Ideal BP Ideal BSF 


¡HasGo)l 


(a) (b) 
FIGURA 14.23 Curvas de ganancia de filtro pasa-bandas y para detener bandas. 


con la frecuencia de corte del filtro pasa-altas w,yp fijado a un límite menor que el de pasa 
bajas, W,pp < 0. p- Si estos dos filtros son ideales, entonces tendrán la respuesta de fre- 
cuencia de la banda de paso ideal, H(¡w) = 1 para todas las (y entre 0, = O,yp Y O, = O. p> 
y H(¡0) = 0 en todos los demás lugares. Para filtros pasa-altas y pasa-bajas no ideales, la 
ganancia de la banda de paso de filtro (14.60) será cercana a la unidad donde su banda de 
paso es (0, < 0 < 0, y tendrá una ganancia menor a 1/V2 fuera de la banda de paso. 

¿Cómo producimos un circuito que satisface (14.60)? Durante el resto de este capí- 
tulo necesitaremos con frecuencia un circuito cuya función de transferencia sea el produc- 
to de funciones de transferencia de otros circuitos conocidos. Así identificaremos las 
circunstancias bajo las cuales podemos producir un circuito 

Supongamos que dos circuitos con funciones de transferencia de voltaje H,(s) = 
VANIV ¡(s) y Hs) = Va(s/Vs(s) se conectan en cascada, donde la salida de uno conecta- 
do a la entrada del otro, mediante un interruptor como el que se muestra en la figura 14.24. 
La función de transferencia H,(s) se define para L(s) = 0; de forma que mientras que el 
interruptor esté abierto, V,(s) = Hx(s)V ¡(s). 

Supongamos por un momento que V,(s) es exactamente el mismo si el circuito en la 
figura 14,24 está abierto o cerrado. En este caso, con el interruptor cerrado, 


Va(s) = Va2(s) = Hi (s)V (5) (14.61) 
y puesto que Vx(s) es la entrada a un circuito con función de transferencia H.(s), 


Va(s) = Hx(s)V3(s) = H¡(s)/H2(5)V 1 (5) (14.62) 


MO 0) : ZO) 


Vip... H . Va(s) 


FIGURA 14.24 Circuitos en cascada. 
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Definiendo la función de transferencia de voltaje general de la interconexión en cascada 
que aparece en la figura 14,24 como H(s), por (14.62) tenemos, bajo estas circunstancias, 


H(s) = H¡(s)H2(s) (14.63) 


La condición de que el voltaje de salida V,(s) cambie significativamente cuando los cir- 
cuitos están conectados, se conoce como carga y se presentó por primera vez en el capítu- 
lo 3. Podemos ver de (14.63) que en ausencia de carga, la función de transferencia general 
de una interconexión en cascada, es el producto de las funciones de transferencia indi- 
viduales. Si no ocurre la carga, la V,(s) modificada no es igual a su valor no cargado 
H¡(9),V(s), (14.61) será verdadera, y la regla de productos para circuitos en cascada 
(14.63) ya no es vigente. 

Reemplazando todo lo que está a la izquierda del interruptor por su equivalente de 
Thevenin, y haciendo lo mismo ala derecha, suponiendo que no hay fuentes internas en 
H(s), tenemos la figura 14.25. La impedancia Z,(s), la impedancia de Thevenin del cir- 
cuito izquierdo que va de vuelta hacia sus terminales de salida, se conoce como impedan- 
cia de salida, y Lo(s) es la impedancia de entrada del circuito derecho. Con el circuito 
abierto, Va(s) = Vx(s). Al estar cerrado 

Za(s) 
Va(s) = ZO + ZO TO (14.64) 
Va(s) no cambiará significativamente cuando los circuitos se conectan entre sí si la pro- 
porción de impedancia en (14.64) es cercana a la unidad. La carga no ocurrirá cuando dos 
circuitos están conectados en cascada si la impedancia de la entrada del circuito de carga 
es mucho mayor que la impedancia de salida del circuito de fuente. En este caso, podemos 
utilizar la regla de productos (14.63); de otro modo, no podemos hacerlo. 


FIGURA 14.25 Equivalente Thevenin de circuitos en cascada. 


Supongamos que conectamos en cascada un filtro pasa-bajas RC con 
O... = 10 y un pasa-altas RC con 0M,yp = 1 rad/s como se muestra 
en la figura 14.26. Si suponemos que no hay carga, tendremos un fil- 
tro pasa-bandas con frecuencias de potencia medias muy cercanas a 
0,=1 y 0, = 10 rad/s. Sin embargo, la función de transferencia gene- 


ral real puede calcularse de las ecuaciones de malla de dominio-s: 


1 10 —10 
Pg PARA 
19 ¿1 flo JZL o 
Ss Ss 
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1 1 
Pasa-bajas REC FeR 10 Pasa-altas Re ==! 


FIGURA 14.26 Cascada de filtros pasivos pasa-bajas y pasa-altas. 


Por la regla de Kramer 


(10/s)V 1 (s) 
1 + (21/5) + (10/52) 
S 105 V ¡ (5) 
—$9+215+10 


L(s = 


Puesto que Ls) = Va(s), la función de transferencia general ver- 
dadera es 
10s 


HO) === 
(s) s24+21s +10 


(14.65) 


Si suponemos que no hay carga, la función de transferencia real sería 
el producto de las funciones de transferencia pasa-altas y pasa-bajas: 


1 
H;p(s)Hup(s) = E] lA 


2 10s 
—$+11s+10 


(14.66) 


Claramente, (14.65) y (14.66) son sumamente distintos. Por ejemplo, 
cuando s =¡0 = j, la verdadera ganancia de (14.65) es JH(¡)] = 0.438, 
en tanto que la regla de producto en (14.66) predice una ganancia de 
¡HP 0D IHup(D]| = 0.704. El efecto de la carga es reducir la respues- 
ta general, 

Si insertamos un seguidor de voltaje, presentado en el capítu- 
lo 3, en este circuito, para que funcione como amplificador amor- 
tiguador entre a y b para eliminar la carga, en este caso tendremos 
que la impedancia de entrada del circuito a la derecha de a es esen- 
cialmente infinita (el principio de circuito abierto virtual para el 
análisis amp op), de forma que ya no puede ocurrir una carga. La 
función de transferencia general para la figura 14.27 será el pro- 
ducto de las funciones de transferencia de los circuitos en cascada 
dados por (14.66). 
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FIGURA 14.27 Inserción de un seguidor de voltaje para eliminar sobrecarga. 


De este modo, si ponemos suficiente cuidado para evitar la carga, quizá separando 
etapas con un amplificador de amortiguación con una impedancia de entrada sumamente 
alta como un seguidor de voltaje, podemos seguir en circuitos en cascada cuyas funciones 
de transferencia son productos de las funciones de transferencia individuales en cascada. 
El circuito de la figura 14.27 tiene la característica y ganancia de banda de paso deseada 
que se muestra en la figura 14.23, 

Finalmente, un filtro pasa-bandas característico puede ser producido restando una 
respuesta de frecuencia de banda de paso de la unidad: 


Hss(jow) = 1 — Hpr(Jo) 


De forma que siempre que la ganancia de la banda de paso se acerca a 1, el del pasa-ban- 
das estará cerca de cero, y viceversa, como se muestra en la figura 14.23(b). 

¿Con qué elementos físicos se diseñan los filtros? Un filtro construido enteramente 
de elementos pasivos (RLC) es un filtro pasivo. Si se usan op amps u otros circuitos con 
dispositivos electrónicos que requieren de suministros de potencia, obtenemos un filtro 
activo. Aunque tiene obvias desventajas de cantidad de componentes y consumo de poten- 
cia, los filtros activos son con mucha frecuencia la elección para aplicaciones de diseños 
de filtros prácticos. También existen serias limitaciones para usos de filtros pasivos, como 
las describiremos a continuación. 

Los filtros pasivos que corresponden a funciones de transferencia que contienen factores 
de parejas de raíces complejas requieren inductores y capacitores, y los inductores tienden a 
ser elementos indeseables en el diseño moderno de circuitos miniaturizado. Ocupan mucho 
espacio, son costosos y tienen suficiente resistencia en serie para hacerlos generalmente útiles 
únicamente en aplicaciones de Q relativamente baja. Además, los inductores no pueden 
incluirse en circuitos integrados muy delgados, que utilicen efectivamente la tecnología ac- 
tual. Los filtros pasivos son disipativos; en otras palabras, no pueden tener ganancias mayores 
que la unidad en cualquier frecuencia. Además, como vimos en el ejemplo anterior, el conec- 
tar filtros pasivos en cascada produce carga, que hace más difícil el proceso del diseño, puesto 
que las funciones de transferencias generales no pueden predecirse con precisión a partir del 
productor de las funciones de transferencia de cada uno de los filtros. Los filtros activos no 
requieren de inductores, pueden tener cualquier ganancia que se desee, y pueden diseñarse 
fácilmente para ser altamente resistentes a la sobrecarga, como ya hemos visto. 


Diséñese un filtro pasa-bajas de tercer orden, con función de transferencia 


1 
(SE DG +5) +20) 


Podemos conectar en cascada tres filtros pasa-bajas con funciones de 
transferencia 1/(s + 1), 1/(s + 5), y 1/(s + 20) y obtener la función 
de transferencia general antes descrito, poniendo cuidado en utilizar 
un seguidor de voltaje para amortiguar las secciones del filtro. 


H(s) 


Sección 14.6 Filtros 551 


FIGURA 14.28 Circuito para el ejemplo 14.14. 


Utilizando (14.59), podemos seleccionar R o C arbitrariamente de una 
sección dada y luego seleccionar el otro para que el polo requerido 
esté situado en s = —1/(RC). Eligiendo capacitores que sean cada uno 
de 0.01 F, tenemos el diseño que se muestra en la figura 14.28. En 
tanto que esta función de transferencia también puede realizarse uti- 
lizando elementos pasivos RC, es un método menos directo de diseño, 
puesto que las etapas sucesivas sobrecargarán una a la otra. 


En resumen, los filtros son dispositivos que suprimen selectivamente ciertos ran- 
gos de frecuencias, en tanto que promueven otros. Son utilizados con frecuencia para 
suprimir ruido aleatorio, aumentar bandas donde residen las señales importantes, y elimi- 
nar señales específicas de interferencia tales como “zumbido” de 60-Hz. Los filtros pueden 
conectarse en cascada para lograr una función de transferencia de producto si no hay sobre- 
carga, y la sobrecarga puede evitarse por el uso de amplificadores amortiguadores como lo 
son los seguidores de voltaje. Ya se han analizado los filtros RC simples con y sin amor- 
tiguación. Los cuatro filtros básicos, el pasa-bajas, pasa-altas, pasa-bandas y para detener 
bandas descritos anteriormente, pueden aumentarse en muchos más: filtros que pasan todas 
las frecuencias que operan para manipular fase en lugar de ganancia, filtros de peinado con 
bandas de paso múltiples y espaciadas a intervalos regulares, y así sucesivamente. Pero 
todo filtro, sin importar su complejidad, puede construirse a partir del conocimiento de su 
función de transferencia utilizando un método simple de conectar en cascada componentes 
activos elementales, como veremos en la siguiente sección. 
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14.6.1. ¿Qué clase de filtro es este circuito pasivo RL con H(s) = 
VS V¡n(s)? ¿Cuál es la frecuencia de su potencia media (0, ? Repítase para 
H(s) = Vr(N/V in(s). 

Respuesta Pasa-altas, R/L; pasa-bajas, R/L 


14.6.2. ¿Qué clase de filtro es H(s) = s2/(s? + 2 V20,s + (02)? ¿Cuál es 
su frecuencia de media potencia? 
Respuesta Pasa-altas, 0, 


14.6.3. La sobrecarga es con frecuencia dependiente. Si se conectan en 
cascada dos filtros idénticos pasa-bajas RC (ver figura 14.21 conR =C=1, 
¿a qué frecuencia no habrá una sobrecarga? ¿Cuál es la proporción de la ver- 
dadera ganancia en (0 = 1 rad/s contra el producto de las dos ganancia indi- 


Ma B viduales de filtro ¿En (9) = 100 rad/s? 
EJERCICIO 14.6.1 Respuesta de; 2 ; 0.9998 
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La función de transferencia de un circuito lineal H(s), o de manera equivalente la función 
de respuesta de frecuencia H(¡w), nos dice lo que el circuito “hace”. Describe la forma en 
que el circuito procesará cualquier componente de frecuencia o combinación de compo- 
nentes de frecuencia presentes en su entrada. Para una H(s) dada, podemos dibujar una 
gráfica de ganancia de Bode para ver si la función de transferencia resulta en el compor- 
tamiento de circuito deseado para el filtro que estamos trabajando. El tamaño y lugar de las 
bandas de paso y de interrupción de banda, así como las ganancias en estas bandas y las pen- 
dientes entre ellas, están determinadas por H(s).Todas estas pueden modificarse ajustando 
paso a paso los polos, ceros y el factor constante en H(s). 

Una vez que hemos seleccionado una función de transferencia H(s) que satisface las 
necesidades de nuestro diseño, nos enfrentamos con el problema de la realización: obtener 
un circuito cuya función de transferencia sea H(s). En la presente sección desarrollaremos 
un procedimiento general de diseño para resolver el problema de realización utilizando úni- 
camente resistencias, capacitores y op amps, es decir, un procedimiento que resulta en una 
solución de filtro activo sin inductores. Como hicimos notar en la sección anterior, los 
inductores tienen desventajas como elementos de circuito en los modernos diseños elec- 
trónicos miniaturizados, y la habilidad de multiplicar las funciones de transferencia en cas- 
cada hace que el diseño de filtros activos sea más simple que el diseño pasivo para todos 
los filtros, exceptuando los de orden menor. 

Necesitaremos los circuitos de componentes presentados en el capítulo 3. Sus dia- 
gramas de circuito y ecuaciones de transferencia de voltaje aparecen en la tabla 14.2. Los 
dos sumadores que se muestran pueden tener más de dos entradas, en cuyo caso la ecuación 
de transferencia de voltaje tiene los correspondientes términos adicionales. 

Las ecuaciones de transferencia de voltaje en la tabla 14.2 pueden interpretarse en 
términos de funciones de tiempo v;(£), como en el capítulo 3, o en término de fasores V; o 
voltajes V (s) en el dominio-s, si esto es conveniente. En estos últimos casos, al revisar rápi- 
damente sus derivaciones en el capítulo 3, confirma que las mismas ecuaciones se aplican 
si las resistencias en estos componentes son reemplazados por impedancias. Los circuitos 
resultantes son más filtros que amplificadores, y filtros sumadores más que sumadores. 


Analicemos el circuito de la figura 14,29, Es un filtro inversor con 
impedancias Z(s) = Rp y Za(s) = RA + 11(sC). La ecuación de trans- 


Ganancia (dB) 


Re 
Ri (dB) 


A—— > w (escala 
1 


E logarítmica) 
R¿C 


(a) (b) 


FIGURA 14.29 (a) Filtro inversor H(s) = -ZAs)/Za(s); (b) Gráfica de ganancia 
de Bode. 


Sección 14.7 Diseño de filtros activos 553 


554 


Componente Diagrama de circuito Ecuación de transferencia 


de voltaje 
Rp 
Amplificador inversor Y= Ra Y 
. . Rp 
Amplificador no inversor + > Y=(1+ 7.)Y 
A 
Y 
R, » 
S R R 
Sumador inversor Y=- Ey + HE q, 
Ri R 


Rp Rr Rr 
Sumador no inversor ys ( + 2) ( q+ R ») 


donde Ry=R|¡ || R> 


ferencia de voltaje para este circuito es la de un amplificador inversor 
con impedancias que sustituyen a la resistencia: 


—Lp(s) 

Vols) = 5 Vi(s 

o(s) O] ¡(s) (14.67) 

—- - R 

H() = Re _ TT (RE/Ra)s 
Ra+[1/(sCNY  s+[1/(RAC)] 
Hay un polo en s = —1/(R¿C) y un cero en s = 0. La gráfica de 
ganancia de Bode para este circuito aparece en la figura 14.29(b). 
Nótese que es un filtro pasa-altas cuya ganancia de banda de paso 
puede fijarse por la proporción Rp/R 4 y cuya frecuencia máxima es 
wm, = 1 ((R¿C). No podemos obtener ganancias mayores que la 
unidad con diseños de filtro pasivo. 
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FIGURA 14.30 Integrador inversor. 


Un filtro inversor que será de particular interés para nosotros es el integrador inver- 
sor que aparece en la figura 14.30. Su función de transferencia está dada por 


Zr(s) _ —1/(RC) 


H(s) = NAO A (14.68) 


La propiedad de integración de las transformadas de Laplace que aparecen en la tabla 12,2 
nos demuestran que 
—1 


Vo(s) = ROA (14.69) 


lo que implica que en el dominio del tiempo 


Volt) = 6 vi (10dt (14.70) 
La salida es una integral invertida y multiplicada de la entrada. 

Ahora estamos listos para desarrollar un procedimiento para realizar cualquier fun- 
ción de transferencia racional H(s) cuyo polinomio denominador es por lo menos del 
mismo orden que su numerador. Esto incluye todas las funciones racionales propias (el 
orden del numerador es menor al del denominado) y aquellos de orden igual. Factorizando 
H(s) en un producto de funciones de transferencia: 


H(s) = KH¡(sHx(s)... Hg(s) (14.71) 


donde cada H|(s) es de la forma 


(14.72) 


correspondiente al polo real s = —ay en H(s), o de la forma 


e bas? + bis + bo 
s2+a5 +4 


H(s) = 


(14.73) 
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=ROSV¿(s) |.=b:> 
> 


: V,(5) 
(a) (b) 


FIGURA 14.31 a) Bloques de integrador inversor; b) H(s) = 1/ (s + ag). 


correspondiente a pares de polos conjugados complejos en H(s). La ecuación (14.72) se co- 
noce como función de transferencia bilineal, puesto que tanto el numerador con el denomi- 
nador son polinomios lineales y (14.73) se conoce como función de transferencia 
bicuadrática (bicuad). Nuestra estrategia será realizar separadamente cada factor bilineal y 
bicuadrático, y luego conectar en cascada los circuitos resultantes, satisfaciendo de este 
modo (14.71) en ausencia de carga, lo que garantizaremos por uso de op amps con alta 
impedancia de entrada. El factor de ganancia constante K en (14.71) se situará como nos 
sea conveniente entre los circuitos bilineales y bicuadráticos. 

La columna vertebral de nuestra realización es el integrador inversor de la figura 
14.30, que aparece en forma de diagrama de bloque en la figura 14.31(a). Si marcamos su 
salida como V,(s), entonces por (14.68) su entrada debe ser -RCV ¿(s). Fijando RC = 1 para 
nuestra conveniencia, supongamos que multiplicamos V,(s) por a,, los sumamos con 
Vi (s), y conectamos la salida del bloque sumador a la entrada del bloque integrador inver- 
sor como se muestra en la figura 14.31(b). Entonces forzamos a la salida del sumador a que 
sea igual a =sV (5), o, por el diagrama, 


a. Vols) — Vi(s) = —s Vols) (14.74) 
Despejando para V,(s), 


1 
Vals) = ——V 4 
(s) ba 15) (14.75) 
Puesto que nuestro objetivo es la H(s) en (14.72), esto nos da una función de transferencia 
con el denominador correcto. Ahora multipliquemos y sumemos las señales y salida del 
bloque integrador inversor que aparece en la figura 14.32, marcándola salida V,(s). Por la 
figura obtenemos 


Va(s) = [Ey EsVAN] + do Vols) = (bis + bo Vols) (14.76) 
que por (14.75) es 
via E (14.77) 
S +40 


FIGURA 14.32 Diagrama de bloque bilineal H(s) = (b,s + bg) / (s + ag). 
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Y O) 
FIGURA 14.33 Circuito básico para sumar signos distintos. 


Esta es la función de transferencia bilineal (14.72) que buscamos. Examinando la figura 
14,32, producir circuito requiere de un integrador inversor y dos dispositivos que multi- 
pliquen y sumen. Si los signos en los dos coeficientes multiplicadores las entradas a los 
sumadores son los mismo, podemos utilizar el sumador inversor (si son ambos negativos) 
o el sumador no inversor (si son positivos) que se muestra en la tabla 14.2 para construir 
los bloques multiplicadores y sumadores que se muestran en el diagrama de bloque. 

Si las entradas son de signos distinto, debemos utilizar un circuito que combine los 
amplificadores inversores y no inversores que se muestran en la figura 14.33. Mediante 
superposición, haremos un corto de V, a tierra y determinaremos la respuesta a V,. Con V, 
en corto, el circuito no es más que un amplificador inversor, de forma que 


RE 
Ra 


Vo = V; (14.78) 


donde V,, es el componente de V, debido a la entrada 1. Devolviendo V, y luego haciendo 
corto de V ,, tenemos un amplificador no inversor 


1+R 
Vos = - Ev, (14.79) 


de forma que, por superposición, la ecuación de transferencia de voltaje es la suma 


(14.80) 


Por consiguiente, el circuito simple de la figura 14.33 suma y multiplica con términos de 
signos distintos. Pero no toda combinación de coeficientes es posible. Por ejemplo, po- 
demos obtener V, = 3V, - 2V, fijando R¿/R, = 2, pero no podemos obtener V, = 4V, — 
2V, utilizando este circuito, sin importar qué proporción R¿/R ¿ usemos. 

Supongamos que añadimos un divisor de voltaje en la entrada positiva que se mues- 
tra en la figura 14.34(a). El voltaje en la entrada no inversora seguirá quedando multipli- 
cada por 1 + (Ry/R,) como en (14.79), pero el voltaje en la entrada no inversora es ahora 
[RAR| + RJJV). La nueva ecuación de transferencia de voltaje es, por consiguiente 


(14.81) 
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(b) 


FIGURA 14.34 (a) Divisor de voltaje para coeficientes positivos peque- 
ños; (b) Resistencia adicional para grandes coeficientes positivos. 


Puesto que el divisor de voltaje reduce el primer término, podemos utilizar este circuito 
para obtener cualquier coeficiente negativo —R/R, y cualquier coeficiente positivo es 
menor que 1 + (Rp/R ¿), el coeficiente positivo que obtuvimos de (14.80). 

Finalmente, para ver la forma de obtener un coeficiente positivo que exceda a 1 + 
(Rp/R,), consideremos la figura 14.34(b). Se añadió una resistencia adicional al circuito 
básico de la figura 14.33 entre la entrada inversora y tierra. Utilizando superposición para 
determinar la función de transferencia de voltaje, la componente debida a V, queda sin 
modificar de (14.78), pero cuando se corta V, el amplificador no inversor resultante tiene 
R, en (14.79), sustituido por el equivalente en paralelo de R, y R, al que llamaremos Ra. 


(14.82) 


(14.83) 


Puesto que R, puede ser tan pequeña como deseemos según la seleccionó de R,, con el cir- 
cuito de la figura 14.33(b) podemos obtener cualquier coeficiente negativo —R p/R, junto 
con cualquier coeficiente positivo mayor que 1 + (Rp/R,). 

Resumir las consideraciones de diseño para un sumador que involucre coeficientes 
de entrada de ambos signos, fijemos —R¿/ R, al coeficiente negativo deseado. Luego, si el 
coeficiente positivo es menor que 1 + (Rg/R,) utilícese el divisor de voltaje de la figura 
14.34(a); si es mayor, utilícese la resistencia adicional de la figura 14.34(b). Si el coe- 
ficiente positivo requerido es exactamente 1 + (Ry/R,), no se necesita de ninguna mo- 
dificación en el circuito básico de la figura 14.33. 


Obtengamos realizaciones de Vz = V, - V,, y Vy¿= 4V, - 2V,. Para el 
primer caso tenemos —R¿/R, =-—1, de forma que 1 + (R¿/R,) = 2. El 
coeficiente positivo que necesitamos es menor por un factor de 2, de 
forma que debemos dividir el voltaje con R, = R,. En la figura 
14.35(a) aparece un circuito con estos valores. 

Para el segundo caso, -Rp/R;, =-2 de forma que 1 + (R¿/R,) 
= 3. Necesitamos un coeficiente de 4, de modo que requerimos una 
resistencia adicional de la terminal inversora a tierra. Puesto que 
necesitamos 1 + (Rp/R y) = 4. 
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10k82 20x9 
10k82 


(a) (b) 
FIGURA 14.35 — (a) V¿ = V; — Va; (b) V¿=4V, - 2V,. 


Entonces, 
RF/Ra Mí 3-1 Y 2 


Re/Ra 4-1" 3 
De forma que R¿ =% R,. En términos de conductancia, G4 =2G, = G, 
+ G;, puesto que R, y Ry están en paralelo. De forma que G, =3 G, 
y R, = 2R,, completando el diseño que aparece en la figura 14.35(b). 


El diagrama en bloque para el circuito bilineal, figura 14.32, contiene únicamente 
integradores inversores y sumadores multiplicadores. Utilizando el método anterior para 
realizar estos módulos, puede realizarse en cualquier H(s) bilineal con resistencias, capaci- 
toras y Op amps. 


Obtenga un circuito con H(s) = (b,s + b,M(s + a,) = (s - 2Ms + 1). 
Examinando el diagrama de bloque de la figura 14.32, necesitamos un 
sumador de entrada con coeficiente +1 y —1, y un sumador de salida 
con coeficientes —1 y —2. El primero fue tratado en el ejemplo ante- 
rior, y el segundo puede realizarse mediante un sumador inversor de 
dos entradas con R¿/R, = 1 y Rp/R, = 2. También necesitamos el 
integrador inversor con 1((RC) = 1 que aparece en el diagrama de blo- 
ques. El diagrama de circuito que realiza esta función de transferencia 
bilineal aparece en la figura 14.36. 


Sumador de entrada (-1, +1) Integrador inversor (RC = 1) Sumador de salida 1, -2) 


FIGURA 14.36 Realización bilineal para el ejemplo 14.17. 
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s2VLs) 
—=s 


| El Vs) 


FIGURA 14.37 — (a) Integrador doble; (b) H(s) = 1/(s? + ays + a,). 


(a) 


El otro tipo de función de transferencia en la cascada (14.71) es la forma bicuadrá- 
tica dada en (14.73). Al igual que en el circuito bilineal, primero consideraremos una fun- 
ción de transferencia relacionada. 


H(s) = = (14.84) 
(9) Viís) s2+ajs+, 

Puesto que este es un sistema de segundo orden, necesitaremos dos integradores, como se 
muestra en la figura 14.37(a). Multiplicando (14.84) tenemos 


sVo(s) = ars Vols) — a. Vols) + Vi(s) (14.85) 


Por la figura 14.37(a), esta ecuación es verdadera si la entrada al integrado de la izquierda 
es la suma de los tres términos a la derecha, lo que resulta en el diagrama de bloques como 
aparece en la figura 14.37(b). Al multiplicar y sumar la salida de los bloques integradores 
y el bloque de sumador de entrada, llegamos a la realización bicuadrática deseada. Por la 
figura 14.38 y (14.84). 


bas? + bis +b, 
s2+a15+0s 


Va(s) = (bas? + bis + do) Vols) = Vi (s) 


FIGURA 14.38 Diagrama de bloque bicuadrático: H(s) = (b,9? + bys + b,)/ (52? + a,5+ aj). 


Buscamos una realización bicuadrática de la función de transferencia 
de un circuito RLC en serie dado en (14.43) para los valores R = 4 42, 
L=4H, y C = 1/8 F; es decir 


s 
sa+s+2 
Por la figura 14.38, necesitaremos dos integradores inversores y un 
sumador de entrada con coeficientes a, = 2, —a, =-—1, y una tercera 
entrada con coeficiente 1 para V(s). Puesto que sólo tenemos una b, 
no nula, el sumador de salida acostumbrado queda reemplazado por 
un amplificador inversor de salida, con ganancia —b, = =z. 


al 


H(s) = (14.86) 
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Para satisfacer el requerimiento de ganancia de entrada inverso- 
ra de —1, el sumador de entrada debe tener —R/R, =-—1, pero debemos 
considerar dos entradas positivas, como se muestra en la figura 14.39, 
Utilizando superposición, se obtiene la ganancia g, en V, conectando 
a las otras entradas a tierra, que, por la figura, es [1 + (Rp/R JJ [RAR 
+ R,)] = 2 RAR, + R>). Similarmente, la ganancia sobre V, es g, = 2R¡/ 
(R| + R)). La proporción de estas ganancias es 81/27, = Ry/R; y, por 
los coeficientes dados 1 y 2 para estas entradas, podemos fijarlo a 
21/82 =>. Pero si R, => R,, entonces 8, = (+RMR| +5Ry o 8, = 213, 
que es demasiado bajo. Para aumentar la ganancia necesitamos una 
resistencia adicional R,. Tendremos g, = 1 como se desea si 1 + 
(Rp/Ra) = 3 en lugar de su valor real 2. Esto implica que Ry =+Rp, 
donde Ry = R¿]|[R,. Puesto que R, = Ry, esto fija R, = Rp. La ganancia 
del amplificador inversor de salida es -Rp/Ry =—-;, y RC = 1 para los 
integradores. En la figura 14.40, se muestran las elecciones finales, 
donde seleccionamos Rp = 50 k(2 para el sumador y el amplificar y 
R = 50 k(2 para los integradores. Estas elecciones finales son de 
algún modo arbitrarias, y su selección será examinada en breve, al 
discutir la multiplicación. 


FIGURA 14.39 —Sumador con dos entradas 
positivas. 


FIGURA 14.40 Realización bicuadrática para el ejemplo 14.18, 


La técnica desarrollada en esta sección puede utilizarse para realizar cualquier H(s) 
cuyo polinomio denominador es del mismo grado mayor que el numerador. Factorícese 
H(s) en funciones de transferencia bilineales y bicuadráticas, realícense cada una como 
se hizo anteriormente, y conéctese en cascada. 


Usaremos los resultados de los dos últimos ejemplos para realizar la 
función de transferencia 


Ejemplo 14.19 


s(s — 2) 
($2 +5 +2)N5 +1) 


Esta función de transferencia se factoriza en las siguientes formas 
bilineales y cuadráticas. 


H(s) = 


H(s) s s=25s-2 
7 CS +s+2s+1s+1 


La solución es una cascada de tres circuitos (Figura 14.41) Dos son 
idénticos, los circuitos de la figura 14.36, con función de transferen- 
cia (s - 2M(s + 1). 
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=* Circuito Circuito - 
dela. 
figura 14.36 


ga 2 ) , a v, 
sel. . 


FIGURA 14.41 Realización en cascada para el ejemplo 14.19. 


El tercero es el circuito de la figura 14.40, con función de transferen- 
cia s/(s? + s + 2), pero con un factor constante agregado de 4. Este 
factor constante adicional puede insertarse multiplicando la entrada 
por 4, o multiplicando la salida por 4. Esto último puede hacerse fácil- 
mente reemplazando la resistencia de 200-k(2 en el amplificador de 
salida por uno de 50 k(2, cambiando su ganancia de — a —1. Estos tres 
circuitos pueden conectarse en cascada en cualquier orden. 


En el ejemplo anterior asociamos el factor constante de 4 en las funciones de trans- 
ferencia con el circuito bicuadrático, pero lo pudimos distribuir entre todos los circuitos en 
cascada, en cualquier conjunto conveniente de factores constantes multiplicados por 4. 

En la presente sección presentamos una técnica general para realizar, es decir, obte- 
ner un diagrama de circuito que produce cualquier función de transferencia deseada H(s) 
cuyo polinomio denominador es por lo menos del mismo orden que el numerador. Este pro- 
cedimiento produce una cascada de circuitos bilineales de primer orden (denominadores de 
primer orden) y circuitos bicuadráticos de segundo orden. Cada uno contiene únicamente 
sumadores multiplicadores e integrados inversores, construyendo circuitos de bloque que usan 
únicamente resistencias, capacitores, y op amps. Puede diseñarse independientemente cada cir- 
cuito en la cascada, y de forma similar, pueden diseñarse independientemente los bloques inte- 
gradores y sumadores dentro de un circuito dado. 
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562 


14.7.1. Diseñe un circuito con función de transferencia bilineal 
H(s) = (2s + 1)/(s + 5). La mayor resistencia es de 100 k(). 


Sumador de entrada (1, 5) Integrador inversor Sumador de salida (-2, 1) 


EJERCICIO 14.7.1 


Capítulo 14 Respuesta de frecuencia 


14.7.2. Diseñe un circuito con función de transferencia bicuadrática H(s) 
= $2/(s2 + s + 1). Fije la resistencia menor en 10 k£). 


Sumador de entrada (-1, 1, 1) Integrador inversor Integrador inversor 


EJERCICIO 14.7.2 


14.7.3. Diseñe un circuito con la función de transferencia de tercer orden 
H(s) = -100/53, 
10 F 


Integrador inversor Integrador inversor Integrador inversor 
Ei Drs ES 
RC =5 RC = RC 


EJERCICIO 14.7.3 


=4 


Se han utilizado valores numéricos como R=1M, C=2F y w = 1 rad/s en casi todos los 
ejemplos, ejercicios y problemas. Aunque son convenientes para propósitos pedagógi- 
cos y facilitan la labor de cálculos manuales, el uso de estos valores pueden preocupar al 
lector, puesto que no son parámetros de circuitos prácticos para aplicaciones realistas. 

Afortunadamente, podemos tener lo mejor de ambos mundos. Podemos enmarcar un 
problema en un contexto numérico simple, resolverlo, y luego convertir la solución a un ran- 
go más práctico de operaciones de circuito. El proceso de conversión se conoce como multi- 
plicación. En esta sección discutiremos dos tipos de multiplicación, la multiplicación de 
impedancia y la multiplicación de frecuencia. 
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Para un circuito dado, la multiplicación de impedancia por a es la especificación de 
un nuevo conjunto de parámetros de circuitos para el circuito, tales que el voltaje queda 
intacto, pero todas las corrientes que están multiplicadas por la constante l/a.. Para ver la 
forma en que puede multiplicarse la impedancia de un circuito, considérense sus ecua- 
ciones de malla en la forma vector-matriz: 


Z1=V, (14.87) 


l es el vector de corrientes de malla, V, es el vector de fuente independiente, y Z una matriz 
de conexión cuadrada. Si podemos obtener nuevo circuito cuya matriz de conexión se mul- 
tiplica a aZ pero cuyo vector de fuente V, queda sin modificar, entonces de (14.87) se 
implica que 


(2 (=) = V, (14.88) 
104 


cada una de las corrientes quedará multiplicada por 1/a. Habiendo estudiado análisis de 
malla, sabemos que el elemento en la diagonal (1, 1) de Z contiene la suma de todas las 
impedancias alrededor de la malla ¿-ésima, y los elementos fuera de la diagonal, la suma 
negativa de impedancias en la frontera entre las mallas ¡-ésima y j-ésima. Si no hay fuentes 
controladas en el circuito, entonces Z consiste enteramente de estas impedancias, y quedará 
multiplicada como en (14.88) si cada impedancia es multiplicada por «.. Es decir, debemos 
reemplazar cada RLC en el circuito original por 


(14.89) 


donde el subíndice s indica los valores después de la multiplicación. Para multiplicar la 
impedancia por a, multiplíquese cada valor de R y L por a, y divídase cada valor C por a. 
La diferencia surge por la impedancia en las resistencias e inductores es proporcional a su 
parámetro de elemento R o £, en tanto que el de un capacitor es inversamente proporcional 
a C. Para hacer que V, siga siendo la misma, como se requiere por (14.88), las fuentes de 
voltaje independientes quedan sin modificar, en tanto que las fuentes de corriente indepen- 
dientes debe multiplicarse por 1/a.. 


Para multiplicar la impedancia del circuito de la figura 14.42(a) por 
1 000, R y L son multiplicadas por 1 000 y C dividida entre 1 000. La 
fuente de voltaje queda sin modificar, y la fuente de corriente es di- 
vidida entre 1 000. Todos los voltajes del nuevo circuito quedan sin 
modificar de sus valores en el circuito anterior; todas las corrientes 
son reducidas por un factor de 1 000. 


FIGURA 14.42 (a) Circuito original, (b) impedancia multiplicada por 1 000. 
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Las ganancias de las fuentes de corriente controladas por corriente, y fuentes de 
voltaje controladas por voltaje en el circuito no cambiarán al multiplicar la impedancia, 
puesto que la proporción de variable controlada a variable de control es la misma después 
de multiplicar, como sucedió antes. Pero las fuentes de corriente controladas por voltaje 
tendrán su ganancia (transresistencia r), multiplicada por az, al igual que los otros elemen- 
tos cuyas unidades están en ohms, y las fuentes de voltaje controladas por corriente, con 
ganancia (transconductancia g), medidas en siemens, deben tener estas ganancias multipli- 
cadas por 1/a.. Por ejemplo, si un circuito con una fuente de voltaje controlada por corriente 
con función de fuente v(t) = 41,(£) debe tener una impedancia multiplicada por 20, la nueva 
fuente controlada tendrá una función de fuente v(t) = 801,(£). Entonces, con las corrientes 
en el nuevo circuito reducidas por el factor de 20, el aumento en la transresistencia de la 
fuente controlada por un factor de 20 será suficiente para compensar, y su voltaje quedará 
intacto, tal y como se necesita. 

Un uso común de las escalas de impedancia surge en el diseño de circuitos con op 
amps. Aunque puede ser conveniente utilizar valores cercanos a la unidad para R y Cen 
el proceso de diseño, esto inevitablemente resultará en un circuito cuyos niveles de 
impedancia son demasiado bajos para el uso de los op amps de baja potencia más popu- 
lares, tales como el 14741. Estos dispositivos operan mejor a niveles de corriente de 
miliamperes, cuando sus niveles de voltaje son una fracción apreciable del voltaje de su- 
ministro de poder, típicamente de +15 V. Podemos utilizar valores convenientes como 
R = 1 0 durante el proceso de diseño, pero si no deseamos “freír” el op amp al utilizar 
demasiada corriente, lo mejor que podemos hacer es multiplicar la impedancia a va- 
lores del orden de kilohoms antes de encender el interruptor. Esta multiplicación tam- 
bién reduce los capacitores a valores más prácticos que 1 F o similares. Nótese que 
puesto que los circuitos multiplicados tienen los mismos voltajes antes de multiplicarse, 
no hay una modificación en la función de transferencia de voltaje H(s) = V ¿ts MV ¡nís) 
cuando se multiplica la impedancia de un circuito, 


Considérese el circuito de la figura 14.28. Para evitar un exceso de 
disipación de poder de los op amps, que pueda resultar en fallas del 
circuito debido a que el amp op se queme, multiplicamos la impedan- 
cia por 2 000. El circuito resultante, con valores prácticos, aparece en 
la figura 14.43 


FIGURA 14.43 Impedancia del circuito de la figura 14.28 multipli- 
cada a niveles prácticos de corriente para op amps de baja-potencia. 


Dado un circuito, la escala de frecuencia por B es la especificación de un nuevo con- 
junto de parámetros de circuito, de tal forma que el circuito multiplicado responde a una 
frecuencia fBw exactamente como el original lo hace en w. Hay sólo un modo en que w 
entra en el cálculo de cualquier respuesta, mediante las impedancias jwL y 1/(¡wC). Si 
disponemos de tal forma que las nuevas impedancias inductivas y capacitivas en Bw son 
las mismas que las antiguas en w, todas las respuestas deben ser las mismas, tal como se 
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requirió. Ahora el producto jwL queda intacto después de sustituir w por Bw si también 
sustituimos £ por L/B. Lo mismo es verdad para 1/jwC si sustituimos C por C/8. Para mul- 
tiplicar la impedancia por fB, divídase cada L y C por B, dejando el resto de los elementos 
sin modificación. 


(14.90) 


Anteriormente multiplicamos la impedancia del circuito resonante de 
la figura 14.42(a), con el resultado que aparece en la figura 14.42(b). 
Multipliquemos la frecuencia de resonancia de este circuito por un 
factor de 10%. Esto puede lograrse fácilmente sustituyendo el inductor 
de 2-H, por un inductor de 0.2-mH, y el capacitor 1-F por un capaci- 
tor de 100-pLF. Nótese que la frecuencia resonante en los circuitos de 
las figuras 14,42(a) y (b) son las mismas, puesto que wm, = W1/LC y el 
producto LC es el mismo en estos circuitos. La multiplicación de 
impedancia no resulta en cambios en la multiplicación de frecuencia. 


La multiplicación de frecuencia se usa mucho en el diseño de filtros. Por ejemplo, los 
manuales que especifican circuitos de filtros pasa-bajas, necesitan únicamente hacer una 
lista de los valores del pasa-bajas, cuya frecuencia de corte está fijada en w, = 1 rad/s. El 
usuario puede entonces multiplicar la frecuencia del circuito a cualquier frecuencia de corte 
deseada. 


EJERCICIOS 


¿5 


14.8.1. Supóngase que se multiplica por 100 la impedancia de un circuito. 
Considérense cuatro funciones de transferencia: H¡(s) = VA(5/V¡(s), Ha(s) = 
VAS (s), Hx(s) = LOA; (3), y Hy(s) = L(9/V ¡(s). ¿Cuál de ellas cambiará? 
¿En qué factor cambiará? 

Respuesta Ho(s) quedará multiplicada por 100, Hy(s) por 1/100. 
Las demás quedan sin modificación. 


14.8.2. Si un circuito pasivo RLC en paralelo tiene su frecuencia multi- 
plicada por 50 y luego su impedancia se multiplica por 50, ¿Cuáles son los 
nuevos valores RLC? 

Respuesta SO R, L, C/2500 


14.8.3. Un manual hace una lista de los filtros Butterworth del cuarto 
orden con w, = 1 como 


Va(s) 1 


H = ET terio RS 
(5) Vi(s)  s*+2.6153 + 3.4152 42.615 +1 


Si se multiplica la frecuencia del circuito por z, y luego la impedancia se 
multiplica por 100, obtenga H(s). 
Respuesta La multiplicación de impedancia no tiene efecto sobre 
una función de transferencia de voltaje: 
0.0625 
st + 1.3153 + 0,8535? + 0,3265 + 0.0625 


566 Capítulo 14 Respuesta de frecuencia 


SPICE Y RESPUESTA DE FRECUENCIA 


Puede utilizarse SPICE para determinar la respuesta de frecuencia, tanto ganancia como 
desplazamiento de fase como funciones de frecuencia, utilizando la declaración de control 
.AC. Se especifica la ganancia |H(¡w)] añadiendo el sufijo M (magnitud) al nombre de una 
corriente o voltaje que deba ser salida, y el desplazamiento de fase 4H(¡w) por el sufijo P. 
Por ejemplo, la declaración de control de salida 


=PLOT AC. VMCH) - VPCU) 


resultará en la gráfica tanto de la magnitud y fase del voltaje en el nodo 4, en el rango de 
frecuencia especificado en la declaración de control .AC. Si la amplitud de la fuente ac que 
se barre es 1, la magnitud del voltaje de salida de VM(4) es directamente igual a la ganan- 
cia. Si se desean coordenadas de Bode (ganancia en decibeles contra frecuencia logarít- 
mica) para la curva de ganancia, se utiliza el sufijo DB en lugar de M. La palabra DEC 
(década) se usa entonces en la declaración de control .-AC, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 


Verificaremos nuestro cálculo anterior de la gráfica de ganancia de 
Bode, figura 14.16(b), para el circuito resonante de la figura 14.16(a). 
El archivo de entrada SPICE es 


Ejemplo 14.23 


I 
e 
D: 
0 


do 000% 
o e 
TACO 


Hemos especificado unidades de decibeles para la salida que, junto 
con el eje de frecuencia logarítmica especificada por la palabra 
clave DEC y la entrada 1-A, hace que la salida sea idéntica a la 
ganancia del circuito. La salida aparece en la figura 14.44(a). 
Nótese que el pico de resonancia aparece en f= 0.1585 Hz o 0.996 
rad/s, lo que concuerda en mucho con nuestro cálculo en el ejem- 
plo 14.11, y el valor en el pico aparece como 40.01 dB, lo que se 
compara favorablemente con los 40 dB que calculamos. La fre- 
cuencia pico en w = 0.1 rad/s (f= 0.0159 Hz) tiene una ganancia de 
+ 3 dB en la figura 14.16(b); esto concuerda bien con la ganancia 
de 3.08 dB en f= 0.1585 en la salida SPICE. En el ejemplo se men- 
ciona que en lugar del pico de resonancia, podría ser aproximado 
únicamente utilizando nuestro método de gráficas de Bode. Pode- 
mos utilizar SPICE para examinar los detalles de una curva de ga- 
nancia en cualquier región cambiando los parámetros de muestreo 
en la declaración de control ,AC. Examinado la ganancia cerca del 
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**** 04/29/94 11:25:50.+*****..Evaluación PSpice (Enero 1991) vonrmnvno 
Ejemplo 14-23. 


++xx Análisis AC 


Temperatura = 


27000 DEG C 


ROOF AAA 


FREQ 


1.000E-02 
1.096E£-02 
1.202E-02 
1.318E-02 
1.445E-02 
1.585E-02 
1.738E-02 
1.905E-02 
2.089E-02 
2.291E-02 
2.512E-02 
2.754E-02 
3.020E-02 
3.311E-02 
3.631E-02 
3.981E-02 
4.365E-02 
4.786E-02 
5.248E-02 
5.754E-02 
6.310E-02 
6.918E-02 
7.586E-02 
8.318E-02 
9.120E-02 
1.000£-01 
1.096E-01 
1.202E-01 
1.318E-01 
1.445E-01 
1.585E-01 
1.738E-01 
1,905E-01 
2.089E-01 
2.291E-01 
2.512E-01 
2.754E-01 
3.020E-01 
3.311E-01 
3.631E-01 
3.981E-01 
4.365E£-01 
4.786E-01 
5.248E-01 
5.754E-01 
6.310E-01 
6.918E-01 
7.586E-01 
8.318E-01 
9.120E-01 
1.000E+00 


VDB(1) 


0.0000E+00 2.0000E+01 4.0000E+01 6.0000E+01 8.0000E+01 


1.479E+00 .* 


1.728E+00 


2.010E+00 .* 


2.328E£+00 


2.684E+00 


3.078E+00 


3.513E+00 . 
3.987E+00 . 


4.501E+00 
5.055E+00 


5.647E+00 . 
6.278E+00 . 


6.945E+00 
7.649E+00 


8.389E+00 . 


9.166E+00 


9.981E+00 . 


1.084E+01 
1.174E+01 
1.269E+01 
1.371E+01 
1.479E+01 
1.597E+01 
1,727E+01 
1,872E+01 
2.039E+01 
2.237E+01 
2.485E+01 


2.820E+01 . 


3.331E+01 
4.001E+01 
3.391E+01 


2.854E+01 . 
2.506E+01 . 


2.250E+01 
2.046E+01 
1.875£+01 
1.725E+01 


1.591E+01 


1.469E+01 
1.355E+01 
1.2472E+01 
1.145E+01 
1.047E+01 
9.527E+00 
8.607E+00 


7.708E+00 


6.827E+00 
5.960E+00 
5.105E+00 
4.259E+00 


JOB CONCLUDED 


TOTAL JOB TIME 


.22 


FIGURA 14.44a Salidas de SPICE para el ejemplo 14.23. 
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++. 04/29/94 11:30:15. +****** Evaluación PSpice (Enero 1991) ***eeoerr* 


Ejemplo 14-23 


ma. Análisis AC 


Temperatura = 27,000 DEG 


ARO OOOO ROO OOO OOOO OOO OOOO OOOO ORAR RARA 


FREO 


1.570E-01 
1.571E-01 
1.572£-01 
1.574E-01 
1.575E-01 
1.576E-01 
1.577B-01 
1.579E-01 
1.580E-01 
1.581E-01 
1.582E-01 
1.583E£-01 
1,585E-01 
1.586E£-01 
1.587E-01 
1.588E-01 
1.590E-01 
1.591E-01 
1.592E-01 
1.593E-01 
1.594E-01 
1.596E-01 
1.597E-01 
1.598E-01 
1.599E-01 
1,601F-01 
1.602E-01 
1.603E-01 
1.604E-01 
1.606£-01 
1.607E£-01 
1.608E-01 
1.609E-01 
1.610E-01 
1.612E-01 
1.613E-01 
1.6148-01 
1.615E-01 
1.617E-01 
1.618E-01 
1.619E-01 
1.620E-01 
1.621E-01 
1.623E-01 
1,624E-01 
1.625E-01 
1.626E-01 
1.628E-01 
1.629E-01 
1.630E-01 


JOB CONCLUDED 


VDB(1) 


3.9000E+01 3.9500E+01 4 .0000E+01 4.0500E+01 4.1000E+01 


3.973E+01 
3.977E+01 
3.980E+01 
3.983E+01 


3.986E+01 . 


3.988E+01 
3.9918+01 
3.993E+01 


3.995E+01 


3.997E+01 
3.998E+01 
4.000E+01 
4.001E+01 
4.002E+01 
4.003E+01 
4.004E+01 
4.004E+01 
4.004E+01 
4.004E+01 
4.004E+01 
4.004E+01 


4.003E+01 . 


4.002E+01 
4.001E+01 
4.000E+01 
3.999E+01 
3.997E+01 


3.995E+01 


3.993E+01 


3.991E+01 


3.989E+01 
3.986E£+01 
3.984E+01 
3.981E+01 
3.978E+01 
3.975E+01 
3.971E+01 
3.968E+01 
3.964E+01 
3.960E+01 
3.956E+01 
3.952E+01 
3,948E+01 
3.944E+01 
3.939E+01 
3.934E+01 
3.930E+01 
3.925E+01 
3.920E+01 
3.915E+01 


LOA AAA 


TOTAL JOB TIME .23 


FIGURA 14.44b Salidas de SPICE para el ejemplo 14.23. 
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pico, utilizando la declaración de 


control obtenemos la salida que aparece en la figura 14.44(b). La 
ganancia pico, con cuatro cifras significativas, es 40.04 dB, y el pico 
ocurre en algún lugar entre 0.1588 y 0.1594 Hz, o 0.998 rad/s y 1.002 
rad/s. 


EJERCICIOS 


0.1 uF 


0.1 uE 14.9.1. Use SPICE para crear gráficas de la ganancia y curva de desplaza- 
miento de fase para el circuito de la figura 14.26 para O < (9 < 10, usando fre- 
cuencia lineal y escalas de salida con una muestra cada 0.1 rad/s. 


14.9.2. Use el modelo de amplificador de voltaje ideal de la figura 3.7 y 
SPICE para graficar la ganancia en decibeles contra la frecuencia logarítmica 
para el circuito del ejercicio 14.7.2. 


14.93. El filtro pasa-bandas que aparece se conoce como filtro doble T. 
Determine la frecuencia en hertz al final de la muesca hasta cuatro cifras sig- 
nificativas. 

Respuesta 15.92 Hz. 


EJERCICIO 14.9.3 
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Utilizando el procedimiento de realización de filtros activos desarrollado en la sección 
14.7, podemos graficar un diagrama de circuito que corresponda a la fusión de transferen- 
cia deseada H(s) o, lo que es equivalente, una función de respuesta de frecuencia deseada 
H(¡o). Ahora nos detendremos para preguntarnos a qué grado puede esperarse que el cir- 
cuito resultante presente el comportamiento que le atribuimos. 

Hasta ahora se han empleado varios niveles de aproximación para llegar hasta este 
punto. Las ecuaciones de transferencia de voltaje que derivamos para los componentes op 
amps rigen exactamente sólo en el límite conforme la ganancia del amp op A(¡0) tiende a 
infinito en cada (o que nos interesa. Los op amps reales tienen ganancia finita y una ampli- 
tud de banda finita aun en configuraciones de retroalimentación. Si hay op amps múltiples 
en el circuito, ¿cuál es el efecto acumulativo de estas discrepancias individualmente redu- 
cidas? Otra suposición es que no haya sobrecarga. De hecho, cualquier cascada de dos cir- 
cuitos hará que el circuito de la derecha sobrecargue al izquierdo a un grado no nulo. ¿Cuál 
es el efecto acumulativo de estas pequeñas variaciones? Ciertamente, bien puede haber 
aproximaciones en la elección de la H(s) misma. Podemos conformarnos con una función 
de transferencia H(s) basada en gráficas de Bode, que son en sí aproximaciones. Aunque 
tenemos confianza en que cada una de estas aproximaciones es individualmente válida, ¿se 
comportará el circuito como lo anticipamos? Finalmente, no existe resistencia o capacitor 
físico que sea exactamente igual a la resistencia o capacitancia que se pide, 
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A la luz de estas aproximaciones e idealizaciones, es prudente adoptar un punto de 
vista cauteloso e incluso escéptico antes de considerar el pasar de un diseño esquemático, 
el proceso cuyo punto final es un esquema o diagrama de circuito, al diseño físico, la cons- 
trucción real de una modalidad física del diagrama del circuito. Afortunadamente, SPICE 
nos presenta un útil entorno de simulación para probar los circuitos sin estas suposiciones 
e idealizaciones simplificadoras. 

Un modelo de circuito con op amps que representa la dependencia de frecuencia de 
polo único, discutida en la sección 14.6 aparece en la figura 14.45. Un divisor de voltaje RC 
con frecuencia de tipo 1/(R,C,) proporciona el decaimiento de alta frecuencia, y la resisten- 
cia de salida R, mantiene una impedancia de salida mínima para este modelo amp op, aun a 
frecuencias muy altas. Los valores típicos son A, = 105, R,=1M, C,=0.1F y R,=30 0. 
Con estos valores, la frecuencia pico («, en la figura 14.18), en la respuesta del op amp de 
trayectoria abierta es 10 rad/s, y la impedancia de salida cambia menos de 1 (2 a través de 
cualquier banda de frecuencia, siendo 31 (2 en de y 30 (2 en infinito. Utilizando este mode- 
lo, podemos descubrir cualquier discrepancia debida a la ganancia infinita y aproximaciones 
de amplitud de banda, y el verdadero grado en que la sobrecarga afecta un diseño dado 


(a) 
FIGURA 14.45 Modelo del op amp dependiente de la frecuencia. 


Se propuso el seguidor de voltaje como amplificador amortiguador 


para eliminar la sobrecarga. Veamos ahora si la idealización de que 
esta configuración elimina completamente la sobrecarga, produce 
un resultado preciso en el circuito de la figura 14.46, donde dos sec- 
ciones pasivas RC pasa-bajas y pasa-altas, son utilizadas para crear 
un filtro pasa-bandas. La sección izquierda es un pasa-altas con fre- 
cuencia de media potencia f., = 1/Q7 R¡C,) = 1 Hz, y la sección 
derecha es un pasa-bajas con f., = 1/(277 R,C>) = 100 Hz. 


Ganancia (dB) 


+0dB ------- 


—20 dB/dec 


(escala 
2% logarítmica) 


(b) 
FIGURA 14.46 - (a) Filtro pasa-bandas amortiguado; (b) gráfica de Bode calculada. 
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La gráfica de ganancia de Bode calculada con la suposición de que no 
hay sobrecarga, de forma que pueden multiplicarse las funciones de 
transferencia, aparece en la figura 14.46(b). El archivo de entrada 
SPICE 


EJEMPLO 14-24 

* > a ad 
Vi.” 
Cl: 
RJ 


runa emu me E 
muonovomo 


q 
«AC DEC 10 +1 1K 
PLOT AC VDB(b)> 
«END E 


para este circuito, utilizando el modelo del op amp dependiente de la 
frecuencia, se produjo la salida que se muestra en la figura 14,47(a). 
Los resultados corresponden, en mucho, con los resultados calculados 
sin sobrecarga en la figura 14.46(b) la ganancia de banda media (en 
10 Hz) está dentro de un margen de 0.08 dB del valor predicho de O 
dB, ganancias de frecuencia pico dentro de 0.015 dB a partir de -3 dB, 
y ganancias una década bajo los picos de un margen de 0.004 dB de 
—20 dB. Eliminando el seguidor de voltaje para ver los efectos de la 
sobrecarga, tenemos la salida de SPICE en la figura 14.48(b). La so- 
brecarga es claramente visible en esta característica. Mientras man- 
tenemos un filtro pasa-bandas, hay una reducción de 6 dB en la 
ganancia de banda de paso, y las frecuencias de media potencia se han 
extendido a f, = 0.5012 Hz y f, = 199.5 Hz. Los efectos típicos de la 
sobrecarga, es aplanar la ganancia y ampliar la banda de paso. 


Supongamos que multiplicamos la frecuencia del circuito de la figura 
14.46(a) por 104, lo que resulta en C, = C, = 0.1 nF. Cambiando estos 
dos valores de elementos en la lista de SPICE del ejemplo anterior, 
obtenemos la figura 14.48. Suponiendo una multiplicación ideal de 
frecuencias, las frecuencias pico en la gráfica de Bode han migrado a 
f, = 10 KHz y f, = 1 MHz, sin que haya otros cambios en la gráfica de 
Bode sin multiplicarse [figura 14.46(a)]. Examinando la salida, las 
frecuencias más bajas se comportan como lo esperaba: una década 
bajo f, tenemos -20.005 dB, y en f; tenemos -3.078 dB. Las frecuen- 
cias más altas no tienen un comportamiento tan bueno. La ganancia en 
f,, debe ser de aproximadamente —-3 dB, pero en f,, = 1 MHz vemos que 
la ganancia real es -19.15 dB. Puesto que el decaimiento debería ser 
-20 dB/dec, pero examinando la última década que graficamos, ve- 
mos que es casi exactamente -40 dB/dec. 

La causa de estas discrepancias es la limitación de amplitud de 
banda del circuito debida a la ganancia dependiente de la frecuencia 
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FIGURA 14.47a Salida del circuito. 


del amp op A(¡o). El polo de la sección pasa-bajas RC y el polo de 
A(¡w) se combinan para producir el decaimiento —-40 dB/dec a fre- 
cuencias más altas. Puede multiplicarse la frecuencia de circuitos con 
op amps con gran precisión, pero únicamente dentro de los límites 
impuestos por el producto amplitud de banda-ganancia del amp op. 


Puede utilizarse SPICE de otras formas que para verificar la validez de las aproxi- 
maciones hechas durante el diseño esquemático. El conjunto de salidas derivado al cambiar 
un solo parámetro revela la sensibilidad del diseño a ese parámetro. La alta sensibilidad es, 
en general, indeseable, puesto que los valores de los parámetros pueden fluctuar con la tem- 
peratura, el envejecimiento y otros factores. 

El SPICE es conveniente para un diseño de “prueba y error”, una forma efectiva para 
afinar un diseño preliminar. Supongamos que tenemos un diseño que al revisar la salida de 
SPICE, es aproximadamente lo que deseábamos, pero necesita mejoras detalladas. Supon- 
gamos que se desea un poco más de ganancia en cierta banda, y que hay una resistencia en 
el diseño que, al aumentar, incrementa esa ganancia. Puede no ser fácil calcular los efectos 
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FIGURA 14.47b Luego de eliminar el op amp. 


exactos de esta única variación de parámetros sobre la ganancia en esa banda, o en el com- 
portamiento general del circuito. 

En vez de regresar al lápiz, el papel y la calculadora, puede ser más rápido hacer una 
suposición prudente del valor necesario y volver a correr SPICE. Si la ganancia cambió 
demasiado, repítase con un cambio ligeramente menor en la resistencia; si es muy pequeño, 
cámbielo aún más. Luego repítalo hasta quedar satisfecho. 

El procedimiento de prueba y error, a la luz de una clara comprensión de la rela- 
ción entre el parámetro y el comportamiento del circuito, puede ser muy efectivo. De 
hecho, aun cuando el contexto pueda ser el diseño esquemático, como buscamos aquí, 
o el diseño físico, el proceso de prueba y error es parte inevitable del diseño en el mundo 
real. La intuición que guía este proceso es tan importante para el ingeniero diseñador 
experimentado, como la intuición tras un solo de jazz y se basa en el mismo fundamento: 
la experiencia y conocimiento profundo de los fundamentos. En cierto sentido, SPICE 
puede servir como nuestro “instrumento” para ayudar a desarrollar estas habilidades de 
improvisación. Los conceptos de análisis de circuitos son las escalas y estudios que. 
debemos conocer para hacer música. 
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FIGURA 14.48 Salida de circuito de frecuencia multiplicada. 


EJERCICIOS 


Para cada uno de estos ejercicios, utilice el modelo del op amp de la figura 
(14.45) con A¿= 105, R;, =1MO,R,=10,C,=0.1F, y R,= 300. 


14.10.1. Dibuje la gráfica de ganancia de Bode para H(s) = (s - 2M(s + 1) y 
compárela con la ganancia de la realización de esta función de transferencia 
dada en la figura 14.36 utilizando SPICE 

14.10.2. Repita para la función de transferencia y realización del ejemplo 
14.19. 

14,10.3. Utilice la prueba y error en el circuito del ejercicio 14.7.2 para afi- 
nar la ganancia en w= 1 rad/s a +1.50 dB. Cambie únicamente la resistencia 
de retroalimentación 


La respuesta de frecuencia de un circuito es la combinación de ganancia y desplazamiento 
de fase experimentado por un sinusoide de entrada como función de su frecuencia. Los cri- 
terios de diseño de circuitos prácticos como filtros de amplificadores, generalmente están 
expresados en términos de una respuesta de frecuencia deseada. En este capítulo, se 
desarrollan los procedimientos generales de diseño que producen respuestas en casi 
cualquier frecuencia que se desee. 
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La función de respuesta de frecuencia H(¡w) puede obtenerse a partir de la función de 
transferencia H(s) sustituyendo s por ¡w. Existe únicamente para circuitos estables. 


|HGo) | es la ganancia en la frecuencia w, 4H(w) es el desplazamiento de fase. 


El equivalente en decibeles para un número real positivo es 20 veces el logaritmo base 
10 del mismo número. Sumar 20 dB multiplica un número por 10, restar 20 dB lo multi- 
plica por 0.1. El equivalente en decibeles de un producto es la suma de los equivalentes 
en decibeles de cada factor, y de una proporción es la diferencia de los equivalentes en 
decibeles. 


La gráfica de Bode no corregida tiene una aproximación lineal por tramos a la gráfica de 
ganancia dB contra la frecuencia logarítmica. 


La gráfica de Bode no corregida es la suma de gráficas de factores individuales. 
Hay una corrección de 3 dB dentro del punto de flexión de cada factor simple. 


Los filtros son circuitos con bandas de paso, en donde la ganancia está cercana a su valor 
máximo, y las bandas de detención, en donde la ganancia es muy inferior. Los filtros se uti- 
lizan para crear respuestas selectivas a entradas en distintas bandas de frecuencia. 


La ganancia de todos los elementos, incluyendo op amps, eventualmente declinan con la 
frecuencia. La frecuencia a la que declina la ganancia de un amp op a la unidad, se conoce 
como amplitud de banda de ganancia unitaria. 


En ausencia de sobrecarga, la función de transferencia de una cascada es el producto de las 
funciones de transferencia. 


Las funciones de transferencia pueden descomponerse en un producto de factores de 
primero y segundo orden, diseñando por separado cada factor, y luego conectando en cas- 
cada. 


PROBLEMAS 


14.1. Obtenga el factor de salida Vo si el fasor de entrada es 


V;¡= 3.30" y H(s) = 


1H 

1 
(a) s+1 1F E 

Ss MO) 1F v(t) 
(> s+5 4 = 

2s +3 
(0) s? y +1 

PROBLEMA P14.2 
(d) 10 (s—- 1) 
3+22+5+2 14,3. Obtenga H(¡w) para la entrada y salida que se indica. 
-1 
(o) 2+s+10 z F 
Ss 

(0 (s+ 14 
14.2, Obtenga H(¡w) para la entrada y salida que se indican. PROBLEMA P14.3 
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14.4. Obtenga el fasor de salida para la salida indicada a cada 
frecuencia de fuente; luego obtenga la salida en estado estable 
sinusoidal. Uy, (1) = 4 cos 101 V, Vs, (£) = 6 cos(21 + 189) V. 


PROBLEMA P14.4 


14.5. Obtenga las funciones de ganancia g(w) y desplaza- 
miento de fase $ (w). Haga gráficas aproximadas utilizando es- 
calas lineales. 


1 
(a) 


s+1 


Ss 
s+1 
=s 


(b) 


1 
) (s + Ds + 2) 
(o) s+1 
si s+2 


(d 


o s2+ 5 s+1 
s2+2s+1 

14.6. Obtenga las funciones de ganancia g(w) y el desplaza- 

miento de fase $ (w) para el circuito del problema 14.2. Dibuje 

ambas utilizando escalas lineales. 


14.7. Repita el problema 14.6 para el circuito del problema 14.3. 
14.8. Repita el problema 14.6 para el circuito del problema 14.4, 


14.9. Obtenga la función de ganancia g(w) para este circuito. 
Dibuje utilizando escalas lineales. 


PROBLEMA P14.9 


duo _ A MIO) : 
14.10. ea Yy (1) = v¡(t). Obtenga H(s) FOR Ho), y la 


salida forzada vy(t) cuando v;(1)= 4 cos 21 V. ¿Esta salida tam- 


bién está en estado estable? 


Problemas 


14.11. Obtenga la respuesta forzada v(t). ¿Para qué rango de 
la ganancia r de la fuente controlada corresponde esto a la res- 
puesta en estado estable? Explique 


cos 10: V rio) 


PROBLEMA P14.11 


14.12. 1.778 =S dB. Convierta los siguientes a decibeles sin 
usar calculadora. 

(a) 17.78 

(b) 17.78 x 103 

(c) 0.001778 

(d) 3.557 

(e) W3.557 

(1) V3.557 

(g) 8.89 x1017 

(h) 8.89 x10-15 


14.13. Convierta los siguientes decibeles sin utilizar calcu- 
ladora 

(a) 23/2 

(b) 23/4 

(c) (5) (2) (V 1000) 

(a) S001/3 

(e) (0.4)? 

(£) 4 <1030 

E 

(h) (4/52 


14.14. 1.778 =5 dB. Convierta los siguientes de decibeles a 
números naturales sin usar calculadora 

(a) 15 dB 

(b) 18 dB 

(c) 24 dB 

(d) -15 dB 

(e) -5S dB 

(£) -105 dB 


14.15. Convierta los siguientes de decibeles a números natu- 
rales sin usar calculadora. 

(a) -26 dB 

(b) +26 dB 

(c) +17 dB 

(d) -33 dB 
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(e) -39 dB 
(1) -390 dB 


14.16. Utilizando una calculadora, convierta los siguientes 
números a decibeles. 

(a) 11.74 

(b) 0.00986 

(c) 4.1 x 10-12 

(d) 4.1 x 10+*12 

(e) 2.132 

(1) V17 


14.17. Utilizando una calculadora, convierta los siguientes 
valores de decibeles a números naturales 

(a) 41.7 dB 

(b) —-11.9 dB 

(c) +17 dB 

(d) +170 dB 

(e) -33.3 dB 

(f) 0.001 dB 

14.18. Ponga H(s) en forma estándar. Identifique cada factor 
como raíz real o factor de parejas de raíces complejas. Para los 
factores de raíces reales, especifique la frecuencia de corte; para 
los factores de parejas de raíces complejas, especifique la fre- 
cuencia natural y factor de amortiguación w,, £. H(s) =: 


s 


O DF» 


—105? 


(>) (82 +5 +42 


s 


1 
E 


3 di 2 
(s+ 1D (s+2) 


(d) 


65? 
ld (s + Ds + 231 


14.19. Repite problema 14.18 para H(s) = Y (s)/X(s), donde 


By dy dy E 
de +37 A + y(1) =2 


dx 
de 0 
14,20. Repita el problema 14.18 para el circuito del proble- 
ma 14.2, 


14.21. Obtenga H(s) = I(s/I,(s) y expréselo en forma están- 
dar. Especifique todas las frecuencias de corte. 


PROBLEMA P14.21 


14.22. ¿Para qué valor de R el factor de amortiguación ¿= 
0.90? ¿Cuál es el rango de las frecuencias naturales en este cir- 
cuito conforme R varía entre 0 < R < oo? 


R 


PROBLEMA P14.22 


14.23. Considere el factor de raíz real (s — p) de multiplicidad 
1. Determine en una calculadora, hasta tres cifras significativas, 
cuántas décadas de la frecuencia de corte | pl es la diferencia 
entre la gráfica Bode exacta (corregida) y la no corregida igual 
a z dB, 1 dB, 2 dB, y 0.1 dB. Luego exprese estas frecuencias 
en términos de p. 


14.24. Repita el problema 14.23 para (s - p)". 


14,25. Repita el problema 14.23 para el factor de parejas de 
raíces complejas (s? + m,s + w 2 donde la frecuencia de corte 
eS My. 


14.26. Repita el problema 14.23 para (s? +05 + 0 2), (a) 
para r = 1; (b) para cualquier entero r > 0, 


14.27. Marque las ganancias en decibeles en cada frecuencia 
de corte. 


Ganancia (dB) 


+40 dB/dec 


—80 dB/dec 


+60 dB/dec 


| > w (escala 
500 logarítmica) 


+60 dB/dec 


PROBLEMA P14.27 


14.28. Especifique una H(s) cuya gráfica de Bode de ganan- 
cia no corregida aparece en el problema 14.27. ¿Es ésta respues- 
ta única? 
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14,29. Marque las frecuencias de corte. Especifique una H(s) 14,32. Repita el problema 14.30 para este circuito. 
sin factores de parejas de raíces complejas en esta gráfica de 


1 109 
ganancia de Bode no corregida. 


— 


A RA 


—20 dB/dec —20 dB/dec 
AN NN 


y 


w (escala 
logarítmica) 
/| +20 dB/dec 


PROBLEMA P14.32 


+20 dB/de 


E Ao dB/dec 14,33. Repita el problema 14.30 para este circuito. 


14 dB porro e 
PROBLEMA P14.29 
14.30. Dibuje las gráficas de ganancia de Bode, corregida y no PROBLEMA P14.33 
corregida. Marque cada pendiente y marque todo punto de corte , e 
por su w y valor en decibeles. Se indica la variable de salida. 14.34, Repita el problema 14.30 para este circuito. 
120 
Y, (E 22 
48 
PROBLEMA P14.30 
PROBLEMA P14.34 
14.35. —Dibuje las gráficas de Bode de ganancia, corregida y 
no corregida. Marque cada pendiente y todos los puntos de 
corte. H(s) =: 
14.31. Repita el problema 14.30 para este circuito. 10 
(a) 
s+10 
(b) 4 
(0) 10 
Cc 
s+10 
3 
(d) = 
s 
s+1 
e 
(e) ETE 
s—1 
53 s+1 
PROBLEMA P14.31 
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14.36. Repita el problema 14.35 para estas funciones de 
transferencia de segundo orden. H(s) =: 


(a) ? 
1 
rra 
(s + Ds + 20) 
100 
(c) 


(s + DG + 100) 
(d) s2 +5 +100 
—100 
Y) +10 
5 3s 
Se s+1  s+1000 


14.37. Repita el problema 14.35 para estas funciones de 
transferencia de orden mayor. H(s) =: 


co 
(s — 1? 
(s + 1? 
+5+10* 
s2 + 200 + 10* 
ss +10)? 
(s + D(s2 + 2s + 90) 
—106 
O o 


gó6 
S s(s? + 45 + 8)6 


(b) 


(c) 


(d) 


14.38.  Dibuje tres diagramas fasoriales que muestren Zp, Z;, 
y Zen w =5 o,, 0, y 10w, para un circuito RLC en serie. 


14,39. Dibuje tres diagramas fasoriales que muestren Yp, Y, y 
Yen w => 0w,, 0, y 2, para un circuito REC en paralelo. 


14,40. Diseñe un circuito RLC en serie con w, = 50 rad/s y 
B = 4 rad/s. Repita para un RLC en paralelo. 


14.41.  Diseñe un circuito RLC en serie de forma que w,=350 X 
103 rad/s y Q = 40. Repita para un RLC en paralelo. 


14.42. Las frecuencias inferior y superior de cuarta potencia 
para el circuito RLC en paralelo satisfacen |ZGo) |2 =1R2, 
donde Z es la impedancia del circuito. Resuelva esta ecua- 
ción para las frecuencias en cuarta potencia inferior y supe- 
rior 07, 0). 


14,43. Calcule la frecuencia resonante para este circuito de 
dos formas: primero, con una frecuencia natural w, de la gráfi- 


ca de Bode; segundo, como la frecuencia «wg en que la frecuen- 
cia Z(¡w) es igual a cero. 


500 9 


500 S 


PROBLEMA P14.43 


14.44, Se utiliza un op amp con producto amplitud de banda 
ganancia GBW = 10€ rad/s como un amplificador inversor con 
Rp/Ra =-1. ¿A qué frecuencia de radianes w la ganancia real 
es de -3 dB? ¿-20 dB? ¿-120 dB? 


14.45. Comenzando a partir de (3.19b), derive la respuesta de 
frecuencia de un solo polo de un amplificador no inversor con 
A(jo) =A¿wy/(jo +04). Utilice la aproximación 7> << Ry/Ra + 
Rs ¿Cuál es la frecuencia de corte w¿? , 


14.46. ¿Cuál es la mayor ganancia Ry/R¿ que podamos 
obtener con un amplificador inversor y tener una amplitud de 
banda de 30,000 rad/s? Suponga que el amp op tiene paráme- 
tros A, = 105, w, = 10 rad/s. 


14.47. —Suponer que se conecta en cascada cuatro etapas idén- 
ticas de amplificador inversor con ganancia Rp/R , = 10. Supo- 
niendo que no hay sobrecarga ¿Cuál es la amplitud de banda de 
este circuito general? ¿Cuál es el producto amplitud de banda- 
ganancia? Compárese con el producto amplitud de banda-ganan- 
cia de una sola etapa con Rp/Ry = 10. Suponer que el producto 
de amplitud de banda-ganancia es de 106 rad/s. 


14.48. Dibuje las gráficas de ganancia de Bode corregidas y 
no corregidas. Marque todas las pendientes y puntos de corte 
(dB y w). Suponga un modelo de amp op ideal de amplificador 
de voltaje con ganancia muy alta. 


1F 18 


PROBLEMA P14.48 


14,49. Repita el problema 14.48 para este circuito. 
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PROBLEMA P14.49 


14.50. Repita el problema 14.48 cuando se conectan en cas- 
cada los circuitos de los problemas 14.48 y 14.49. Suponer que 
no hay sobrecarga. 


14.51.  Diseñe un filtro activo con función de transferencia de 
voltaje H(s) = V(5/V,(s) = -1000/(s + 1000). 

(a) Utilizando un divisor de voltaje RC amortiguado. 

(b) Utilizando un filtro inversor —-Zp/Za 

(c) Utilizando el enfoque de diagrama de bloque de la sección 
14,7. 


14.52. Repita el problema 14.51 para H(s) = s/(s + 1000). 


14.53. —Diseñe filtro activo con H(s) = VA5/V¿(s) = (S + 
2000(s + 1000). 

(a) Utilizando una película no inversora (1 + Zp/Za). 

(b) Utilizando el enfoque de diagrama de bloque de la sec- 
ción 14.7. 


14,54. Diseñe filtros activos con las siguientes funciones de 
transferencia de voltaje. Mantenga todos las resistencias en el 
rango de 5 a 500 k(?. Dibuje el diagrama de circuito marcado. 


(e) 10/s 


14.55. Repita el problema 14.54 para los siguientes sistemas 
de registro de orden. 


1 

(s + D(s +2) 
10 

s2 + 24s +20 


(a) 


(b) 


Problemas 


5? 


+ Ls +50 
=s+1 


(c) 


() 2725 + 900 


6 
Ma 


Problemas usando SPICE 


14.56. Repita el problema 14.54 para los siguientes sistemas 
de orden mayor. Dibuje la gráfica de ganancia de Bode uti- 
lizando el tercio de la sección 14.3, y verifique utilizando 
SPICE y el modelo de amp op de la figura 14.45. 


1 
(s + D)65 +2) +3) 
(s + 1)6s +3) 
(s + 2)s + 4)(s + 6) 
—2s 
s(s2+s +16) 
10* 
(s + 10)* 


(a) 
(b) 
(c) 


(d) 


14.57. Utilice el modelo amp op de la figura 14.46 con 
A,=10%,R,=10,C,=0.1 F,R,=300, Rin =1 MO y 
SPICE para determinar las curvas de ganancia de Bode. 
Dibuje los resultados a partir de una década bajo la menor fre- 
cuencia de corte hasta una década sobre la década mayor. 
Compárelo con gráficas de Bode no corregidas dibujadas a 
manos. Estas son las mismas H(s) dadas en el problema 14.54. 
Ss 
a 
(a) s+1 
10s 
s+10 
—35+1 
s +50 
20,000 


s + 10,000 


(b) 


(c) 


(d) 


14.58. Repita el problema 14.57 para las siguientes H(s) del 
problema 14.55 


1 
SIENTES 


10 
yd s2 +24s + 20 


581 


y? 


Cc rte 
ao 
=s+1l 
(d) 24544 
90(s — 10) 


s2+2s + 900 
6 
(£) En 


(e) 


14,59,  Diseñe un circuito con H(s) = s(s + 1)/(s + 2)?, La 
ganancia en w =1 rad/s será de 0.283. Utilice prueba y error en 
el capacitor de la izquierda para elevar la gananciaenw=1a 
+2.50 dB. Muestre el diagrama de circuito original y especi- 
fique el nuevo valor de la capacitancia como a: en la relación 
Cuew = %C og. Vea el problema 15.57 para parámetros de op 
amps. 

14.60. Diseñe un circuito con la gráfica de Bode de ganancia 
no corregida. Luego añada otro circuito en cascada que nivele 
la ganancia de alta frecuencia a +40 dB introduciendo un corte 
de -20 dB/dec en w = 1000 rad/s. Utilice SPICE para verificar- 
lo, utilizando los parámetros amp op del problema 15.57. 


Ganancia (dB) 


+20 dB/dec 


—20 dB/dec 

+40dB y ===... -----> 

w (escala 
logarítmica) 


100 rad/s 


PROBLEMA P14.60 


Problemas más complejos 

14.61. Obtenga H(s) = IK(s/Vs(s) y la respuesta forzada ¿(t) 
para v, = sen 21 V. ¿Para qué rango de « corresponde esto a la 
respuesta en estado estable? Explique 


+ UY — 


l 
4 


PROBLEMA P14.61 


14.62. Repita el problema 14.21 para este circuito. 


1F 


> 


12 19 


PROBLEMA P14.62 


14.63. Obtenga una ecuación cuya única incógnita es la fre- 
cuencia de resonancia exacta, para este circuito. Con ayuda de 
una calculadora, resuelva esta ecuación utilizando prueba y 
error hasta una exactitud de tres cifras significativas. Verifique 
utilizando SPICE. 


1 uF 


E 


192 20 mH 


20 mH 


PROBLEMA P14.63 


14.64. ¿Qué tanto importa el orden de multiplicación de im- 
pedancia y frecuencia, si se hacen simultáneamente? Discútalo 
con un ejemplo. 


14.65. Obtenga un circuito que tiene la siguiente gráfica de 
ganancia de Bode no corregida. Suponga que todos los polos y 
ceros son reales. 


Ganancia (dB) 


40 dB 20 dB/dec 


0dB 
w (escala 


200 2000 logarítmica) 


1 10 


100,000 


PROBLEMA P14.65 


14.66. Repita 14.65, pero cambie el par de polos con fre- 
cuencia de corte 200 rad/s a polos complejos con £ = 0.001. 
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transformadores : m 15.9 SPICE, transformadores y 


15.4 Transformadores ideales circuitos de dos puertos 


15.5 Circuitos de dos puertos ol Resumen 


15.6 Parámetros de dos puertos a Problemas 


Una forma en que la corriente y voltaje de la terminal de un elemento puede influir sobre el 
comportamiento de otro, es mediante su interconexión de terminal a terminal, utilizando 
cable conductor. Esta es la única clase de interacción entre circuitos de elementos que 
hemos considerado hasta este punto. Ciertamente, definimos un circuito eléctrico como un 
conjunto de elementos y el cable conductor que los interconecta. 

Hay otra forma en la que pueden interactuar los elementos de un circuito, una que no 
requiere de contacto físico directo mediante cables conductores. En el capítulo 5 vimos que 
un voltaje puede inducirse a través de las terminales de un inductor en presencia de un 
campo magnético que varía respecto al tiempo. Este campo puede producirse mediante el 
inductor mismo, a lo que llamamos autoinductancia, o puede producirse por un segundo 
inductor, el fenómeno de inductancia mutua, que exploraremos en el presente capítulo. 

Generalizando a partir del caso de la inductancia mutua, a menudo nos interesamos 
en la relación entre la corriente de voltaje en un par de terminales, o puerto, y los de un 
segundo puerto. Por ejemplo, si deseamos aplicar una entrada a un puerto y una entrada 
en el otro, o si resolvemos un complejo problema de diseño descomponiendo en un con- 
junto de subproblemas más simples, resolviendo cada uno separadamente, y conec- 
tando la salida de uno a la entrada del siguiente. En estos casos, tenemos circuitos de dos 
puertos. Un par de inductores acoplados es un ejemplo de un puerto doble, como lo es un 
amplificador de guitarra eléctrica con un puerto marcado “entrada de audio”, y el otro “a 
las bocinas”. 

En la sección 15.1 estudiamos el fenómeno físico básico de la inductancia mutua, 
derivando las leyes ¿-v para bobinas acopladas. A continuación consideraremos la forma 
de analizar circuitos que contienen bobinas acopladas, poniendo especial interés en el 
caso de acoplamiento perfecto, o transformador ideal. Se discuten los usos prácticos de 
transformadores para transformar corriente, voltaje y niveles de impedancia, así como 
porciones de un circuito que están aisladas entre sí, En la sección 15.5, ampliaremos nues- 
tro enfoque para incluir toda clase de circuitos de dos puertos. Primero se discuten sus 
propiedades básicas y uso; luego, en la sección 15.6, se considerará la variedad de los 
parámetros de dos puertos y la forma en que se calcula. El capítulo se cierra con el modelo 
de circuitos para dos puertos, los efectos de sus interconexiones y los usos de SPICE para 
simular inductancia mutua y otros elementos de dos puertos. 
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En el capítulo 5 descubrimos que la corriente ¿ en un inductor o bobina, como a veces lo 
designamos, produce un estado magnético ( que pasa a través de sus Nespiras, producien- 
do una corriente de unión 


A=NGQ (15.1) 


Enun inductor lineal (seguiremos suponiendo linealidad de todos los inductores y el medio 
magnético que pasa a través de estos), la corriente producida es lineal en i, y por consiguien- 
te también es para A, y por eso puede ser escrita como 

%= Li (15.2) 
La constante de proporcionalidad £ es la inductancia del inductor. La unidad convencional 
SI del flujo é y la corriente de unión A es el weber (W), y la inductancia L es en henrys (H). 
La ley de Faraday postula que un voltaje inducido a través de las terminales de la bobina es 


igual al ritmo de cambio de la corriente de unión A respecto al tiempo lo que produce la 
familiar ley de elemento para un inductor 


2 4 
dt dt 

Este análisis anterior supuso que únicamente el flujo que une la bobina se debía a su 
propia corriente, es decir, la bobina es una bobina simple o no acoplada. A veces, por las 
espiras de una bobina pasa el flujo producido por las corrientes de una o más bobinas, en 
cuyo caso tenemos bobinas acopladas. Considérese la figura 15.1 en donde dos bobinas 
tienen lugares y orientaciones relativas. La corriente , en la bobina 1 produce la corriente 
( parte de la cual pasa a través de la bobina 2 y parte de ella no pasa: 


u=03 +01 (15.4) 


Aquí, 6», es la componente de (,, que pasa a través de la bobina 2, el resto, (,,, se conoce 
como corriente de fuga de la bobina 1. La bobina 2 también tiene una corriente, i,, que 
produce un flujo (,,, donde 


(15.3) 


b22 = 012 + ÓL2 (15.5) 


(,, es la componente de (,, que pasa a través de las espiras de la bobina 1, y 0,,, es su 
corriente de fuga. 

La corriente total que pasa a través de la bobina 1 es la suma de las componentes Q, 
debidasal, el, 


d=01 +07 (15.6) 


N, 
Espiras 


Sn 


Bobina 1 b21 Bobina 2 


FIGURA 15.1 Par de bobinas acopladas. Las líneas continuas de corriente son producidas 
por la corriente i, en la bobina 1, y las líneas punteadas de corriente por ¿, en la bobina 2. 
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La corriente neta de unión para la bobina 1, es por (15.1) y lo anterior, 


MM = NH = Nió1 + Nión (15.7) 


Cada término a la derecha es una unión mediante corriente y, por linealidad, es proporcional a 
la corriente que la produce. El primer término se debe a la propia corriente de la bobina 1, 


Ni9u =Liú (15.8) 


donde la constante de proporcionalidad £, se conoce como auto- inductancia de la bobina 
1, y, como en (15.2), ésta se mide en unidades de henrys. El segundo término es producido 
por y es proporcional a la corriente en la otra bobina: 


Nib12 = EM pi, (15.9) 


La constante positiva M,, conoce como inductancia mutua. Ésta también se mide en 
henrys como lo requiere la equivalencia dimensional de (15.8) y (15.9). 

La razón para el signo + en (15.9) la componente de flujo Q,, producida por la co- 
rriente en la bobina 2, puede estar en una dirección igual u opuesta que la producida por la 
bobina 1. Silas dos bobinas están orientadas de forma que 7, positiva produce flujo que pasa 
a través de la bobina 1, en la misma dirección que el flujo que pasa a través de la bobina 1 
debida a su propia í, positiva, entonces debe utilizarse el signo más, de otro modo, utiliza- 
mos el signo menos. 

Para un par dado de bobinas acopladas, siempre puede determinarse el signo correcto 
a partir de una descripción física detallada de las bobinas, la forma en que están embobina- 
das y sus lugares y orientaciones relativos en el espacio. Para evitar la necesidad de especi- 
ficar el detalle fisico que se requiere, en breve introduciremos un sistema abreviado 
conocido como convención de punto, que inmediatamente identificará el signo apropiado. 

Sustituyendo (15,8) y (15.9) en (15.7) y diferenciando, por la ley de Faraday 


di di; di, 
= =L¡>— 5 Mp 15.10 
A cae 
Invirtiendo los papeles desempeñados por las dos bobinas, y queda implicado que 
dis dia di 1 
= — =L27 Ma — 15.11 
Acid a 2d ( ) 


donde L, es la autoinductancia de la bobina 2 y M,, es la corriente relativa a la inductancia 
mutua en la bobina 1 con el voltaje resultante inducido en la bobina 2. Nótese que en estas 
ecuaciones no necesita haber una conexión de circuito eléctrico entre dos bobinas para que 
la corriente en una influya al voltaje en la otra; es suficiente con un circuito magnético (ruta 
de corriente). La capacidad de producir una respuesta eléctrica y sin embargo mantener el 
aislamiento eléctrico, es decir, que no haya conexión de circuito eléctrico, es uno de los 
usos primarios de las bobinas acopladas. 

A continuación determinaremos la energía almacenada en un par de bobinas acopla- 
das. Al hacerlo, descubriremos la relación de las inductancias mutuas M,, y M,, y entre los 
signos que se asociarán con los términos de inductancia mutua en las leyes ¡-u (15.10) y 
(15.11). La potencia instantánea suministrada a las bobinas en las bobinas en figura 15.1 es 


A . diy . diz 

= = Lit Mii 
Pp = 1 EA 20, (15.12a) 

ae ió TO . dí] 
P2 = Val2 = Lai, ER = Maui (15.12b) 
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Supongamos que en £ = 0 todas las corrientes y flujos son ceros, de forma que no hay 
energía inicial almacenada en las bobinas acopladas; es decir w(0)=0. Puesto que los in- 
ductores son elementos sin pérdida, la energía total w(f,) almacenada en el sistema en un 
instante posterior f= f, es simplemente la suma de toda la energía suministrada a las bobinas 
1 y 2, entre los instantes 0 y £;: 


ti t 
w(t1) =/ Pi ar+ p2dt (15.13) 
0 0 


Si se mantiene i, en su valor inicial de cero durante todo el intervalo de tiempo [.0, £,], 
entonces el segundo término en (15.12a) es cero, al igual que ambos términos en (15,12b), 


y 


' (15.14) 
¿(t1) 1 
= 1] indi, = 2L1i2(t1) 
0 2 
Esta es la forma derivada en el capítulo 5 para energía almacenada para un inductor no 


acoplado. Para un intervalo de tiempo subsiguiente [1,, t,], supongamos que se fija i, cons- 
tante en su valor en £,, i, (t,). Entonces w(t,), la energía almacenada en £,, está dada por 


19) t 
w(t,) — w(t¡) = 1 pidt +/ padt 
t t 


Coni, constante en t, y t,, di,/dt =0, y por (15.12a y b) y lo anterior, 


R dia E dio 
= w(t¡) = Mimi | dt Lio dt 
w(t,) — w(t,) / ( 1211 3) +/ 2, 


tal(t2) (n) 
= (/ (+M111)di> +/ Lai) diz) 
0 0 


Evaluando las integrales y utilizando (15,14) para w(t,) con i,(t,)=1,(t,), la energía almace- 
nada en el par de bobinas acopladas en el instante t, es 


w(t2) = 3L11Í(0) + 3La13(0) + Mii (t2Jia (e) (15.15) 


Ahora, volviendo a iniciar en el instante £ = O sin energía almacenada, si invertimos 
los papeles de las bobinas 1 y 2, es decir, fijamos 1, en cero hasta t, y luego fijamos l, y 
constante a partir de entonces, tendríamos w(t,) dada por (15.15), pero con los índices de 
las bobinas invertidos; es decir, 


w(t2) = ¿Laió(0) + ¿L1iM0) + Marie (a) (15.16) 


Las últimas dos ecuaciones tienen exactamente el mismo valor: la energía almacenada en 
el par de bobinas acopladas en el instante 1, cuando las corrientes son ¡,(t,) en la bobina 1 e 
¿(t,) en la bobina 2. Lo único que difiere es la forma en que sellegó a este estado, Puesto que 
la energía almacenada no depende en la forma en que se llegue a un estado final, sino 
únicamente en el valor de ese estado, estas dos cantidades deben seridénticas. Esto implica 
que los últimos términos a la derecha de (15.15) y (15.16) son iguales, y se nos revelan dos 
hechos importantes. El primero es que 


My = Ma =M (15.17) 


Las inductancias mutuas son idénticas. Utilizaremos el símbolo M para su valor común, la 
inductancia mutua del par de bobinas no acopladas. Reescribiendo (15.10) y (15.11) utili- 
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zando M, tenemos las leyes i—u para bobinas acopladas: 


(15.184) 


(15.18b) 


Simplificando (15.15) o (15.16) mediante el uso de M, y suprimiendo el argumento de 
tiempo, la energía almacenada en un par de bobinas acopladas es 


w= ¿Li + 5Lo1h + Miyio (15.19) 


El segundo hecho que se nos revela, notando que los últimos términos en (15.15 y 
15.16) deben ser idénticos, es que debe tomarse el mismo signo para ambos términos de 
inductancia mutua. Para un par dado de bobinas acopladas, si se tomara un signo más en 
una ecuación, y un signo menos en la otra (15.15) y (15.16) no tendrían valores de energías 
idénticas, como deben tenerlo. Nótese que el signo seleccionado para los términos de in- 
ductancia mutua en las leyes ¡—u (15.18) también es verdad para el término de inductancia 
mutua en la ecuación de energía (15.19). 


Este ejemplo muestra la forma en que la autoinductancia y la inductan- 
cia mutua, y el signo asociado con los términos de inductancia mutua 
en (15.18), pueden determinarse experimentalmente. Para un par de 
bobinas acopladas en una orientación relativa fija, supongamos que 
inyectamos una corriente de prueba derampai,(t) =t A enla bobina 1, 
en tanto que dejamos a la bobina 2 en circuito abierto, y con un voltí- 
metro medimos respuestas que resultan ser voltajes de v,(1) = 6 V y 
vt) =4 V, Entonces, por (15.18a y b), 


d d 
LL O 
v Li 0+M70 L; 
20 + LL (0) =M = -4 V 
A ao 


La autoinductancia L, de la bobina 1 es 6 H, y notando que M está 
definida como no negativa, la inductancia mutua Mes 4 H. Es claro 
que debe tomarse el signo menos en ambas ecuaciones en las leyes ¡—u 
para estas bobinas acopladas (15.18); es decir, sus leyes ¡-u son 


diy di, 

E a 

n= dt 
di; di, 
Sa 
mE a 


Para determinar L,, fijamos i, = O e inyectamos una corriente conve- 
niente que varía respecto al tiempo en la bobina 2. Supongamos que la 
respuesta uv, ala rampa unitaria i, (1) = t bajo estas condiciones es de 
5 V, Entonces, por la última ecuación £,= 5H. 
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Finalmente, supongamos que en algún instante f tenemos corrientes 
instantáneas de bobina 1,(1) =15 A e (1) =—9 A. Entonces la potencia 
almacenada en el par de bobinas acopladas en t es, por (15.19), 


w=3(61(157) + 6) 97 — 4(15)(9) = 1417.53 


El coeficiente de acoplamiento k es una medida del grado en el 
que el flujo producido por una bobina fluye sobre la otra, y está defini- 
do por 


(15.20) 


Sino hay acoplamiento entre las bobinas, M == 0, Un parde bobinas 
con coeficiente de acoplamiento k cero es equivalente a dos bobi- 
nas simples y no acopladas, como puede verse al fijar M = 0 en las 
leyes ¿¡-u (15.18). Si hay acoplamiento, entonces por (15.8), (15.9) y 


(1s.1D, 
E VMaMp Mn _ ón ón 
aa $1 V ón 


Puesto que ambos numerados a la derecha son componentes de sus 
respectivos denominadores, esto indica que k <1. De este modo, el 
coeficiente acoplamiento kestá acotado por 


O<k<1l (15.21) 
o, de manera equivalente, la inductancia mutua M está acotada por 


0<M<yYLiL> (15.22) 


De un par de bobinas con coeficiente de acoplamiento k cerca de su 
cota superior de la unidad, se dice que están estrechamente acopladas. 
Estas bobinas son particularmente eficientes para unir partes de un 
circuito eléctrico que no pueden ser conectadas directamente, una po- 
sibilidad que examinaremos en nuestra discusión de los transforma- 
dores en sección 15.4, 


EJERCICIOS 


15.1.1..  Cuandoi,(t)=5cos2tA y la bobina 2 están en circuito abierto, los 
voltajes en la figura 15,1 son de v,(£) = 2 sen(21+180%) V y vx(0) = 3 sen(21+ 
180%) V. Cuando se invierten estos papeles, ¿,(() =5 cos 2t A y la bobina 1 se 
mantienen en circuito abierto, y v,(t) =10 sen(21+ 180% V, ObtengaL,, L, M, 
y el signo de los términos de inductancia mutua en las leyes ¡-u de bobina 
acoplada (15.19). 
Respuesta 3 H,1H, 5H, signo más, 

15.1.2.  Lacorrientei, = +1 A produce el flujo (,, = 2 mW , de la cual la 
mitad pasa por las espiras de la bobina 2; 4,1 = 1 mW. i¿=+1 A produce el 
flujod,,= 10 mW en la misma dirección que (»,,. La bobina 1 tiene 100 espiras 
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y la bobina 2 tiene 900 espiras. Obtenga la fracción de (,, que pasa por la 
bobina 1 y la potencia almacenada en el par de bobinas acopladas cuando 
1 =+1mAei=+5mA. 

Respuesta 7%, 117.113 
15.13. Determine el coeficiente de acoplamiento para los ejercicios 
15.1.1y15.1.2, 

Respuesta 0.671,0.671 


Las leyes ¡-v para una pareja de bobinas acopladas, dadas en (15.18) y repetidas aquí para 
nuestra conveniencia, son 


A 
=L¡—3+M_— 15,23 
A di (10498) 
A 
A LO 15.23b 
hs ae ( ) 


Para analizar un circuito que contiene bobinas acopladas, tenemos que saber qué signos 
deben usarse. En la sección anterior vimos que debe utilizarse el mismo signo para ambos 
términos de inductancia mutua en estas ecuaciones. La notación abreviada que utilizare- 
mos para indicar qué signo debe usarse se conoce como convención de punto. Los dia- 
gramas de circuito incluirán un par de puntos, uno para cada inductor, y los valores de las 
dos autoinductancias y de inductancia mutua, como se muestra en la figura 15.2. 

Para aplicar la convención de punto, primero asignaremos separadamente direccio- 
nes de referencia de corriente y voltaje para cada inductor, de forma que cada uno satisfaga 
la convención de signo pasivo (las flechas de ¡, e 1, señalan hacia los extremos positivos de 
v, y vu»). De este modo, la convención de punto es la siguiente regla: si ambas flechas 
de referencia de las corrientes señalan hacia los extremos con puntos, o ambas hacia los 
extremos sin puntos de los inductores, utilizaremos el signo más para ambos términos de 
inductancia mutua en las leyes iv. De otro modo, se utilizará el signo menos. 


—> <= —=> 

+19 el, + 

Y 2H 5H 1%] Y 
3H 


(a) 
FIGURA 15.2 (a) Bobinas acopladas; (b) las mismas bobinas pero con variables distintas. 


Obtengamos las leyes ¡-u para las bobinas acopladas en la figura 
15.2(a) y (b). Aplicando la convención de punto para figura 15.2(a), 
primero verificaremos que se satisface separadamente la convención 
de signo pasivo para (i,, v;) e (1, 12). Entonces, puesto que las flechas de 
referencia de las corrientes señalan ambas hacia los extremos conjun- 
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tos, se toman los signos positivos en (15.23) y las leyes ¿—v 


di; di, 
y NE 15.24 
de a Meta) 
di; di, 
= 32 +5 15.24b 
TAO ( ) 


Para las mismas bobinas, supongamos que asignamos las variables de 
corriente y voltaje para la figura 15,2(b). Nuevamente (i;, U3), € (14, Va), 
satisfacen por separado la convención de signo pasivo. Esta vez, una 
flecha señala hacia el extremo con punto, y el otro extremo a un extre- 
mo sin punto, de forma que 


diz dia 
diz dia 
= 3 +5 15.25b 
TAN gd 


Examinando la figura, si se trata de las mismas bobinas, entonces v¿= 
VU; 1¿= 11, 14 =—1, y V4 = — Y). Sustituyéndolas en (15,25) se recupera 
(15.24), de forma que las leyes ¡-u son completamente equivalentes. 
No importa en qué forma se elijan las parejas de direcciones de refe- 
rencia. Pueden elegirse libremente conjuntos separados de direccio- 
nes de referencia para ambas bobinas sin importar los puntos. Desde 
luego, con frecuencia será ligepamente más conveniente elegirlas fle- 
chas de corriente de forma que se eviten signos menos en las leyes iu 
como en la figura 15.2(a), pero no en la figura 15.2(b). 


La transformada de Laplace o versión en dominio-s de las leyes i-u (15.23), es muy 
conveniente para analizar circuitos que involucran respuesta de condiciones iniciales o 
transitorias de interruptores. Utilizando la propiedad de diferenciación de la transformada 
de Laplace (tabla 12.1), las leyes ¡—u para las bobinas acopladas en el dominio-s son, a par- 
tir de (15.23) 


Vi(s) = [sL¡I,(s) — Li ¿1 (0—)) 
+ (sML(s) — Miz(0—)) (15.268) 


Vals) = + (sMI(s) — Mi, (0—)) 
+ (sL2L (5) — Lai2(0—)) (15,26b) 


En el importante caso especial de condiciones iniciales cero, éstas simplifican a 


Vi(s) =sL¡L (s) +5sML(s) (15.27a) 


Vas) = £sMI (5) + sLoL(s) (15.27b) 
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Considérese el circuito de la figura 15.3(a) y la respuesta de circuito 
deseada ux(£), £ > 0. Las condiciones iniciales en el instante £=0-—son 
todas cero, puesto que el escalón unitario u(t) no energiza la fuente 
hasta que ¿=0, Para £ > 0 hay sólo una corriente de malla desconocida, 
¡,, €n la figura 15,3(b). Asignemos direcciones de referencia (1, Uy), 
(i2, U2), que por separado satisfacen la convención de signo pasivo 
para los dos inductores, como se muestra. La ecuación de malla es 


Vi(s) + 3L, (s) + Va(s) + SL, (s) = 0 


Utilizando la leyes ¿¡-u en el dominio-s (15.27) para determinar los 
voltajes, 


[4sL, (5) + sL(s)) + 8L, (5) + (sI (5) + 25L2(5)) = 0 


Dela figura 15.3(b) podemos ver que l,, =1,€ 1, = ln —8Su(í) = 1, 8u(t). 
Utilizándolas para eliminar i,, e iy, 


4s (10 ES a) + sL(s) + 8L (5) +s (1 a =) + 2sL(s) =0 


Resolviendo, 
5 


I = —— 
as) s+1 


v3(t) = 312(t) = 15e*,V,1>0 


. 
S S 8u(t) A 
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(a) (b) 


3ut) A 


FIGURA 15.3 (a) Circuitos para el ejemplo 15.2; (b) marcada para análisis, 


En este ejemplo podemos ver que escribir ecuaciones de malla para circuitos con 
bobinas acopladas es un proceso directo de los pasos. Primero se escriben las ecuaciones de 
malla en términos de los voltajes de bobina; luego se utilizan las leyes ¡-u (15.26) 0(15.27) 
para eliminar los voltajes de bobina, y las corrientes de bobina resultantes se expresan en 
términos de corrientes de malla. El proceso puede acelerarse escribiendo las ecuaciones de 
malla directamente en las corrientes de malla en un solo paso, pero con el peligro de tener 
errores de signo. Se recomienda que se hagan explícitamente los dos pasos hasta que los 
estudiantes se sientan con la suficiente confianza para escribir las ecuaciones de malla 
directamente en términos de las corrientes. 


Buscamos la corriente ¿,(£), £ > 0 para el circuito de la figura 15.4. 
En £= 0— el circuito está en estado estable dc, y por las leyes ¡-u de 
bobina acoplada (15.23), cuando las corrientes son constantes no hay 
voltaje a través de los inductores. Las bobinas acopladas se compor- 
tan como circuitos cerrados en estado estable dc, del mismo modo en 
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FIGURA 15.4 Circuito para el ejemplo 15.4, 


que se comportan las bobinas no acopladas. Entonces ¡,(0-)= 3 A 
y, puesto que el circuito está abierto para £<0, ¡(0-)=0, Para t >0el 
interruptor está cerrado, y las ecuaciones de malla en dominio-s son 


4L,(5) + Vi (5) = z (15.28a) 


(15.28b) 


s 
1 
s 


Va(s) + 2h (5) + ES = | E 


Utilizando las leyes ¡-u en el dominio-s (15.26) para eliminar los vol- 
tajes, y luego reescribiéndola en forma de vector matriz para una solu- 
ción más conveniente, tenemos 


41, (s) + (4sI, (5) + 2sL (5) — 1) = (15.29a) 


1 
(4sL(s) — 2 + 251, (s)) + 2h (5) + ES =- 5 = (15.290b) 


s+2 
4s+4 25 L(5]_ 5 
2s S5s+2||hb(5)| 7 | 5s+2 


25 


ES 


Resolviendo para 1,(s) por laregla de Cramer, 


_|4s+4 25 = 2 

A= 25 A + 28s +8 
25+4 

; SRA] 457455 +2 

UA 35 +2 — 2s(4s. +75 +2) 
25 


Hay polos entre s=0 y s=(-7 1417 1/8 o s=-0.360,-1.39. La expan- 
sión en fracciones parciales para estos tres polos reales simples es 


1) 12, 0242, 024 
0 0360" s+ 139 


ip(t) =1 +0.242(019% — ¿03607 1>0 


Puesto que las funciones de transferencia son proporciones de salidas contra entradas 
en el dominio-s cuando las condiciones iniciales son cero, la forma de condición inicial 
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cero de las leyes ¡-u (15.27) también pueden ser utilizadas para determinar la función de 
transferencia H(s) y, si el circuito es estable al sustituir s poro, la respuesta de frecuencia 
H(¡0). Recordemos que los circuitos sin fuentes dependientes o trayectorias cerradas LC 
aisladas son siempre estables, y, en cualquier caso, puede verificarse la estabilidad deter- 
minando si el signo de la parte real de cada polo del sistema es relativo, 


Deseamos obtener la proporción de transferencia de corriente 
H(sS)=L(s/L(5) para el circuito que aparece en la figura 15.5 y la res- 
puesta de frecuencia H(¡w0). Hay dos mallas, pero sólo unacorriente de 
malla desconocida. La ecuación de malla única es 


6 + 1) (5) + Va(s) =0 (15.30) 


donde, puesto que ambas corrientes fluyen hacia extremos sin pun- 
to de sus respectivos inductores, la convención de punto requiere el 
uso del signo más para el término de inductancia mutua, y 


Va(s) = sI, (s) + 25L(s) 


Sustituyendo la última en (15.30) y resolviendo para la respuesta L,(s) 


—1y2 
35 


L(s) = 
did +5 +2 


IL, (5) 


La función de transferencia deseada es 


y la respuesta de frecuencia de este circuito es 


Did 
30 


0 0-AFOD 


198 


FIGURA 15.5 (a) Circuito; (b) circuito marcado en el dominio-s. 


Las ecuaciones (15.26) y (15.27) son las formas u de las leyes ¡-u para un par de 
bobinas acopladas, en donde los voltajes se obtienen en términos de las corrientes. Estos 
son convenientes para análisis de malla como lo demuestran los ejemplos. Para el análisis 


Capítulo 15 Inductancia mutua y circuitos de dos puertos 


nodal es necesario trabajar con la forma ¡ de estas leyes ¡-v. Reescribiendo (15.27) en la 


forma de vector matriz, 
Vi (s) a sL;¡ HEsM 1, (s) 
pe El and) 
Invirtiendo la matriz, 
L(59]_ 1 sL> —(+sM) 0 
119] == lo sL; es (1590) 


Expandiéndola nuevamente en la forma escalar de ecuaciones simultáneas, tenemos la 
forma i de las leyes i-u para bobinas acopladas con condiciones iniciales cero: 


1 1 
1 (s) = A EE (+37) Va(s) (15.33a) 


1 


1 
h(s) == (+57) Vi (s) + 73 


Va(s) (15.33b) 
e2 


donde definimos parámetros de inductancia equivalentes 


(15.34) 


Nóteseel signo menos que antecede al término 1/(sM,). Sila convención depuntos requiere 

que el signo positivo sea tomado en el término de inductancia mutua, los términos corres- 

pondientes [+1/(sM,)] en la forma i de las leyes i-u son negativos, y viceversa. En otras pa- 

labras, si ambas direcciones de referencia de corrientes señalan hacia los extremos 

con punto, oambos hacia los extremos sinpunto desus inductores, entonces senecesitarán 
de signos menos en esta forma de las leyes i—u. 

Usando (15.26), cuando las condiciones iniciales no son cero, (15,31) se convierte en 

Vi(s) + L¡i¡(0—) + Miz(0—) | _[sL; +=sM|[KL() 
Vaís) + Mi (0) + Loio(0) | | +sM  sL> e] 
La misma matriz se invierte como en (15.31); de este modo, la forma í de la ley ¡-u es la que 


se muestra en (15.33), pero con V,(s) y Va(s) en (15.33) sustituidas por V (5) + L¡¡,(0--) + 
MixX0—) y Vas) + Mi (0) +L,i,(0—), respectivamente. 


Deseamos determinar la impedancia Z(s) = V(s/I(s) de este circuito 
de dos terminales. Las ecuaciones nodales son 


1, (5) + 2V1(s) — Va(s) = Ls) 


(15.35) 
Dis) + 4Va(s) — Vi(s) =0 
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FIGURA 15.6 Circuito para el ejemplo 15.6. 


Eliminaremos I,(s) e L(s) (15.33). Los parámetros de inductancia 


equivalente son 
Er 
La E SE = 1/6 H (15.364) 
203 
1 Y 
La=3- == =1/9H (15.36b) 
3 
DO 
M.= 22 -1/3=1/6H (15.360) 
3 


y utilizando las leyes i-u para bobina (15,33) en (15.35), 
6 6 
ES —- >v200] + 2V 1 (5) — Va(s) = Hs) (15.374) 
6 9 
[vo + 2 vac0] + 4V2(s) — Vi(s)=0  (15.37b) 


Resolviendo la segunda ecuación para V,(s), 


+6 


Ny 
pa a 


Vi (s) 


Sustituyendo (15,37a) elimina Va(s), y 


6 6 +6 
6 qe 2) V,(s) — € Á 1) (33) V.(s) =K(5) (15.382) 


Vils) 45? + 95 


Zís) = Za 
0==0 757 +305 + 18 


(15.38b) 


Comparado alas formas v (15.26) y (15.27), las formas i de las leyes i—u para bobinas 
acopladas son más laboriosas. Esto hace que el análisis de malla sea preferible al análisis 
nodal para la mayoría de los problemas. Sin embargo, a veces se da el caso, como en el 
ejemplo anterior, que hay significativamente menos variables de voltaje nodal que varia- 
bles de corriente de malla, y en estos casos se garantiza el análisis nodal. 
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En tanto que el análisis en dominio-s presentado en esta sección puede aplicarse a 
cualquier problema de circuitos, el análisis fasorial es más eficiente para obtener la res- 
puesta forzada o en estado estable ac a la excitación sinusoidal. Como se muestra en el 
capítulo 14, las relaciones en dominio-s calculadas con condiciones iniciales cero deben 
convertirse al dominio fasorial simplemente sustituyendo s porjw. Las leyes ¡-u fasoriales 
para bobinas acopladas son, de (15.27), 


V¡(jo) = joLil, + joMk (15.39a) 


Viajo) = EjoMÍ, + joL2L (15,39b) 


y, con £L,;, L¿, y M, definidos como en (15,34), 


Por ejemplo, la impedancia fasorial Z(¡0) para el circuito del ejemplo anterior es, sustitu- 
yendo s por jo en (15.38b), 


4(joy +9 w) 
T(¡w)? + 30(¡0) + 18 
a —40* + ¡9w 
— (18-70?) + ¡300 


Z(jo) = 
(15.40) 


Dela figura 15.6 podemos ver que, en estado estable dc, la entrada queda en circuito cerra- 
do por el inductor izquierdo y la impedancia es por consiguiente cero, lo que es congruente 
con fijar w = 0 en (15.40). En el límite de alta frecuencia, los inductores en figura 15.6 se 
comportan como circuitos abiertos y la impedancia es la de una resistencia de 1-Q en 
paralelo con una resistencia de 4/3-(, 0 4/7-£. Esto coincide con el valor limitante 
en (15.40) dew — os, 

Para resumir esta sección, los circuitos que contienen bobinas acopladas pueden ana- 
lizarse sin dificultades indebidas utilizando análisis de malla nodal. Las ecuaciones de 
malla se escriben primero en términos de variables de voltaje de bobina, y luego se usa la 
forma vu de las leyes ¿—v (15.26), o (15.27) si las condiciones iniciales no son cero, para 
eliminar estos voltajes. Se utiliza la convención de punto para determinar el signo adecua- 
do que debe utilizarse con los términos de inductancia mutua en las leyes ¿-v, De modo 
parecido, primero se escriben las ecuaciones de análisis nodal para contener variables de 
corriente de bobina, que se sustituyen utilizando la forma ¡ de las leyes ¡-v. La forma i 
utiliza parámetros de inductancia equivalentes L ¿, L¿, y M, definidos en (15,34) y, particu- 
larmente cuando hay condiciones iniciales no nulas, es ligeramente menos conveniente de 
utilizar que la forma v y el análisis de malla. 


Sección 15.2 Circuitos con inductancia mutua 597 


EJERCICIOS 


15.2.1. Obtenga i, para £ > 0 si M=1/V2 H y el circuito está en estado 
estable en t+=0-—. 
Respuesta 6-2 YA 


] 1 
vy=12V i 5H 290 
. OS pa 2 


E EJERCICIO 15.2.1 


15.2.2, Obtenga u, en estado estable ac si v, = 8e "cos £V. 

Respuesta v/2e7? cos(t + 45%) V 
15.2,3. Obtenga la función de transferencia Vy/V ¡. Nótese que cada in- 
ductor es acoplado con otros dos, de forma que las leyes i-u para cada par de 
bobinas deben tener dos términos de inductancia mutua, 


3(10s +2) 


Respuesta. 
3052 + 495 + 11 


15.2.4.  Escribalas formas i de las leyes ¡-u en el dominio-s para la figura 
15.2(a) con condiciones iniciales cero y la figura 15.2(b) con condiciones 
iniciales arbitrarias, 


EJERCICIO 15.2.3 
Respuesta (a) L = y, - y, 


3 2 
DL =--V¡ + -V2 
s 5 


(b) 1 = ($(V3 + 2i3(0-) — 314(0)) + (Va — 311 (0) + Sia(0—)) 
L = H(V3 + 23(0—) — 314(0—)) + 2(Va — 311(0—) + Sig(0—)) 


El uso práctico más común del fenómeno de inductancia mutua en los circuitos eléctricos 
son los transformadores. Un transformador es un circuito de dos puertos que contiene 
bobinas acopladas con sus espiras alrededor de un núcleo común. En la figura 15.7 hay un 
esquema de un transformador típico. Cada bobina, o devanado, termina en un par de nodos 
designados puerto, que están disponibles para conectarse a un circuito externo, Uno de 
estos puertos se conoce como primario. Generalmente, el primario está conectado a una 
fuente externa, como se muestra en la figura. El otro puerto, conocido como secundario, 
generalmente está conectado a una carga. En aplicaciones de transformadores de potencia, 
la carga puede ser una impedancia pasiva, en tanto que en aplicaciones electrónicas, puede 
ser la entrada a un filtro, amplificador u otro circuito activo. 
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ny espiras 


n, espiras' 


: 
Primario 


Núcleo 


FIGURA 15.7 Transformador. 


El rectángulo en la figura 15.7 alrededor de la cual están devanadas las bobinas, se 
conoce como múcleo del transformador. El núcleo se construye principalmente de material 
ferromagnético para facilitar la producción de campos magnéticos intensos en respuesta a 
las corrientes que fluyen en las bobinas, y para guiar estos flujos a través de los devanados 
primario y secundario. El núcleo puede ser una “rosca” simple de hierro dulce, o una sofis- 
ticada construcción en capas de materiales compuestos con láminas que contienen aleacio- 
nes de cobalto, selenio y otros materiales con las propiedades magnéticas deseadas. 

Los transformadores son dispositivos eléctricos sumamente versátiles, y se utilizan 
en un amplio rango de aplicaciones de circuitos, incluyendo electrónica para energía, in- 
dustrial y para el consumidor. Su principal uso es multiplicar, o transformar, variables de 
circuito primarias, a niveles más adecuados para impulsar el circuito conectado al secunda- 
rio. Utilizando este dispositivo puede transformarse la corriente, voltaje y los niveles de 
impedancia, como veremos a continuación. Además, los transformadores se utilizan con 
frecuencia para aislar el circuito primario del secundario. 

Considérese el circuito básico que aparece en la figura 15.8. Mientras los transforma- 
dores se usan con mayor frecuencia en los circuitos estado estable ac, utilizaremos el análi- 
sis fasorial. La autoinductancia del devanado primario es £,, el del secundario £, y la 
inductancia mutua del transformador es M. El circuito externo unido al primario fue sim- 
plificado con un equivalente de Thevenin de fuente de voltaje V, e impedancia Z,. La carga 
también se redujo (si esto es necesario) en su equivalente de Thevenin, y la ausencia de una 
fuente equivalente en serie con Z, implica que no hay fuentes independientes en el circuito 
de carga unido al secundario. 


1 ' 
1 1 
' ! 
1 1 
0 ' 
Ú ! 
' , 
1 ' 
1 ' 
1 , 
1 1 
d ' 
1 1 
1 t 
1 a 
, 1 
V ' 
1 ' 
1 1 
y ! 
1 1 


Primario NE Secundario 


joM 


FIGURA 15.8 Circuito transformador básico (dominio fasorial). 
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Nótense cuidadosamente las direcciones de referencia que aparecen en la figura 15,8. 
Siguiendo la convención de transformadores, la corriente y voltaje primarios se definen 
para satisfacer la convención de signo pasivo, en tanto que esto no ocurre en el voltaje y 
corriente secundarios (L,, V,). Nuestra postulación de la convención de punto en la última 
sección requiere que la convención de signo pasivo sea satisfecha por ambas bobinas por 
separado, de forma que utilizaremos L, y —-V, como las variables de corriente y voltaje para 
el secundario al escribir las leyes i—u. 

Las leyes fasoriales i—u para el transformador son, a partir de (15.39), 


NA = joL lí; == joML (15.41a) 
—V2 = —joMÍ + joLL (15.41b) 


Puesto que I, señala hacia el extremo con punto y IL, hacia el extremo sin punto, la conven- 
ción de punto dicta signos menos para los términos de inductancia mutua, Las variables de 
voltaje de bobina utilizados en (15.41), son aquellos que satisfacen la convención de signo 
pasivo junto con I, e L, es decir, V, y —V,. Advierta que de la figura V, = Z,I, podemos 
resolver que (15.41b) para IL, en términos de I.. 


joM 


DL = 5-1 15.42 
>" Z, + joLz" 02n 
Utilizando esta expresión para eliminar l, de (15.41a), tenemos 
wM? 
V¡ =|joL¡+ a) I 15,43 
1 P tajo " (15.43) 


Esta expresión tiene una interesante interpretación. Sugiere que la impedancia Z = Vy/T, 
orientada hacia el puerto primario, es equivalente a un inductor simple (no acoplado) de £L, 
henrys en serie con una segunda impedancia, como se muestra en la figura 15.9, Esta segun- 
da impedancia muestra el efecto de una carga y devanado secundario cuando aparece en el 
circuito primario, y se conoce como impedancia reflejada Laj0). 

aw? M? 


LOS ===> 
r(jo) a OL (15.44) 


Los subcircuitos a la derecha de las terminales primarias en las figuras 15.8 y 15.9 son 
subcircuitos equivalentes, y por consiguiente el circuito de una trayectoria cerrada de la 


figura 15.9, puede utilizarse para simplificar el análisis del circuito básico de transforma- 
dores de la figura 15.8. 


Primario 


FIGURA 15.9 Devanado secundario y carga reflejada en el primario. 
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La proporción de corrientes primaria contra secundaria y la proporción de voltaje 
1/1, y la proporción de voltaje V,/V, son también de interés. Por (15.42), 


(15.45) 


puesto que 


V, _Zib =z DL 


= 15,46 
Vi  V EL V, (1270) 


entonces, por (15,43)- (15.46), 


ps (15.47) 


Vi joLií(Z,+joL)+0M? 


Las ecuaciones (15,45) y (15.47), muestran la forma en que la corriente y voltaje primario 
se transforman al pasar a través del transformador, y (15.44) muestra la forma en que la 
impedancia secundaria se transforma al reflejarse hacia el circuito primario. 


Un circuito doméstico de 60-Hz que suministra V, = 156.40 V a una 
impedancia de fuente Z,=20 (2 se utilizará para impulsar una carga Z, 
= 5 kQ . Determine la corriente, voltaje y potencia suministrada a la 
carga si se conecta directamente a la fuente como en la figura 15.10(a), 
compare en el caso de conexión a través de un transformador con £, = 
¿H,L,= 10H y M=1 H, como se muestra en la figura 15.10(b). 

En la figura 15.10(a) con conexión directa, el voltaje de carga es 


sa Zi v. 5000 
ZL+2;s 


Vi 


*= 7790156) = 155.4 V 


joM 
(a) (b) 


FIGURA 15.10 Dosformas de conectar una fuente y una carga. 
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La corriente de carga y la disipación de potencia son 


NA 156 
L= = — =0. 
LS ZL+Z, 5020 OLA 
Rel, 
Pis munal. = 2500(0.031?) = 2.4 W 


Con conexión directa, se suministra 2.4 W a la carga 155.4 V y auna 
amplitud en estado estable ac de 3.1 mA. Volviendo al circuito acopla- 
do con transformador de la figura 15.10(b), la impedancia reflejada es 


WM? EN) 


Ze = —_—_——_——— _ _ 
ET ZL+jOLa los  5000+ 3770 


= 18.1 -— /13.7 Q 


Examinando la figura 15.9, la corriente y voltaje primarios son 


fis VA 15640 
' joL¡+ZR+Z, 38.1+ 80.6 


V; = (joL¡ + Z MÍ = (18.1 + /80.6)(0,75 — /1.58) 


=0.75— ¡1.58 A 


= 141 + ¡31.9 V 
Luego, por las proporciones primaria contra secundaria (15.45), 
joM 1377 
y A RE 


— Z  +joLz "5000 + j3770 
=0.103 — ¡0.021 A 
V = Z¿L = 5000(0.103 — j0.021) = 516 — ¡106 V 
En este caso, la potencia suministrada a la carga es 


Rel P 
LA 


= 2500/0.103 — 0.0211? = 27.6 W 


Comparando estos valores, podemos ver que hay más de un orden de 
magnitud de potencia adicional suministrada a la carga cuando seaco- 
pla un transformador. Recuérdese del capítulo 10, que la máxima 
transferencia de potencia de la carga requiere que Z, = Zi = 20 Q. 
Cuando se conecta directamente, como en la figura 15.10(a), el desa- 
juste de impedancias es severo, con Z, = 5000 (2, En la figura 15.9 
puede verse el efecto de un acoplamiento con transformador, en donde 
la impedancia secundaria reflejada a la primaria es igual a ¡0oL, +Zp= 
18.1 +/80.6 (Q. El desajuste de impedancia es mucho menos severo y 
provoca un mayor flujo de potencia a la carga, Finalmente, nótese que 
en el caso.de transformador acoplado, 


Y [A 
Vil A+ 319 

E] _ [0.103 — J0021| _ 06 
L, 0.75 = ¡138 


Es decir, este transformador actúa para aumentar el voltaje y reducirla 
corriente. 


Capítulo 15 Inductancia mutua y circuitos de dos puertos 


Otro uso práctico delos transformadores que mencionaremos es lograrun aislamien- 
to eléctrico, El aislamiento es útil para la seguridad y para establecer niveles de voltaje de 
referencia separados en los circuitos primario y secundario. Considérenselos dos circuitos 
que aparecen en la figura 15.10. En la figura 15.10(a) la fuente está directamente acoplada 
a la carga, y en la 15.10(b) están acopladas mediante transformador. Llamando al extremo 
negativo de la fuente como nodo de tierra, supóngase que una persona en contacto con la 
tierra toca accidentalmente el nodo +V, . El cuerpo humano, es un conductor relativamente 
bueno y forma una ruta de corriente a tierra, En el caso conectado directamente, la corriente 
fluirá de la fuente a través de la persona hacia tierra, pero en el caso acoplado con transfor- 
mador, el circuito secundario está eléctricamente aislado de tierra; no hay ruta de regreso 
del flujo de corriente, y no hay peligro de choque eléctrico. Como otro uso del aislamiento, 
supóngase que la fuente y la carga en la figura 15.10 están separadas por cierta distancia 
física, y cada una de ellas debe conectarse a tierra. Las dos tierras locales no necesitan ser 
idénticas; alguna diferencia potencial entre ellas puede hacer que una corriente indeseada 
fluya através de lo que se conoce como trayectoria cerrada de tierra, amenos que la fuente 
y la carga estén aisladas eléctricamente, como en el caso acoplado con transformador. 

Finalmente, si el transformador no se utiliza para aislamiento, si una terminal del 
primario y el secundario, están, o pueden estar, unidas, el circuito equivalente que aparece 
en la figura 15.11 puede utilizarse para simplificar el análisis. Si uno de los puntos es 
situado al otro extremo de su inductor, M debe ser reemplazado por —M en los tres lugares 
donde aparece el circuito equivalente. Las dos ecuaciones de malla para el circuito de la 
figura 15,11(b) simplemente repiten las leyes iv (15.41) para un transformador, y el cir- 
cuito equivalente tiene la ventaja de contener únicamente inductores simples (no acopla- 
dos). Los inductores en el modelo pueden ser negativos, lo que no es posible físicamente 
utilizando elementos pasivos, pero lo que no causa ninguna dificultad en el análisis mate- 
mático. 


(a) (b) 


FIGURA 15.11 (a) Transformador de tres terminales; (b) circuito equivalente. 


EJERCICIOS 


15.3.1. Obtenga las proporciones Vy/V, e Ly/I, para la figura 15.5 enw = 


4 rad/s. 

Respuesta 0.058.126", 0,.565.4-172* 
15.32, Obtenga la potencia promedio real suministrada a una resistencia 
de carga 100- a través del secundario de la figura 15.2 (a) para v,(t)=50 cos 
3774 V. 


Respuesta 6.18 W 
15.33.  Obtengao parael que la impedancia reflejada de la figura 15.8 es 
puramente real si L, = 2 H y Z, es una resistencia de 6-(2 en serie con un 
capacitor de 3, F. 

Respuesta 4 rad/s 
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Cualquier par de bobinas acopladas puede utilizarse como transformador y multiplicará, o 
transformará los niveles de voltaje, corriente e impedancia del circuito. Las proporciones 
de voltaje y corriente secundario contra primario (15.45) y (15.47) muestran que, en gene- 
ral, esta multiplicación varía con la frecuencia ( y la impedancia de carga Z,. 

Con frecuencia es deseable que las proporciones de corriente secundario contra pri- 
mario del transformador queden fijos, independientes de la carga y la frecuencia. Porejem- 
plo, si utilizamos un transformador para aumentar el voltaje generado en circuito de 
transmisión de potencia, podríamos desear que el voltaje de línea transmitido quede estable 
aun cuando los clientes entraran o salieran de la línea y variara la carga efectiva Z,. 

Para ver cómo puede lograrse esto, consideremos una bobina de N, espiras con au- 
toinductancia £, que produce un flujo $,, es respuesta a su propia corriente ,. Supongamos 
que el número de espiras se incrementa de N, a 0.N,. Suponiendo que el cable infinita- 
mente delgado, las .N, espiras ocupan el mismo espacio que las N, espiras, y la corrien- 
te í, en cada una de las 0.N, espiras es físicamente indistinguible de la corriente xi, en cada 
una de las N, espiras. Por linealidad de la bobina en i, (15.8), el flujo producido por Qt, es O. 
Incrementando N, por un factor de O incrementa (, , por el mismo factor; en otras palabras, 
el flujo producido por la corriente ¡, está relacionada linealmente con el número de espi- 
ras N,. Designando PB, a la constante de proporcionalidad, entonces, por (15.8), 


Ónm Li 
A Y 
ñ BN Ni 
9 Li = BN? (15.48) 


Es decir, la autoinductancia de un inductor dado, es proporcional al cuadrado de sus espi- 
ras. La constante B, se determina por las propiedades fisicas detalladas de la trayectoria 
magnética. Siun par de bobinas acopladas 1 y 2 comparten la misma trayectoria magnética, 
en otras palabras, si están acopladas en la unidad, entonces B, = B, y por (15.48) las autoin- 
ductancias de las bobinas acopladas en la unidad están en la proporción del cuadrado y 
sus espiras, 


donde n= Ny/N, se conocen como proporción de espiras del transformador. 
En el caso del acoplamiento unitario, M= WL,L, y, por (15,47), la proporción de 
voltaje secundario contra primario es 


Y, Jota. (15.49) 
Vi joLi(Z2+ joL2) + wL¡La LE; " 


Para cualquier transformador de acoplamiento unitario, la proporción de voltaje secundario 
contra primario tiene la propiedad que buscamos: es una constante independiente de la carga o 
la frecuencia. El valor de la proporción de voltaje es simplemente la proporción de espiras n. 

La proporción de corriente primaria a secundaria (15.45) en el caso de acoplamiento 
unitario es 


L _ joyLiL, 


= 15.50 
1, Z, +joL, ( ) 


Aun con acoplamiento unitario, la proporción de corriente sigue dependiendo de forma 
general de (o y Z/¿. Sin embargo, si consideramos a L, como infinitamente grande, entonces 


Capítulo 15 Inductancia mutua y circuitos de dos puertos 


podemos desentendernos de Z, en el denominador de (15.50) y 


O Esta — Er = E (5.51) 

I, joLz Lo n 
Los transformadores que satisfacen tanto a (15.49b) como a(15.51) tienen proporciones de 
corriente y voltaje que no depende de la carga o la frecuencia, y se dice que son transforma- 
dores ideales. Un transformador ideal es un transformador de acoplamiento unitario cu- 
yas autoinductancias L, y L,son ambas infinitamente grandes, pero cuya proporción LyL ; 
es finita. Los transformadores ideales satisfacen las leyes i-u 


(15.52a) 


(15.52b) 


donde la convención de punto se aplica del modo siguiente: defina las variables primarias 
(1,, V,) como aquellas que satisfacen y las variables secundarias (L,, V,) como aquellas 
que violan, la convención designo pasivo. Entonces, si 1, o1,señalan hacia un extremo con 
punto, en tanto que los otros señalan hacia un extremo sin punto, utilícense los signos 
positivos en ambas leyes i-v (15.52a, b); de otro modo, utilicense los signos menos en 
ambos. Este es una reformulación engorrosa, pero completamente equivalente, de la con- 
vención de punto original, que es necesaria para la práctica de transformador convención 
de invertir la dirección de referencia en el secundario. 

El símbolo de circuito para un transformador ideal, que aparece en la figura 15.12(a), 
es similar a la del transformador no ideal, excepto en que se especifica la proporción de 
espiras en vez de las inductancias L,, L, y Mla proporción de espiras (las tres son infinita- 
mente grandes), y se dibuja un par de líneas paralelas para sugerir el anillo de material 
ferromagnético que comprende el núcleo de este transformador de acoplamiento unitario. 


(a) (b) 


FIGURA 15.12 (a) Símbolo de circuito de transformador ideal; (b) transformador ideal 
con fuente primaria y carga secundaria. 


Especifique las leyes ¡-u para los dos transformadores ideales que se 
muestran. En la figura 15,13(a), (I,, V,) satisface y (L, V,) la conven- 
ción de signo pasivo, como se requiere en la formulación anterior 
de la convención de punto para transformadores ideales. Puesto que 
ambas corrientes fluyen hacia extremos con punto, debemos tomar 
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signos menos. Las leyes ¡-u para la figura 15.13(a) son en consecuencia 


Va = —nV ¡ 
1 

L =--1 
n 


Enla figura 15.13(b), las variables primarias dadas (1,, V,) no satisfa- 
cen la convención de signo pasivo, pero si ocurre con (I,, — V,) de 
forma que utilizaremos esta pareja como nuestra elección de variables 
primarias, (L, V,) viola la convención de signo pasivo, tal y como se 
requirió. Entonces, utilizando los conjuntos seleccionados de varia- 
FIGURA 15.13 Doscircuitos para el ejemplo bles de puerto (T,, —V,), y (L, V,) una corriente señala hacia el extremo 
15.8. con punto, y la otra hacia el extremo sin punto, de forma que seutiliza- 
rán signos más en las leyes ¡-u. Escribiendo —V, en lugar de V, en 
(15.52), las leyes i—u para la figura 15.13(b) son 


V, = +n(—V;) 
1 
o L = +7 
V, = —nV ¡ 
1 
L =+-1 
An 


Enla figura 15.12(b) se muestra un transformador ideal conectado a una fuente y una 
carga. La impedancia orientada hacia el puerto primario es 


Vi _ Va/n _ Zu 


(15.53) 


A" nh =p 


Deeste modo, un transformador ideal junto con su carga secundaria Z., es equivalente a la 
impedancia de valor Z,/n? reflejada en el circuito primario, como se muestra en la figura 
15.14. Con frecuencia es conveniente utilizar esta impedancia reflejada para eliminar el 
transformador y una trayectoria cerrada, antes de analizar un circuito que contiene un trans- 
formador ideal. 

Las relaciones simples (15.52) y (15.53) revelan la mayor parte de los usos principa- 
les de los transformadores. La ecuación (15.52a) demuestra que un transformador ideal 


FIGURA 15.14 (a) Transformador ideal y carga secundaria; (b) equivalente 
cuando se refleja en el equipo primario. 
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puede utilizarse para aumentar un nivel de voltaje y el devanado secundario tiene más 
espiras que el primario, n > 1, para reducir el nivel de voltaje de n < 1, lo que resulta en un 
incremento equivalente en el nivel de corriente como puede verse en (15.52b), y para mul- 
tiplicar la impedancia de una carga. Cada uno de estos usos aparece ilustrado en el siguien- 
te ejemplo. 


La figura 15.15 muestra un circuito de suministro de potencia. Un 
generador hidroeléctrico produce el fasor de voltaje equivalente de 
Thevenin V, a través de una impedancia equivalente de Thevenin 
0,1 Q, Susalida se incrementa utilizando un transformador de aumen- 
to de proporción 10:1 para una más eficiente transmisión por cable. 
Las líneas de transmisión tienen una impedancia equivalente de 1 Q, 
La potencia debe suministrarse auna carga 4-(2 através de un segundo 
transformador ideal. Deseamos determinar la proporción de espiras n 
en el segundo transformador ideal para maximizar la potencia sumi- 
nistrada porla fuente. El equivalente de este circuito ala derecha de las 
terminales b-b”, el primario del transformador de la derecha, es una 
impedancia de valor 


El transformador a la izquierda tiene una impedancia de carga secun- 
daria de 1 Q en serie con Z,, o 1 +4 /n? Q, Reflejando esto en su 


p 
; 
t 
; 
; 
; 
; 
: 
; 
: 
Generador ac : Transfor- 
; 
: 
; 
: 
: 
; 
1 
t 
; 


Cables de alta tensión Transfor- Carga 
mador 1 (a) mador 2 
. 
== 4 


(b) 


FIGURA 15.15 Circuito para el ejemplo 15.9. (a) En imágenes; (b) esquemática. 
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circuito primario, la impedancia a la derecha de a—a”, es 


1 + (4/n?) 
A 


Para una máxima transferencia de potencia, la impedancia de carga 
equivalente Z,, sentida por la fuente, debe ser igual al conjugado com- 
plejo de la impedancia de la fuente, que es idéntica a Z, = 0.1 Q, que 
es puramente real. De este modo, para una máxima potencia suminis- 
trada al resto del circuito por la fuente, 
1+(4/n2) 1 
7 e 
102 10 


Resolviendo para la proporción de espiras requeridas 


Yo” 3 


De este modo, se utiliza un transformador de aumento en proporción 
10:1 para generar un mayor voltaje para transmisión eficiente, y lue- 
go seutiliza un transformador de disminución 2:3 para coincidir con 
la impedancia de la carga dada. 


Del mismo modo en que podemos reflejar la carga en el primario, también podemos 
reflejar la fuente en el circuito secundario. El voltaje de circuito abierto V, en la figura 
15.16(a) es 


Vr =nV; = 1nV, (15.54) 


con V, = V,, puesto que I, y por consiguiente I, también son cero, A continuación elimina- 
mos la fuente y determinamos la impedancia orientada hacia las terminales del secundario. 
Un transformador con proporción de espiras n, cuando se invierte en el primario y secunda- 
rio, tiene proporción de espiras 1/n. Por (15.53), la impedancia orientada hacia el se- 
cundario es 


(15.55) 


(b) 


FIGURA 15.16 (a) Fuente y transformador ideal; (b) equivalente al 
reflejarse en el circuito secundario. 
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lo que resulta en el circuito equivalente de Thevenin que aparece en la figura 15.16(b). Un 
transformador ideal, junto con su fuente de voltaje primario V, de impedancia de fuente Z,, 
se refleja en el circuito secundario con una fuente + n V, de impedancia de fuente n?Z,. El 
signo que proviene de la convención de punto. Que ambas reflejan la carga en el circuito 
primario (15.53), y la fuente en el secundario (15.54)-(15.55), resulta en un circuito equi- 
valente con una trayectoria cerrada menos y sin transformador. Nótese que la reflexión al 
secundario elimina el subcircuito primario, de forma que es muy útil cuando no se requiere 
de variables primarias. De forma similar, la reflexión en el primario, como en (15.53), des- 
truye las variables secundarias, de forma que es muy adecuado cuando las variables prima- 
rias son de nuestro interés. 


Este ejemplo continúa el ejemplo 15.9. Para el mismo circuito, su- 
pongamos que cambiamos el objetivo de maximizar la potencia 
suministrada a la carga de 4-(2. Reflejando la fuente y colocando un 
transformador de aumento de proporción 10: 1 en su circuito secun- 
dario, resulta en el equivalente que se muestra en la figura 15,17(a). 
Entonces, reflejando en el circuito primario de transformador restante 
en su secundario, resulta en el circuito de la figura 15.17(b). Para una 
potencia máxima en la carga de 4-(2, necesitamos 111?=4 0 

2 
1 
De forma que la máxima transmisión de potencia a la carga de 4-Q 
ocurre si utilizamos un transformador de disminución con proporción 
de espiras 2 : VIT. Es interesante hacer notar que la proporción de 
espiras para la potencia máxima suministrada por la fuente calculada 
en el ejemplo 15.9,2:3 no es la misma. El transformador de disminu- 
ción 2:3 requiere de más potencia de la fuente, pero disipa menos 
potencia por la carga de 4-(2 y más por la líneas de transmisión de 1-02 
queutilizando la proporción de espiras n=2/WV11. 


10 1 
. 
10V, 
E; 
( 


a 


n= 


ln? 


. 

4 10nV, 4 
n 
) 


(b) 

FIGURA 15.17 (a) Circuito de la figura 15.15 reflejado en el circuito 
secundario del transformador izquierdo; (b) reflejado nuevamente en el 
secundario del transformador derecho. 


Terminaremos nuestra discusión del transformador ideal observando que es un ele- 
mento sin pérdida. La potencia compleja suministrada al primario es 


1 
S, =5 Vik (15.56) 


Recordando del capítulo 10 que S = 1/2VI* se interpreta como la potencia suministrada al 
elemento si las variables de terminal satisfacen la convención del signo pasivo, la potencia 
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compleja suministrada al secundario es 


S, = —1/2V213 = —1/2(nV,) (+) = 8, (15.57) 


De este modo, la suma de la potencia suministrada al primario y secundario es igual a cero, 
y el transformador ideal, en pérdida. La fuente suministra S, al primario y el secundario 
disipa -S,; es decir, suministra S, al resto del circuito. La potencia fluye del primario al 
secundario sin pérdida. Desde luego, los flujos sin ninguna pérdida de potencia son impo- 
sibles, y el transformador ideal es únicamente eso: una idealización. Pero son comunes los 
transformadores con eficiencias con más de 95% (con menos de 5% de pérdida de poten- 
cia), y el transformador ideal es una idealización sumamente útil que en la práctica tiene 
una buena aproximación. 


EJERCICIOS 


15.4.1. Obtenga los fasores V, y V, en la figura 15.6 si se conecta una 
fuente de corriente I=1, a través de la entrada, y se reemplaza un transforma- 
dor por uno ideal con proporción de espiras n=10, 

Respuesta 1/382; 10 1,382 
15.4.2. Obtenga V,, V,,1, eb. 

Respuesta 10.4-36.9* V; 504143.1*V;2.Z0 A; 0.4180 A 


EJERCICIO 15.4.2 


154,3. Obtenga los valores rms de las corrientes primaria y secundaria 
enla figura 15.12(b) si el fasor V¿=16 V, Z¿=2 +0, Z,=8-4Qyn=2, 
Respuesta 22 A; 2 ZA 


Un circuito de un puerto [figura 15.18(a)] contiené exactamente dos terminales que permi- 
ten conexiones a elementos externos. Puesto que no se permiten otras conexiones externas, 
si la corriente ¿,(() fluye hacia una terminal, por la ley de corriente de Kirchhoff, debe salir 
la misma corriente de la otra terminal. Este par de terminales forman un puerto, o par de 
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500 mo) it) 


(a) (b) 
FIGURA 15.18 (a) Circuito de un puerto; (b) circuito de dos puertos. 


terminales, a la que pueden conectarse otros circuitos, La condición de que la corriente que 
entra al circuito en una terminal del puerto es igual a la que sale de la otra terminal del 
puerto, se conoce como condición de puerto. 

Un circuito de dos puertos tiene dos puertos disponibles para conexión externa, y se 
supone que cada una de ellas satisface la condición de puerto. Las direcciones de refer- 
encia para las variables de puerto se asignarán generalmente como se muestran en la figura 
15.18(b). Con frecuencia, las corrientes que salen de las terminales inferiores no se marca- 
rán explícitamente, pero se comprenderá que son iguales y opuestas a las corrientes de las 
terminales superiores correspondientes. El puerto izquierdo, se designará, de forma algo 
arbitraria, como el puerto de entrada, y el derecho como puerto de salida. En esta discu- 
sión, nuestro objetivo es caracterizar circuitos de dos puertos, es decir, aprender cómo 
escribir las relaciones que enlazan sus variables de puerto, y explorar sus usos, 

¿Por qué deseamos representar un circuito como se muestra en la figura 15.17(b), una 
“caja negra” sin ningún rasgo de la que salen nuestros cuatro cables? Una respuesta toca lo 
que puede llamarse el método ingenieril para resolver problemas. A! confrontarnos con un 
problema difícil, debemos descomponerlo en un conjunto de subproblemas más sencillos, 
resolver cada uno separadamente, y luego unir las soluciones de los problemas entre sí. En 
alguna oportunidad, retírese la tapa de un radio, y examínese su interior. Ahí se ve una 
considerable complejidad, tableros de circuitos, cables interruptores que forman intrinca- 
dos patrones. Ningún diseñador podría, o pudo, visualizar ese circuito en su totalidad deta- 
llada como una solución unificada al problema de diseño. Es más probable que el diseñador 
comenzó considerando la primera subtarea que necesitaba realizar, y luego procedió hacia 
una solución descomponiendo el problema en varios pasos simples y manejables. Para 
comenzar, se necesita una antena para captar la señal de radio. Hacemos pasar la salida de 
la antena hacia un amplificador para aumentarla antes de proceder. Luego debemos hacer 
que la señal pase por un filtro de banda estrecha a la estación que nos interesa recibir, 
Luego... y así sucesivamente, Cada tarea define una transformación simple, una relación 
deseada entre la señal de entrada del módulo y su salida. El diseño general (figura 15.19) se 
ejecuta como una interconexión de circuito de dos puertos, donde la salida de uno de los 
circuitos de dos puertos se convierte en entrada del siguiente. Para aplicar esta estrategia 
general y sumamente útil en el contexto de circuitos lineales, necesitamos comprender su 
unidad básica, el circuito de dos puertos, la forma en que se describe, y cómo pueden 
combinarse estas descripciones. Esta es la tarea principal para el resto de este capítulo. 

Una segunda razón para que nos interesemos en circuitos de dos puertos, es que 
enfocan la atención al lugar que con mayor frecuencia es el más importante. En muchas 
circunstancias nos interesa el comportamiento de entrada y salida de un circuito, y no los 
detalles de sus corrientes y voltajes interiores. Requerir que únicamente dos conjuntos de 
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Antena AmplificadorRF Filtro de banda estrecha Decodificador estéreo Amplificadores 
de audio L/R y bocinas 


FIGURA 15.19 Diseño de receptor modular mediante circuitos de dos puertos 
interconectados. 


variables de puertos estén involucrados en una descripción de dos puertos oculta efectiva- 
mente los detalles del circuito dentro de una caja negra impenetrable donde la descripción 
no puede complicarse. Compárense, por ejemplo, las ecuaciones de malla de un circuito de 
10 mallas a su descripción de dos puertos. Si no nos importan las corrientes internas y 
voltajes, en tanto que “cumplan su trabajo”, nos funciona mejor un conjunto de ecuaciones 
con cuatro incógnitas, las variables de puerto, que 10 las corrientes de malla. Como ejem- 
plo, el circuito de distribución de potencia mostrado de un extremo al otro en la figura 
15.15(a) contiene muchas variables de voltaje de corriente internas, Pero sólo unas cuantas 
son verdaderamente significativas, las entradas y salidas de las cinco corrientes de dos 
puertos que aparecen en la figura. Una descripción de dos puertos es una forma eficiente y 
de orientación funcional para describir un circuito cuando está expresada por unas cuantas 
variables de entrada-salida. 

Limitaremos la atención a dos puertos que contienen elementos pasivos lineales 
(RLC) y fuentes controladas. Las fuentes independientes se excluyen, puesto que actúan 
como entradas adicionales, y se les debe asignar adecuadamente un puerto adicional, lo que 
resulta en un circuito de n-puertos, que ya no se discutirá más. También supondremos 
que no hay energía almacenada inicial dentro del elemento de dos puertos; es decir, que 
todas las condiciones iniciales son cero. 

En la figura 15.20 se muestra un elemento de dos puertos con los circuitos externos a 
los que está conectado. Puesto que en este capítulo se estudiarán todos los circuitos de dos 
puertos en el dominio-s, eliminaremos el argumento-s para nuestra conveniencia, escri- 
biendo V,(s) como V, , y así sucesivamente. 


L L 
ze —> mn E —Á Ss 

+ a NA 

+ y + 
ca Y Vr 
Circuito de Circuito de 
entrada de salida de 
terminación de puerto terminación de puerto 


FIGURA 15.20 Circuito de dos puertos en el dominio-s donde se muestran 
las terminaciones de puerto (se suprimieron las dependencias de todas las 
cantidades en s). 
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Se supone que cada puerto está cerrado por, o terminado en, un circuito de un puerto cono- 
cido como circuito de terminación de puerto. Aunque con frecuencia el puerto de entrada 
se termina en una fuente, y la salida en una impedancia de carga, los circuitos de termina- 
ción tanto para el puerto de entrada como para el puerto de salida pueden ambos contener, 
en general, fuentes independientes. Para un par dado de circuitos de terminación de puerto, 
el circuito queda completamente especificado, y las cuatro variables de puerto 1,, V,, L y 
V,, tendrán valores definidos. ¿Mediante qué ecuaciones se determinan estos valores? Las 
leyes ¡—u para los circuitos de terminación de puertos, uno en el puerto de entrada y otro en 
el puerto de salida, resultan en dos ecuaciones con estas cuatro variables. Para los equiva- 
lentes de Thevenin que aparecen en la figura 15.20, estas son las ecuaciones 


Vi +2Zr 11, = Vr, Va + Zr2b = Vr> (15.58) 


Se necesitan dos ecuaciones más, y sólo pueden venir del elementos de dos puertos. Ade- 
más, no puede haber más de dos ecuaciones independientes en la descripción de dos puer- 
tos, puesto que las variables de puerto quedarán sobredefinidas. Una descripción de dos 
puertos consiste de dos ecuaciones en las cuatro variables de puerto. 

Veamos qué forma cobra este par de ecuaciones. Para ser específicos, seleccionare- 
mos los voltajes de puerto V, y V¿como variables dependientes, y las corrientes 1, e L, como 
las variables independientes en las ecuaciones de dos puertos. Puesto que las ecuaciones 
que describen al elemento de dos puertos en sí deben fijarse sin importar la forma en que se 
termine, podemos llegar a estas ecuaciones aplicando cualquier circuito de terminación de 
puerto que deseemos. Dos “experimentos” serán suficientes para revelar la forma de las 
ecuaciones de dos puertos. Fijando la corriente de puerto de salida L(s) =0 y terminando el 
puerto de entrada con una fuente de corriente Í,, por linealidad los voltajes producidos 
deben ser cada uno de la forma 


Vilr=0 = 2111, Val =0 = 2211 (15.59) 


Antes de proceder, observamos que fijando una corriente de puerto a cero, es equivalente 
a que esepuerto quede en circuito abierto, de forma que en el primer experimento dejamos 
el puerto de salida en circuito abierto. Para el segundo de nuestros experimentos, fijamos la 
corriente de puerto de entrada I, = 0 (dejando en circuito abierto al puerto de entrada) y 
terminando el puerto de salida con una fuente de corriente I,. La respuesta debe ser nueva- 
mente lineal en la fuente: 


Vi|1,=0 = Z12b, Valrp=0 = 22 (15.59b) 


Luego, por superposición, cada puesta de voltaje total V, y V, es la suma de las respuestas 
a las dos fuentes de corriente cuando se elimina la otra, 


V¡ =2Z(11, + z2b (15.60a) 


Va =Z211, + Z2b (15.60b) 


Estas dos ecuaciones forman la descripción deseada de dos puertos. No son la única des- 
cripción de dos puertos posibles, como vemos a continuación, pero forman una caracterl- 
zación completa del elemento de dos puertos en el siguiente sentido: dada la descripción 
de dos puertos (15.60a, b), entonces para cualquier par específico de circuito de terminación 
del puerto, podemos determinar su comportamiento de entrada-salida, es decir, todas las 
variables de puerto, como se ilustrará en el ejemplo 15.11. La única condición es que el 
circuito de dos puertos satisfaga la condición de puerto en sus puertos de entrada y salida, 
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La descripción de dos puertos (15.60a, b) se conoce como la descripción de dos 
puertos de impedancia, o parámetro-z. El nombre proviene de la observación de que cada 
parámetro Z;,, Z17, Z»1, Z,, en estas ecuaciones, está medido en ohms. La descripción de 
impedancias de dos puertos puede escribirse de forma compacta como 


v; zi Z2||L 
a 15.6 


donde la matriz cuadrada se conoce como matriz de impedancia o matriz de parámetro-z. 


Deseamos obtener la descripción de impedancia de dos puertos del 
circuito que aparece en la figura 15,21, y utilizar esta descripción para 
determinar las corrientes y voltajes del puerto bajo las dos condiciones 
de terminación de puerto distintas que se muestran en la figura 15.23. 

Para obtener (15.60), realizamos el experimento que se muestra 
en la figura 15.22(a), dejando el circuito abierto al puerto de salida 
para establecer la condición de puerto I, =0, aplicando una fuente de 
corriente I, al puerto de entrada, y determinando los voltajes de puerto 
resultante. Por (15.59a) 


V V 
M=TI). m=p (15.62) 
e L [n= L Ino 
Circuito de dos puertos N Examinando la figura 15.22(a), por combinaciones de serie-paralelo, 
FIGURA 15.21 Circuito de dos puertos 
para el ejemplo 15.11. V¡ =4K 
V, =L 


Puesto que V, y V, se calcularon bajo la condición de circuito abierto 
L=0, entonces por (15.62) 


211 =4, za =1 


(a) dedos dedos  (b) 
puertos N puertos N 


FIGURA 15.22 Dos experimentos para determinar los parámetros-z. 
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Los dos parámetros-z restantes se especifican por (15.59b), y son 


v; va 
212==" , 229 ==" 
L 1,=0 L 1,=0 


Para obtenerlo, realizamos el experimento que se muestra en la figura 
15.22(b), resituando el circuito abierto en puerto de entrada (I, = 0) y 
la fuente de corriente L al puerto de salida. No hay corriente a través de 
las dos resistencias de la izquierda, 


V; =Lb 
Va = (s + Dh 
Por consiguiente 
zi =1, zo=s+1 


y la descripción de dos puertos del parámetro-z es 


v 4 1 I 
O 


Para obtener los valores específicos de las variables de puerto para los 
circuitos de terminación de puerto dados en la figura 15.22, combina- 
remos la descripción de dos puertos (15.63) con las dos leyes separa- 
das ¡—u para los circuitos de transformación de puerto. En el caso de la 
figura 15.23(a), estos son 


V, =4-1I, 


1 
V,=-5k (15.64) 


En conjunto (15.63) y (15.64), comprenden cuatro ecuaciones en las 
cuatro variables de puerto. Eliminando las corrientes resolviendo 
(15.64) para I,, I y sustituyéndolo en (15.63) 


FIGURA 15.23 (a) Un par de terminaciones de puerto; (b) otro par. 
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Combinando términos similares, 


SV, +2V,=16 (15.65a) 
V, + (25 +3)V2 =4 (15.65b) 
Multiplicando el último por 5 y restándolo de la primera ecuación 
anterior, 
—(10s + 15) V, + 2V, = —4 
4 
9 TEE 
Volviéndolo a sustituir en (15.65a), 
_ 325 +40 
"105 +13 
y utilizando los dos últimos en (15.64), 
a (15.662) 
10s + 13 
—8 
= —— 15.66b 
L= 0: +B ( ) 


lo que completa el cálculo de las variables de puerto para la termi- 
nación que aparece en la figura 15.23(a). Para circuitos de termina- 
ción de puertos distintos [figura 15.23(b)], tenemos el mismo 
elemento de dos puertos, de forma que tendremos que usar la misma 
descripción de dos puertos (15.63). Las leyes i--u para los nuevos 
circuitos de terminación de puerto son 


E (2) = - (15.673) 
1 
Ss 


Ss 


Vo = (15.67b) 


Utilizando (15.67a, b) para eliminar V, y V, de (15.63), y resolviéndo- 
lo del modo anterior, resulta en las variables de puerto y completa el 


ejemplo, 
12s-5 1 
V. = ————., V),=- 
1 $24 55+3 E 
25? +25 — 1 -5+4 
(== 2 


—s(s2+5s +3)” —s(s2 455 +3) 

Este ejemplo ilustra que la descripción de dos puertos (15.60) debe utilizarse para 
determinar las variables de puerto para cualquier par de circuitos de terminación de un 
puerto, Decimos que es una caracterización completa del comportamiento entrada-salida 
o de puertos del circuito de dos puertos. Nótese que ahora esta caracterización no sólo está 
completa, sino que también es muy concisa. Sin importar la complejidad del elemento de 
dos puertos, su cuenta de mallas, ondas y elementos, la descripción de dos puertos resume 
el comportamiento del puerto en apenas dos ecuaciones que contienen cuatro parámetros. 
Éstos son los parámetros-z en la descripción de dos puertos de impedancia (15.60), pero 
pueden definirse de muchos otros modos, como veremos en la siguiente sección. 
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(a) 


FIGURA 15.24 (a) Circuito de dos puertos N que satisface condiciones de puerto; 
(b) condiciones de puerto violadas. N no es operada como circuito de dos puertos. 


Si se viola la condición de puerto, no serán válidas las suposiciones bajo las cuales se 
derivó la descripción de dos puertos, y tampoco serán válidas las ecuaciones como la 
(15.60). Insistimos en que la corriente que entra a la terminal superior de cada puerto, debe 
salir de la terminal inferior para que el circuito opere como circuito de dos puertos. En tanto 
que cada circuito de terminación de puerto es de un puerto, estamos a salvo. En la figura 
15,24(b) se muestra un ejemplo de un circuito de cuatro terminales que no se comporta 
como elemento de dos puertos. 


EJERCICIOS 


1, s 


pnl E 


+ 


(a) 


(b) (c) 
EJERCICIO 15.5.1 (a) Dos puertos; 
(b) circuito terminal del puerto de 
entrada; (c) circuito terminal del puerto 
de salida. 


15.5.1. Obtenga los parámetros-z para el circuito de dos puertos en la 
parte (a) de la figura. 


3s+1 3s+2 
¡212 =%21 =1;Z27 = 


Respuesta zi, = 


15.5.2.  Obtengalasleyesi-u paralos circuitos de un puerto que aparecen 
en las partes (b) y (c) de las figuras. 


=$ 


A a 
a Y 


1 
Respuesta V¡ = Vo = —L +2 
Ss s 
15.5.3. Obtenga lI, e L si el circuito de dos puertos de la parte (a) de la 
figura es terminado por el circuito de un puerto que aparece en las partes (b) y 


(c) e a 


2s(s +2) 


1953 + 3552 + 185 + 3” 
2(65? + 55 +1) 


"(5 + D001953 + 355? + 18s + 3) 


Respuesta 1; = 


L 
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La selección de los voltajes como variables dependientes en las ecuaciones de dos puertos, 
resultó en la descripción de impedancia de dos puertos 


Mak sel 1; 
v> Zn z2||b 


en donde el circuito de dos puertos es descrito en términos de cuatro parámetros-z. Ahora 
elijamos a las corrientes como variables dependientes. Siguiendo el argumento de la sec- 
ción anterior, aún habrá otras dos ecuaciones lineales, y las nuevas descripciones de dos 
puertos serán de la forma 


| [y DA 
ya y2aJLV 


Puesto que cada parámetro y, en esta ecuación está medido en siemens, lo llamaremos la 
descripción de dos puertos de admitancia, o de parámetro-y. 

La manera en que se determinan los parámetros-y para un circuito especifico es muy 
similar a la forma en que se calcularon los parámetros-z en la sección anterior. Se realizan 
dos experimentos, en donde la primera variable de puerto independiente, y luego la otra, 
son fijadas en cero. En el caso presente, las variables independientes son los voltajes de 
puerto, y fijar un voltaje de puerto en cero es equivalente a poner ese puerto en circuito 
cerrado. La otra variable de puerto independiente se considera como fuente (fuente de 
voltaje en el caso presente). En cada experimento, se determinan ambas variables depen- 
dientes, que en este caso son corrientes de puerto. A continuación a partir de los resultados 
del primer experimento, se obtienen los parámetros-y en la primera columna de la matriz de 
admitancia en (15,68) 


1, b 
Ju=yw , Ya = + (15.69) 
Vi V,=0 V; v,=0 
y la segunda columna se obtiene de los resultados del segundo experimento, 
1, Lb 
Ja=w , YJa= (15.70) 
Va lv,=o Valy,=o 


Los cálculos de estos parámetros pueden simplificarse un poco más. En cada experi- 
mento, hay una fuente independiente única, la fuente de voltaje V, en el primer experimen- 
to (15.70) y V, en el segundo (15.71). Supongamos que su valor en dominio-s se fijaen uno. 
Entonces, por (15.69). 


Ai Lv, a1,v,00 ya = Blv,-1,v,=0 
La primera columna de la matriz y es el valor de las corrientes de puerto, cerrando el 
circuito del puerto de salida, y una fuente de voltaje unitario V,(s) = 1 a través del puerto 
de entrada. Luego, cerrando el puerto de entrada, y fijando una fuente unitaria en el puerto 
de salida por (15.70) 


Yi = 1 Ii a ya = Dlv,.o,v,=1 


La segunda columna de la matriz y es el valor de las corrientes de puerto, donde el 
puerto de entrada está en circuito cerrado, y una fuente de voltaje V,(s)= 1 se pone en el 
puerto de salida. 
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Para obtener los parámetros y de un circuito de dos puertos dado, pri- 
mero se cierra el circuito de la puerta de salida y se pone una fuente de 
voltaje unitario en la puerta de entrada, como se describe en la figura 
15.25(a). La fuente controlada no transmite corriente en este caso, y 
las conductancias S yz S están en paralelo, 


I, = ( + a) (1) =3/4 = yu, 


y, por división de corrientes, 


1 
—4 1 3 1 
bh = ts l; = (-5) (5) == = Ya1 
+5 3)14 4 


Invirtiendo estas condiciones de terminación de puertos, como se 
muestra en la figura 15.25(b), por LCK, 


1 
SAD e =Yn 


4 
Lb=(1+)(-2=-3= y 


De este modo, la descripción de dos puertos en el parámetro-y es 


—— 
(ao! 
N»N - 
Loacicicicaa) 
tl 


rs 


- 


Dos puertos Dos puertos 


(a) (b) 


FIGURA 15.25 (a) Circuito de dos puertos con V; = 1, V,=0; (b) con 
v, a O, v, =1, 


Existen seis modos en que se pueden seleccionar dos variables de un conjunto de 
cuatro, y seis corresponden a descripciones de dos puertos. Junto con las formas de impe- 
dancia y admitancia presentadas hasta ahora, existen las descripciones híbrida, híbrida 
inversa, de transmisión y de transmisión inversa de un circuito de dos puertos. Las defini- 
ciones aparecen en la tabla 15.1. 

La similitud de forma entre las diversas descripciones de dos puertos, garantizan que 
determinar sus matrices de parámetros es un procedimiento similar. Los pasos se resumen 


Sección 15.6 Parámetros de dos puertos 619 


620 


lea al 
Va Za Za 11h 


la. Impedancia (parámetro-z) 1b. Admitancia (parámetro-y) 
MEE A (6 ]-[8 1649 
L hy h»2J1V v, gu g2]|Lb 
2a. Híbrido 2b. Híbrido inverso 


Hat Ue 
L ya ya lLV 


(ele 00) CO 
L ti toa Jl —L si Ss2JLh 


3a, Transmisión (4ABCD) 3b. Transmisión inversa 


del modo siguiente: 


1. Experimento 1: Fíjese la segunda variable independiente en cero. Póngase su puerto 
en circuito abierto si es una corriente, y ciérrese su puerto si se trata de un voltaje. 
Fíjese la primera variable independiente en 1, insertando una fuente de volta- 
jeunitario en su puerto si se trata de un voltaje; de otro modo, insértese una fuente 
de corriente unitaria. 

2. Determínense las dos variables dependientes. Ésta es la primera columna de la 
matriz de parámetros. 

3. Experimento 2: Es igual que en el experimento 1, pero primero fíjese la primera 
variable independiente en cero y la segunda en la unidad. 

4. Resuélvase para dos variables dependientes. Ésta es la segunda columna de 
la matriz de parámetros. 


Obtengamos los parámetros híbridos y de transmisión para el circuito 
que aparece en la figura 15.26. Las variables independientes en la des- 
cripción híbrida son I, y V,; las variables dependientes son V, eL. Los 
experimentos para obtener la descripción híbrida aparecen en la figura 
15.26. 

La impedancia Z;, orientada hacia el circuito del experimento 1 es 


2s 111+ (4/1 — 5s+2 


Zin = — = 
E EAS 
Met 

1 — £int; = s+2 


y por división de corrientes 


V, e L forman la primera columna de la matriz híbrida (entrada 2a en 
la tabla 15.1). Para obtener la segunda columna, abrimos la puerta 1 y 
ponemos una fuente de voltaje unitario a través del puerto 2, como se 
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(a) 


FIGURA 15.26 (a) Primer experimento para determinar parámetros 
híbridos; (b) segundo experimento. 


muestra en la figura 15.26(b). Puesto que V =1 =0 a través del RL 


paralelo, 
V, Ss 
L= ===. =5 75 
2+ (4/5) 25+4 
4 s+4 
A 


Por consiguiente, la matriz híbrida es 


S5s+4 s+4 
hi hp» e 2(s +2) 2(s + 2) 
E =a) | —(s+4) s 
Us+2) 2As+2) 


Volviendo a los parámetros de transmisión, en la figura 15.27(a), 
hemos fijado —L, = 0 y V,= 1. Por LVK alrededor de la trayectoria 


(a) (b) 


FIGURA 15.27 (a) Primer experimento para determinar los 
parámetros de transmisión; (b) segundo experimento. 
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cerrada derecha, V,= 1, y 


a+) s+4 


25 4 35? +65 +8 
Vis EA y PA 
(: E +3) FEED 


En el segundo experimento de la figura 15,27(b), se invierten las 
condiciones quese fijaron anteriormente; —I,= 1 y V,=0, La ecuación 
de la trayectoria cerrada derecha es V,¿= 1, de forma que 


L = Vo Este 
" 1+(4/s) s+4 
25+4 
1, =1,+1= 
Ñ pidan 
2s 5s+4 
V;¡ = , + V, = —— 
, 2 s+4 


y la matriz de parámetro de transmisión, o ABCD, es 


35+65+8 5s+4 
Be e |- (s+2D(s+4) s+4 


ti ta s 25+4 
s+2 s+4 


lo que completa el ejemplo. 


Para un circuito dado de dos puertos, podemos calcular seis descripciones distintas 
de dos puertos. ¿Cuáles son las relaciones entre ellas? No pueden ser independientes la 
una de la otra, puesto que cada una afirma ser una representación completa del mismo 
comportamiento (comportamiento de entrada-salida) del mismo circuito, Considérese, por 
ejemplo, la relación entre los parámetros de impedancia e híbrido. Si conocemos los paráme- 
tros de impedancia, debemos tener la posibilidad de especificar las salidas de los dos experl- 
mentos que definen las columnas de la matriz híbrida, puesto que cada experimento simple- 
mente fija los circuitos de terminación de puerto, y cualquier descripción de dos puertos 
nos da las variables de puerto para cualquier condición de terminación de puerto específica, 

La integridad de cualquiera de las descripciones de dos puertos sugiere que debe 
existir una conversión entre ellas. 

En el caso de dos descripciones que ocupan el mismo renglón de la tabla 15.1, las 
matrices de parámetros están relacionadas porque son inversas la una de la otra. Esto 
proviene de la observación de que las variables dependientes e independientes se invierten 
en las dos representaciones que hay en cada renglón. Si M, y M, son dos matrices cuadra- 
das, tales que para todo vector A y B tenemos M,A = B y M¿B= A, como lo hacemos en un 
renglón cualquiera de la tabla 15.1, entonces al invertir la segunda, B = M),” A, y de la 
primera, M,A = M)” A; es decir, las matrices son inversas la una de la otra. Las matrices de 
impedancia y admitancia son pares de matrices inversas, como lo son las matrices híbrida 
inversa e híbrida y las matrices de transmisión y transmisión inversa (lo que explica el uso 
del término inverso en sus nombres) . 

En la tabla 15.2 se reúnen las reglas para conversión entre todo par de descripciones 
de dos puertos. Cada entrada muestra la conversión en término de una matriz dividida por 
un escalar que es común a los cuatro elementos de la matriz. A continuación se muestran 
ejemplos del uso de esta tabla. 
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[ Ya El [ H ci [ l al le T ] [Ea -1 | 
E | Ya Yy2 hai 1 gr  G 1 ta —-S  —S: 
Za Za Y ha 81 ti S21 
[ 222 a] [ 1 a | G cil Es rl) ES 1 ] 
Za Zi pa de h  H ga 1 1 tu S  —s2 
Z Ya Yy2 hi; go2 to S12 
[ Z dl [ 1 al | g22 pel | 1  T | ass 1 ] 
a 1 ya Y e ho | ga 222 -1 ta -S  —S21 
z22 Yi ha hz G ta2 $11 
[ 1 | [ Y dá) [ hz el ha a] a -1 ] 
Za Z ya 1 —hi hi [8 +] Il tra S  —sL 
Zi y2 H gu 822 tu Sm 
le: Z ] ES -1 | [ —H | [ 1 dl [ S22 0] 
1 za Y Yu ha -1 gu Y E el 51 $2 
221 yal ha 221 ti t> S 
Es Sl] ES 1 ] | 1 0 | =G il | bo ac] 
-1 2 Y yz he H gu 1 tar ti E nel 
Zn Yi2 hi g12 T Sa $2 
Z = 111222 — 212221 Y = yiiy22 — yi2y21 
H = hh — hy2ha; G = 81182 — B12£21 
T= Tito — tito S = 81182 — 812821 


Los parámetros-z para un circuito de dos puertos dado son 


v1_ [4 3s7fKb 

V, Ti —sS 1 10 
Para convertir a la descripción híbrida de dos puertos, utilizamos el 
tercer renglón, primera columna de la tabla 15.2, con z,,=4, Z,,= 35, 


Z,¡==5,Z2,=2, y L=2,1222— 21,221=35* +8. Aplicando estos factores 
de conversión, 


e 3s 


q ho | _ s 7] 3/4 3s 
ho ha 2 $ 1 


La derivación de cada una de estas reglas de conversión consiste simplemente en 
resolver la descripción original de dos puertos para las variables dependientes de la des- 
cripción a la que estamos convirtiendo, por ejemplo, al convertir de impedancia a híbrida, 
resuélvase la segunda ecuación de impedancia para (15.60b) para L,, sustitúyase en la 
primera (15.60a) y agrúpense los términos. De esto resulta V, e ,comolas variables depen- 
dientes e I, y V, como las variables independientes, lo que es la descripción híbrida desea- 
da. Las fórmulas en la entrada correspondiente en la tabla 15.2 son los parámetros híbridos 
en términos de los parámetros (z) originales. 
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En el ejemplo 15.13 calculamos los parámetros híbridos y de transmi- 
sión para el circuito que aparece en la figura 15.26, Los parámetros de 
transmisión fueron 


33 +65+8 5Ss+4 

E la (s+2(8+4 s+4 
ti ta S 25+4 
s+4 s+4 


Aplicando latransmisión a la entrada de conversión híbrida de latabla 
15.2, con estos parámetros de transmisión y 


352 +65+8 2544 Ss+4 s 


As +D (540) 544. s+45+4 


Se obtiene 
5s+4 
dE s 5s +4 s+4 
he + LO s+4]_125+2 26+2) 
hi hoi 25 +4 "A —6+4) 5 
s+4 2(s +2) 25+4 


Lo que concuerda con la matriz híbrida calculada independientemente 
en el ejemplo 5,13, 


Tener la posibilidad de convertir de una a la otra, muestra vívidamente que hay mu- 
cha redundancia en la información que se obtiene de seis descripciones separadas de dos 
puertos. ¿Qué sentido tiene tener seis, cuando basta con sólo una? Una razón es de que no 
toda descripción de dos puertos existe para todo circuito de dos puertos. Examinando la 
tabla 15.2, nótese que para convertir entre descripciones, se requiere dividir entre un pará- 
metro. Si ese parámetro resulta ser cero, no es posible realizar la conversión, porque la 
correspondiente descripción de dos puertos no existe, 

Una segunda razón práctica para tener varias descripciones distintas de dos puertos, 
es que a veces es más fácil determinar un conjunto de parámetros de dos puertos que otro. 
Por ejemplo, si la descripción de dos puertos de un circuito de transistores debe determinar- 
se por medición, los cuatro parámetros que comprenden la descripción híbrida, son fácil- 
mente medibles para este tipo de circuito. Otros, que requieren experimentos con una 
puerta de salida en circuito abierto, son más difíciles de disponer, sin impulsar el circuito 
fuera de la operación lineal. O quizá debamos calcular la descripción de dos puertos de un 
circuito realizando análisis de malla, y las condiciones de puerto en circuito abierto de la 
descripción de impedancia puede producir menos ecuaciones que la descripción de admi- 
tancia en circuito cerrado. 

Finalmente, cuando los dos puertos están interconectados, es mucho más fácil deter- 
minar la descripción general en dos puertos del circuito interconectado, si utilizamos los 
parámetros derechos de dos puertos. Lo que sea correcto depende de la forma en quelos dos 
puertos están interconectados, corno veremos en la sección 15.8. 

Para resumir, en esta sección definimos las seis descripciones de dos puertos: impe- 
dancia, admitancia, híbrida e híbrida inversa, transmisión y transmisión inversa. El proce- 


Capítulo 15 Inductancia mutua y circuitos de dos puertos 


dimiento general para determinar cualquiera de estas descripciones es realizar dos experi- 
mentos, en cada caso estableciendo un valor de cero para una variable independiente po- 
niendo su puerto en circuito abierto o cerrado, poniendo una fuente en el otro puerto para 
reflejar la otra variable independiente, y calculando las variables dependientes en el circui- 
to resultante. Cada experimento produce una columna de la matriz de parámetros. Las seis 
descripciones están relacionadas por los factores de conversión que aparecen en la tabla 
15.2, 


CALAS AVALON y 


EJERCICIOS 


15.6.1.  Obtengalosparámetros-y ¿Cuál de las descripciones de dos puer- 
tos no existe para este circuito? 
Respuesta y1¡= y22= 1, y¡2=0, y21=—1; no existe transmisión 


inversa 
15.6.2. Determine las seis descripciones de dos puertos. 
Respuesta 
Dos puertos 
A AAA E 1 [ 35 +4 ed 
EJERCICIO 15.6.1 4dsiLs+4 3544] "2544 l-(5+4) 3s+4 |” 
3 h= 1 pets a A Pa E 
3544 L-(s+4) 45 1:87 3sq4ls+4 2544 )' 
L L Aa 1 Ne aj 1 Es el 
Er > Pe oral de 294) "sd 4  3ek4 
+ + 
Y . Y Las | | 
15.6.3. Un circuito bilateral tiene z,> = Z,¡. ¿Cuáles son las igualdades 
= A que satisface un circuito bilateral en términos de los otros parámetros de dos 
puertos? 
EJERCICIO 15.6.2 Respuesta y 12=Y21+h,,=- ha, 81=-82158=T=1(S y Tsonlas 


determinantes de las matrices s y t como en la tabla 15,2) 


Hasta este punto de nuestra discusión de los circuitos de dos puertos, nos hemos enfocado 
en los usos y procedimientos para convertir un diagrama de circuito en un conjunto de 
cuatro parámetros, el proceso de análisis de dos puertos. El proceso inverso, en que obte- 
nemos un circuito que concuerda con un conjunto dado de parámetro de dos puertos, se 
conoce como síntesis o modelo de dos puertos. 

Los modelos de dos puertos son útiles en varios contextos. Nos permiten visualizar 
un circuito descrito por un conjunto de parámetros de dos puertos, para considerar los 
efectos de interconectarlos con otros elementos o subcircuitos, y de utilizar SPICE para 
analizarlos. En el caso de bobinas acopladas, nos permite modelar un circuito con inductan- 
cia mutua, mediante uno que no contiene inductancia mutua. 
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Para ver la forma en que puede derivarse fácilmente una clase de modelo de dos 
puertos, considérese la descripción en parámetro-z 


V; =2Z111; +22b (15.71a) 
Va = Zza11; + Z22b (15.71b) 


Todo circuito que satisface estas dos ecuaciones se conoce como modelo de circuito para 
esta descripción de dos puertos. Podemos utilizar cualquier configuración de circuito que 
concuerde con estas ecuaciones, aunque generalmente es más beneficioso seleccionar una 
que sea simple. Con cada término expresado en volts, llegamos al modelo que aparece en la 
figura 15.28(a), en el lado de la entrada, mediante (15.71a), V, es la suma de dos caídas de 
voltaje. Una es proporcional a la corriente que pasa a través de ésta, de forma que lo mismo 
debe ocurrir con la impedancia, y la otra es proporcional a otra corriente en alguna parte, 
de forma que debe ser una fuente de voltaje controlada por corriente. De ahí se des- 
prende de manera similar el circuito del modelo de puerto de salida. 

La mayoría de las otras descripciones de dos puertos resultan en modelos del mismo 
modo natural. Por ejemplo, para el caso híbrido, las ecuaciones son 


V; = hi: L; + hi2V> (15.72a) 
L = hal, + h2V2 (15.72b) 


La primera ecuación sugiere un modelo de puerto de entrada LVK como el modelo ante- 
rior, y ésta aparece en la figura 15.28(b). La segunda estará expresada en amperes, y se 
considera como una ecuación LCK., La corriente de puerto I, es aparentemente la suma de 
dos corrientes, una que pasa a través de una impedancia de valor 1/h,, y la otra a través 
de una fuente de corriente controlada por corriente como se muestra en la figura 15.28(b). 

Los modelos de circuito para las descripciones híbrida inversa y de admitancia se 
desprenden de forma similar. Únicamente los casos de transmisión y de transmisión inver- 
sa no evocan de forma natural modelos de circuitos de este tipo, y si se necesita primero un 
modelo de circuito, se recomienda que se realice una conversión a parámetros de impedan- 
cia, admitancia, híbridos o híbridos inversos. 

Un importante ejemplo de un circuito de dos ejemplos, es un par de bobinas acopla- 
das. Las leyesi—u para bobinas acopladas (15.27) repetidas aquí, son 


Vi, =sL¡L, +sML (15.73a) 
V, = £sMI, + sLoh (15.73b) 


Este par de ecuaciones puede reconocerse también como una descripción de impedancia de 
dos puertos de las bobinas acopladas. En consecuencia, puede utilizarse siempre un mode- 


(b) 


FIGURA 15.28 Modelos de circuitos de dos puertos (a) parámetro-z; 
(b) parámetro híbrido. 
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lo de la forma que aparece en el modelo de la figura 15.28(a) con z,¡ =sL,, Za, =sL», y Z12= 
Z,¡=+sM para reemplazar el par de bobinas acopladas. El modelo sustituye lacomplicación 
de la inductancia mutua con una de un par de fuentes controladas, y por consiguiente, no 
siempre puede tener beneficio. En la figura 15.11 se mostró un modelo menos general, pero 
más simple, para un par de bobinas acopladas con una terminal común. 

Las formas para estos circuitos no son únicas. Por ejemplo, pueden aplicarse trans- 
formaciones de Thevenin-Norton al modelo de circuito para alguno de sus puertos, con lo 
que se obtiene un nuevo modelo con una fuente distinta. Puesto que muchos circuitos 
distintos tienen la misma descripción de dos puertos, cabe esperar que estén disponibles 
muchos modelos de circuito para el mismo conjunto de parámetros de dos puertos. Cierta- 
mente, la esencia de la descripción de dos puertos, es lo que preserva el comportamiento de 
puertos del circuito, en tanto que oculta los detalles internos. Cuando recuperamos los 
detalles del circuito interno creando un modelo de circuito explícito, siempre habrá muchas 
formas distintas en la que podemos hacer esto. 

Los modelos descritos hasta ahora no tienen cables que conectan los puertos de entra- 
da y salida; es decir, sus dos puertos están eléctricamente aislados. Muchos circuitos de dos 
puertos, tales como los circuitos amp op de etapas múltiples, tienen un nodo común que une 
la entrada con la salida. Puesto que los puertos en los modelos anteriores están eléctrica- 
mente aislados, un solo cable que se añade entre los puertos, no transmitirá ninguna co- 
rriente, y no cambiará ninguna caída de corriente o de voltaje. De forma que los modelos 
anteriores, al añadir un cable para cerrar el circuito, pueden utilizarse como modelo de nodo 
común (tierra común), así como de circuitos de dos puertos eléctricamente aislados. Los 
circuitos en donde hay un nodo común entre los puertos de entrada y salida, también se 
conocen como circuitos de dos puertos de tres terminales. En la figura 15.29 se muestra un 
modelo de un circuito de dos puertos de tres terminales para el tipo anteriormente descrito. 

Además del modelo convencional de dos puertos que contiene dos fuentes controla- 
das que aparecen en la figura 15.29(b), los circuitos de dos puertos de tres terminales tienen 
otro tipo de modelo que aprovecha la configuración de nodo común. Considérese un circui- 
to de dos puertos general con los parámetros-z dados en (15.71). Supongamos que suma- 
mos el término (z,,—Z,¡)1, a ambos lados de (15.71b), lo que resulta en 


V¡ =2¡1, + z1.b (15,74a) 
A = V) + (212 — Z2)1, = 2121, + zo2L> (15.74b) 
Obtengamos la descripción en parámetro-z del circuito de la figura 15,30, utilizando termi- 


nales a—a' como la puerta de salida y V”, como el voltaje de puerto de salida. Este circuito 
contiene tres impedancias, marcadas como Z¡ —Z;2 Z22— Z,1 Y Z¡. Calculando los paráme- 


FIGURA 15.29 (a) Circuito de dos puertos con tres terminales; (b) modelo. 


Sección15.7 Modelos de dos puertos 627 


628 


(27 221, 


FIGURA 15.30 Modelo de circuito para circuito de dos puertos de tres terminales. 


tros-z de la forma conocida, puede verificarse fácilmente que este circuito obedece la des- 
cripción de dos puertos 


V, =2¡¡1, + z:2L (15.75a) 
V, = 21211 + 22h (15.75b) 


A continuación observamos de la figura que V?,= V, + (Z,,—Z,)I,. Combinando esto con 
(15.75), regresamos con la forma general (15.71). De este modo, la figura 15.30 es un 
modelo de circuito general para un circuito de dos puertos de tres terminales con paráme- 
tros de impedancia Z;, 17, Z,1 y 72. En contraste con los modelos anteriores, contiene una 
sola fuente controlada. 

En el importante caso especial z,,=Z,,, incluso esta fuente controlada restante desa- 
parece, lo que resulta en el modelo que contiene únicamente impedancias. Los circuitos de 
dos puertos para los que z,,=Z,, 0, de modo equivalente, en términos de parámetros y, y ¡,= 
y,, Se conocen como bilaterales. Puede demostrarse que todos los circuitos que contienen 
únicamente impedancias son bilaterales, y por consiguiente pueden tener un modelo me- 
diante tres impedancias en la configuración Y que aparece en la figura 15.30. 


Obtengamos un modelo compacto de dos puertos para el circuito de la 
figura 15.31(a), un modelo sin trayectorias cerradas internas. Comen- 
cemos obteniendo los parámetros-z para este circuito. Poniendo la sa- 
lida en circuito abierto, y colocando una fuente de corriente unitaria en 
la puerta de entrada, la ecuación de la trayectoria cerrada es 


1L — D+(s+3L = 
donde I, = 1/(s+4). 


(a) (b) 


FIGURA 15.31 (a) Circuito para el ejemplo 15.16; (b) modelo de dos 
puertos sin trayectorias cerradas internas. 
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543  3s+11 


Y, =M) +11-L)=2 z 
AA A 


_ 3 
—s+4 


V, y V, forman la primera columna de la matriz-z. A continuación, 
poniendo la entrada en circuito abierto, y poniendo la fuente de co- 
rriente unitaria en la salida, 


3 +1) + (s+ DL =0 


Resolviendo para I, y luego V, y V, como en el primer experimento, la 


Y), = 3L 


matriz-z es 
3s + 11 3 
a sia a s+4 s+4 
E 3 352 +75 +16 
544 A 


Comparando esto con la figura 15.30, se muestra enla figura 15.31(b) 
un modelo de dos puertos para este circuito bilateral de tres terminales 


con 
3s +8 
La = 7211 — = —— 
A 11212 vd 
35? + 4s +16 
Lap =2Z2 -— 212 = —————— 
s(s +4) 
Z = = — 
Cc = 212 sa 


Todo par de bobinas acopladas forma un circuito de dos puertos bilateral, como pue- 
de verse de (15.73). Si pueden unirse las dos bobinas para formar un circuito de dos puertos de 
tres terminales, el modelo que contiene únicamente impedancias de la figura 15.30 con z;, 
=z,, es un modelo de circuito sumamente útil para bobinas acopladas. El modelo reemplaza 
el par de bobinas acopladas, con sus acoplamientos magnéticos por tres bobinas simples, 
no acopladas. Nótese que, aun si el par de bobinas acopladas no tienen un nodo de refer- 
encia común, en tanto que no haya una conexión eléctrica externa entre ellos, siempre 
puede instalarse un cable de circuito cerrado entre las bobinas sin afectar la corriente o 
caída de voltaje de ningún elemento. Esto se debe a la LCK generalizada, que garantiza un 
sólo cable entre subcircuitos que de otro modo estarían eléctricamente aislados, no trans- 
mite corriente, 


Obtenga un circuito equivalente para la figura 15.32(a) que no tenga 
bobinas acopladas ni fuentes controladas. Las leyes ¿—v para las bo- 
binas acopladas son 


V;¡ = 2sl, — 2sL (15.76a) 
V), = —2slÍ, + 35h (15.76b) 


Conectando a y a”, podemos utilizar el modelo de terminales que apa- 
rece en la figura 15.30, que, para el caso bilateral z,,= Z,,, contiene 
sólo impedancias. Con z,¡ —Z,,=4s, Z,,-Z,2= 55, y Z,2=-—2s, el resul- 
tado aparece en la figura 15.32(b). 
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Dos puertos Dos puertos 


(a) (b) 
FIGURA 15.32 (a) Circuito para el ejemplo 15.17; (b) equivalente. 


Finalmente, recuérdese del capítulo 11, que un conjunto de impedancias de tres ter- 
minales configurado en Y, como el de la figura 15.32(b) y figura 15.30, tienen un equiva- 
lente configurado en A. De este modo, la transformación Y-A puede utilizarse para 
convertir estos modelos a modelos equivalentes con el mismo número de elementos, pero 
con menos trayectorias cerradas (configuración Y) o menos nodos (configuración A). Las 
fórmulas de conversión Y— A y A— Y aparecen en la sección 11.5 como (11.31) y (11.32). 


Ciertos circuito de dos puertos de tres terminales tiene parámetros-z 


2(4s + 1) 4s 
le | e 4ds+3 45+3 
Za Zo| | -20s+3) 4s(s +2) 

45 +3 4s +3 


Con base en la figura 15,30, enla figura 15,33(a) se muestra un mode- 
lo de circuito para este circuito. Utilizando las fórmulas de conver- 
sión Y-A (11.31) con 


ds +3 4s +3 4s +3 
a = , pb= Ty Y, = 
2(2s +1) 4s(s +1) 4s 


llegamos al modelo equivalente de dos puertos que aparece en la figu- 
ra 15.33(b). En ambos modelos, los valores dentro de los apartados 
son impedancias 


(a) (b) 


FIGURA 15.33 (a) Modelo de dos puertos para el ejemplo; (b) modelo 
de dos puertos equivalentes, utilizando la transformación Y-A. 
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EJERCICIOS 


15.7.1. — Un circuito de dos puertos tiene parámetros z,,=4s+1,Z,,=2s, 
Z,1==s, y Z2,= 3s + 1. Encuéntrese un modelo de circuito con dos fuentes de 
voltaje controlado y utilicese Thevenin-Norton para convertirlo a un modelo 
con dos fuentes de corriente controlada. 


(a) 


(b) 
EJERCICIO 15.7.1 


15.7.2. ¿Cuáles son las condiciones para que un circuito de dos puertos 

de tres terminales tenga un modelo de circuito que contenga únicamente im- 

pedancias? Formúlese en términos de los diversos parámetros de dos puertos. 
Respuesta 21=%21, Y12=Y21 M12=-M2, 812-821 $=T=1(Sy 

T son los determinantes de las matrices s y t que se muestran en la tabla 15.2) 

15.7.3. Aplíquese el modelo de la figura 15.30 a un par de tres terminales 

de bobinas acopladas. Compárese el resultado con la figura 15.11, 
Respuesta Sonidénticos 


Iniciamos nuestro estudio de los circuitos eléctricos en los capítulos 1 y 2 considerando las 
propiedades de los circuitos básicos de un puerto (dos terminales): resistencias, fuentes, 
combinaciones en serie-paralelo, y así sucesivamente. La potencia y versatilidad de estos 
circuitos simples de un puerto no nos parecía obvio de sus comportamientos limitados 
como circuitos individuales de un puerto, pero se nos hizo evidente cuando se interconec- 
taban dos o más. De los pares RC emergieron filtros pasa-bajas o pasa-altas y de las combi- 
naciones RLC derivamos la resonancia, de las interconexiones de unidades de amp op 
obtuvimos circuitos que simultáneamente tenían alta ganancia y amplitud de banda, y así 
sucesivamente. 


Sección 15.8 Interconexión de circuitos de dos puertos 631 


632 


Lo que es verdad para circuitos de un puerto, es también verdad para los de dos 
puertos, Su verdadera utilidad emerge únicamente de su interconexión. Ciertamente, nues- 
traprincipal motivación para estudiar circuitos de dos puertos tiene que ver con el hecho de 
que podríamos instrumentar un enfoque de diseño de circuito basado en su interconexión. 
Propusimos resolver complejos problemas de diseño descomponiéndolos en un conjunto 
de tareas de entrada y salida muy definidas, cada una resuelta por un simple circuito de dos 
puertos. La solución del problema general yace en la interconexión de estos circuitos de 
dos puertos. 

En la presente sección consideraremos varias formas prácticas de interconectar cir- 
cuitos de dos puertos. Nuestro énfasis estará en obtener la descripción de dos puertos del 
circuito general a partir de las descripciones de sus componentes de dos puertos interconec- 
tados. 

Se dice que dos circuitos de dos puertos están conectados en cascada, si el puerto de 
salida de uno está unido directamente al puerto de entrada del otro, como se muestra en la 
figura 15.34. En conjunto, forman un solo circuito de dos puertos general, cuya puerta de 
entrada es el puerto de entrada de A, y cuyo puerto de salida coincide con los de B. Nos 
referiremos a Á como el circuito de dos puertos de entrada y el B como el circuito de dos 
puertos de salida de estar en interconexión en cascada. Los circuitos de dos puertos indivi- 
duales Á y B tiene matrices de parámetro de transmisión, cuya notación es 


A MEE a [Res] B: Ni E cal 
, I 1 €, > L £ e, =L 


Examinando el puerto en el que se interconecta, claramente V, = V,e-L =L o 


de LE E Va | 
e, tl, -L 


donde la última proviene de la descripción de dos puertos de B. Sustituyendo esto en la 
descripción de dos puertos de A, obtenemos 


vw Te, e 710t, 5 104 
A a ra 


Circuito de dos puertos general 


FIGURA 15.34 (a) Interconexión en cascada de circuitos de dos puertos. 
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Ahora (15.77) es la forma de una descripción de dos puertos de transmisión, 


v; tu to || Va 
= 15.78 
Y | E 2% A ( ) 


del circuito general interconectado, donde las f;,, son los parámetros de transmisión general 
para par de circuitos conectados en cascada. Comparando (15.77) y (15.78), debe ser el 
caso que 


to ta | A tp] € 
= 15. 
le 157) ES Jl 8 (3:19) 


La matriz de transmisión general para un par de circuitos de dos puertos conectados en 
cascada es el producto de sus matrices de transmisión, donde el primer miembro de la 
multiplicación es el circuito de dos puertos de entrada. 

Para obtener la descripción de transmisión general, únicamente necesitamos multi- 
plicar las matrices de transmisión individuales entre sí en el orden natural (en primer lugar 
la matriz de dos puertos de entrada). Recuérdese que, en general, las matrices no son con- 
mutativas; es decir, el producto de matrices 4B en general no es igual a BA, de forma que el 
orden sí altera el producto. 

La simplicidad con que pueden derivarse los parámetros de transmisión general de la 
interconexión en cascada, de los parámetros de transmisión individual, no pasa alas demás 
descripciones de dos puertos. Por ejemplo, no hay una relación simple entre los parámetros 
de impedancia de dos circuitos y los parámetros de impedancia de su interconexión en 
cascada. Por esta razón, es útil convertir a parámetros de transmisión antes de calcular la 
descripción de dos puertos de una conexión en cascada. 


Dos circuitos A y B se conectan en cascada en la figura 15,34. Desea- 
mos conocer la descripción híbrida del circuito de dos puertos resul- 
tante, dada las descripciones híbridas individuales. 


Primero convertiremos las descripciones dadas a parámetros de trans- 
misión. Para A, s(s + 3)-3s = 5? y la conversión es, por latabla 15.2, 


la +] 
B P|- a A 


s+3 
5 


Haciendo lo mismo para B, H?=4 (s+1)+1=4s+5 y 
e to _[|4s+s 4 
E, LB LL 1 
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La matriz de transmisión general es su producto, escribiendo primero 
(multiplicando primero), la matriz de transmisión del circuito de en- 


trada de dos puertos Á. 
bo 4 
E le El 
€ SJl6 €, 


Ea to 
ti ta 
s 1 
4 
$43 Í la | 
$ 


s+1 1 


N) 
Realizando la multiplicación de matrices, los parámetros de transmi- 
sión de la conexión en cascada de A y B son 


ti =s(4s +5) + 15 +1) =45?+65 +1 
to=s(49+1(1)=4s+1 


s+3 
Ss 


45? + 18s + 16 
to = PRICES 


1 
(45 +5) +=(5+1D= 
4s +13 


s+3 1 
to) = ——- (4) + -(1) = 
Ss Ss 


La tabla 15.2 cita la conversión de los parámetros de transmisión a 
parámetros hibridos como 


EAN 
Ea «6 -1 to] 


ho ho too 


donde T=t, ¡t,,—t;¡2t,1. El resultado final es 


4s +1 2 
== 454185416 
e E ge s 


hz ho» a 
s(4s + 1) -3 
4s + 13 4s + 13 
—S 4s? + 18s + 16 
4s + 13 4s + 13 


La ecuación (15.79) puede generalizarse fácilmente a una cadena de tres o más ele- 
mentos en cascada. Supongamos que el orden de la condición en cascada es ABC siendo A 
el circuito de dos puertos de entrada y C el circuito de dos puertos de salida. Entonces T,,= 
T,T, donde T, y T, son matrices de transmisión para Á y B y T,,es la matriz de transmisión 
A conectada en cascada con B. Cuando esto se conecta en cascada con C, tenemos la triple 
cascada: T,p.= T¿¿1.=T,T,T,. Las matrices de transmisión en una cadena de circuitos 
en cascada se multiplican en orden natural. 

Otra interconexión común es la interconexión en paralelo que aparece en la figura 
15,35, Las terminales positivas de cada puerto están conectadas entre sí, y el nodo se define 
como la terminal positiva del conjunto interconectado. Puesto que 


Le) LE) 
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Circuito de dos puertos general 
FIGURA 15.35 Interconexión en paralelo de circuitos de dos puertos. 
entonces, utilizando las matrices de admitancia de los dos circuitos, 
El a [Y 2 ]]+[% Ni (15.80) 
L Ya Ya LV ya Ya JLV; 
Pero de la figura nos es claro que los voltajes son iguales: 
v; ve v? 
= = 15.81 
Y] -14]-L 058 
Y combinando las últimas dos ecuaciones, 
HERE A 
L YA Y Ya Ya JJ LV 
Ésta es una ecuación de la forma 
Pa | pl e y || V 
10) ya y2JLV 


de forma que debe ser la descripción de admitancia (en parámetro-y) de la combinación en 
paralelo. 


H ta Loa (15.82) 
Y2a1 Yy2 


Y +YA Y + Y 


La matriz general de admitancia para circuitos de dos puertos en paralelo es la suma de 
sus matrices individuales de admitancia. 

Del mismo modo que los parámetros de transmisión son los más compatibles con 
interconexiones en cascada, son los parámetros y los más adecuados para el caso en parale- 
lo. Nótese que en tanto que conexión en paralelo significa algo muy distinto para los circul- 
tos de un puerto y para los de dos puertos, en ambos casos podemos resumir el resultado al 
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Circuito de dos puertos general 


FIGURA 15.36 Interconexión en serie de circuitos de dos puertos. 


decir que las admitancias en paralelo se suman. En un caso nos referimos a admitancias 
escalares, y en el otro a matrices de admitancia, pero aun así la regla sigue siendo la misma. 

El tipo tercero y último de interconexión que consideraremos es la interconexión en 
serie que aparece en la figura 15.36, Aplicando LVK en cada puerto, 


(v.] -[61+) 


Sustituyendo las descripciones de impedancia para Á y B, 


1-12 2100-12 26) 
S eE (15.83) 
va 21 Z2 | Z, E L 


Pero las corrientes de puerto de entrada son todas iguales, al igual que las corrientes de 


puerto de salida: 
[e | E ] ' ] 
L 16 B 


Al sustituirlo en (15.83), esto resulta en 


OREIRO 
v2 2 Za 2 27])[b 


b b 
ls sl E Zi2 +21) 


a b a b 
Zn 22 2 +2 Z2+Za 


La matriz de impedancia general para circuitos de dos puertos conectados en serie, es la 
suma de sus matrices de impedancia individuales. 
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Deseamos conocer la función de transferencia H(s) = Vs /V (5) lc) = 05 
conocida como proporción de transferencia del voltaje de circuito 
abierto, para el circuito en la figura 15.37. Puesto que cualquier des- 
cripción de dos puertos es una caracterización completa del compor- 
tamiento de los puertos del circuito, una función de transferencia que 
involucra únicamente variables de puerto como esta H(s), pueden 
calcularse fácilmente una vez que se conoce una descripción de dos 
puertos. Examinando la figura 15.37, el circuito general consiste de 
dos circuitos de dos puertos en forma de T en paralelo, todos en serie 
con un circuito de dos puertos que consiste de un solo capacitor, como 
se muestra en la figura 15,38. Puesto que las admitancias en paralelo se 
suman, iniciemos el procedimiento obteniendo las matrices de admi- 
tancia para N, y N,. Para N, primero fijamos V, =1 y V,= 0, Entonces 


1 _s+2 
2/5 Cs +4 
1+[%55] 


y por división de corrientes 


1 s+2 _ 2 
A+ (s/D)s +47 5s+4 


Invirtiendo los lugares del circuito cerrado y la fuente de voltaje unita- 
ria, por la simetría del circuito veremos que obtendremos los mismos 


sl 


(a) (b) 


FIGURA 15.38 (a) Circuito anterior como interconexión de tres 
circuitos de dos puertos; (b) Ny, Na, N3. 
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valores anteriores, con sus índices invertidos. Entonces, para N,, 


Yu ya 1 [s+2 -2 
Ni: = 15.84 
ES dd ml -2 cal ( ) 


N, se analiza del mismo modo. Con V,=1 y V,¿=0, tenemos 


; 1 s(s+8) 
124 14) — 
l+4 ETT 8(s +4) 
y por división de corrientes 
s/4  s(s+8) s? 


TE a F286+D 86+A) 


N, tiene la misma simetría que N,, de forma que 


Yu Ya 1 s+88 —s | 
N»: = 15.85 
? pu eel 8(s +4) | ==?  s%+8s ( ) 


Sumando (15.84) y (15.85), llegamos a la descripción de admitancia 
de N,, que es la interconexión en paralelo de N, y N,: 


nm: [Yu Yael _ 1 s+165+16  —(s? +16) 
2olya yal“ 8s+0| (+16) s+165+16 


A continuación necesitamos combinar N,, en serie con N,. Puesto que 
las matrices de impedancia en serie se suman, convertiremos nuestra 
descripción de N,, a la forma de impedancia. Pero las matrices en z y 
en y son inversos una de la otra, de forma que 


Nip: 2 Z2| [Yu 2 
2 loz za Yan Y2 
s+165+16  —(s? +16) 13 


Ci NG (+16) s.+165+16 


donde utilizamos el hecho de que si P =4Q, donde P y O son matrices 
cuadradas y a es un escalar, entonces P”' = (1/a)0”!. El determinante 
es 


(s? + 165 + 16)? — (s? + 16)? = 325? + 2565? + 5125 


(15.86) 
= 32s(s + 4)? 
y 
Ni Zu 22 | _ 1 s? + 165 + 16 s2 +16 
e zm Za|  4s(s+4) s.+16 s2+165 +16 


También necesitamos la matriz en z para N,. Al inspeccionar la figura 
15.35(b), vemos que conuna fuente de corriente unitaria en cada puer- 
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to, el otro en circuito abierto, los voltajes de puerto son V, = V,=1/s de 
forma que, 


TA | 

N N 

e 

N N 

» 

N n» 

A | 

Il 
NN 
E 


Sumando los parámetros-z para los dos circuitos de dos puertos en 
serie N,, y N,, los parámetros-z para el circuito general son 


Zi1 ES 1 

Za Za 4s(s + 4) 
s2+205+32 5s.+4s+32 
s+45+32 s2+205 +32 


(15.87) 


Anteriormente, postulamos que cualquier función de transferencia, 
tales como V,/Vi|; - . que se necesitan en este caso, pueden determi- 
narse fácilmente de una descripción de dos puertos. Los parámetros-z 
satisfacen 


Vi; =211) +Z12L 
Va) = Z211; + zh 
Fijando 1,=0 y dividiendo la segunda ecuación entre la primera, 


Va(s) Z21 
H = == 15.88 
MO ua a 
y ala luz de (15.87) 
s2+4s5+32 
HS) = 77720432 


lo que completa el ejemplo. 


Se requiere de una nota final de precaución acerca del uso de estos resultados. Vimos 
anteriormente que es posible, si no somos cuidadosos, terminar un circuito de cuatro termi- 
nales, de forma que se viola la condición de puerto, y el circuito no se opera como un 
circuito de dos puertos. Si la condición de puerto no es verdadera, nuestras repre- 
sentaciones básicas de dos puertos y todos los resultados que surgen de ellas, no podrán 
aplicarse. También es posible, e incluso probable, que ciertas interconexiones entre dos 
puertos causarán violaciones de condiciones de puerto para uno o más de dos circuitos de 
dos puertos interconectados. Para utilizarlos resultados de este capítulo, debe evitarse una 
violación de la condición de puerto. 

Una forma de garantizar que la condición de puerto quede satisfecha en todas partes, 
es introducir un transformador de aislamiento ideal 1:1 y en cualquiera de los puertos de 
cada uno de los circuitos de dos puertos que se interconecta, como se muestra en la figura 
15.39(a). Puesto que el primario no es más que un tramo de cable que conecta las terminales 
superior e inferior, es claro que la condición de puerto debe quedar satisfecha. Y puesto que 
se satisface en este caso, aplicando LCK a los dos puertos como si fuese un todo, también 
se satisface en el otro puerto. Si, por decir algo, se ponen en paralelo cinco circuitos de dos 
puertos, entonces serán suficientes cuatro transformadores, puesto que el quinto circuito de 
dos puertos debe satisfacer la condición de puerto si ocurre los mismo con el resto. 

Si no deseamos sumar transformadores de aislamiento, debemos poner cuidado en 
que las condiciones de puerto se satisfagan en los puertos generales de entrada y salida de 
la interconexión, es decir, que no haya conexiones cruzadas como en la figura 15,24(b). 
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Aun así, los circuitos individuales que componen las interconexiones pueden violar la 
condición de puerto. Únicamente en el caso de conexión en cascada se satisface la condi- 
ción de puerto de cada circuito, en tanto que se satisfaga la condición de puerto del circuito 
general. Para los circuitos en serie-paralelo hay un útil caso especial. La condición de 
puerto siempre se satisface trivialmente para dos puertos en paralelo o en serie, si cada uno 
de los dos puertos es del tipo de tres terminales, como se muestra en las figuras 15.39(b) y 
(c), y las terminales comunes de ambos circuitos se unen como se muestra. Por ejemplo, en 
la figura 15.39(c), puesto quelX, +1,=I, + L el, el, fluyen a través de circuitos cerrados 
en paralelo, podemos asignar I, =1, e 1,= 1, satisfaciendo de este modo la condición de 
puerto para cada circuito de dos puertos en serie. Debe considerarse, sobre la base de caso 
por caso, otras interconexiones en serie y en paralelo. Si no hay una conexión terminal 
común, bien pueden violar la condición de puerto, y posiblemente no sea aplicable el aná- 
lisis de dos puertos. 

En esta sección estudiamos las conexiones en cascada, en paralelo y en serie de cir- 
cuitos de dos puertos. Descubrimos que las matrices de transmisión en cascada se multipli- 
can, las matrices de admitancia en paralelo se suman, y las matrices de impedancia en serie 
se suman. La simplicidad de estos resultados nos estimula a convertir, con ayuda de la tabla 
15.2, a la matriz de dos puertos apropiada antes de intentar determinar la presentación de 


€ 
Y 

t 

D 
ye 
DS 
Lo 


Circuita de dos puertos Circuito de dos puertos 


(b) (c) 


FIGURA 15.39 Interconexiones garantizadas para satisfacer la condición de puertos. (a) Por 
acoplamiento con transformador; (b) en paralelo; (c) en serie. 
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dos puertos general. Cada circuito interconectado debe seguir satisfaciendo la condición de 
puerto, con el fin de que este procedimiento sea aplicable, porque sólo entonces tendremos 
verdaderamente una interconexión de circuito de dos puertos como se definieron y estudia- 
ron anteriormente. Si no trabajamos con un circuito de dos puertos de tres terminales, esto 
puede necesitar la suma de un transformador de aislamiento 1:1. 


EJERCICIOS 


EJERCICIO 15.8.1 


22 E 


15.8.1. Obtenga la matriz-f y determine el voltaje a través del puerto de 
entrada si cuatro de estos circuitos se conectan en cascada, la salida se pone en 
circuito abierto, y se coloca una fuente de a +2-A en el puerto de salida. 

Respuesta t,¡=2,t,,=12,t,1=3,tp2=3;20.2 V 
15.8.2, Cuando dos circuitos de dos puertos (a) y (b) se conectan en para- 
lelo, y se pone una fuente de corriente unitaria en la entrada con una salida en 
circuito abierto como se muestra en (c), la condición de puerto se viola para 
ambos circuitos de dos puertos. 

Respuesta Para que se satisfaga la condición de puerto, se nece- 
sita que L,, =1 41, L2 =Y 42, 11 = V p1, 132 = Y ¿7 Pero XL, = 12 =1 52 =1 41 = 0, en 
tanto que I,, =1',, = 1,1, =Y¿,=-—1, de tal forma que no se satisface ninguna 
de las condiciones de puerto. 


CS 223.7 19 
L; a L,> Li COCITTETOn La 
3 2 AÑ $ : db , 
+ o! + + ms ÓN + 
a o de 
4, t ! ñ 4 1 
; ; o 
Y ! i v, Y; ! y a V, 
1 4 AA 1 
= ; H - == tc 10 El 
ñ 3 ' AÑA EAS o 
E A > E > 
L; La, L La 
(a) Circuito de dos puertos 4 (b) Circuito de dos puertos B 


(c) Conexión en paralelo de Á y B 


EJERCICIO 15.8.2 


15.8.3. Obtenga los parámetros-y para interconexión en paralelo de los 
dos circuitos del ejercicio anterior, examinando el caso de colocar un trans- 
formador de aislamiento 1 : 1, en cualquiera de los puertos de cualquiera de 
los circuitos de dos puertos, y sin colocar el transformador de aislamiento. 

Respuesta Conel transformador de aislamiento y,¡= Y22=-—Y12= 
—y 1 =2. Sin éste, los parámetros = y no existen (admitancia infinita, entrada y 
salida están en circuito cerrado enconjunto). 
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La inductancia mutua se señala en SPICE mediante la inclusión de una declaración de 
elemento de la forma. 


LXXXXX y LYYYYY son los dos inductores, y KVAL es el valor del coeficiente de 
acoplamiento. k = M/WL,L, donde L, y L, son las autoinductancias y Mes la inductancia 
mutua como en (15,20). Se requiere que el valor de k esté dentro del rango 0 <k <1, de 
forma que deben aproximarse los transformadores ideales fijando a k en un valor justo 
menora 1.000. Para propósitos de la convención de punto, se considera que los puntos están 
situados en los primeros nodos especificados en las declaraciones de elemento de 
LXXXXX y LY Y Y Y. 

SPICE no permite nodos “flotantes”; es decir, debe haber siempre una trayectoria 
de entre cada par de nodos, de forma que el voltaje de cada nodo en referencia al nodo de 
referencia (nodo 0) está bien definido. Si deseamos utilizar SPICE para analizar un circuito 
que tiene un transformador que divide el circuito en dos subcircuitos eléctricamente aisla- 
dos, debemos realizar ciertos pasos para evitar que SPICE se queje. Puede introducirse un 
cable que cierre el circuito entre dos inductores, sin afectar las corrientes o voltajes de los 
elementos. Si hay una conexión entre subcircuitos que contengan los dos inductores, pero 
es una conexión puramente capacitiva, una cuya impedancia de sea infinita, debe introdu- 
cirseen una resistencia muy grande en la conexión que se suma, para evitar un significativo 
flujo de corriente en esta conexión simulada. 


Determine la potencia en estado estable ac suministrada a la resisten- 
cia de carga 5-0 si el transformador tiene un acoplamiento unitario, y 
determínese el coeficiente de acoplamiento en el que la potencia se 
reduce a 10% de este valor. A continuación se muestra el archivo de 
entrada SPICE para la evaluación de acoplamiento unitario. Nótese 
que los extremos inferiores de los inductores se conectaron entre sí 
para sumar una trayectoria de entre los subcircuitos primario y secun- 
dario, y que el coeficiente de acoplamiento se fijó en 0.99999 para 
cumplir con el rango permitido 0 <k<1. 
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FIGURA 15.40 Circuito para el ejemplo 15.21. 


La salida de SPICE resultante indica que VM(3)= 164.1 V, de forma 
que la potencia suministrada a la carga 5-Q es 164,12/(10)=2.693kW. 
El voltaje de carga en el que se reduce la potencia en 90% es 
VM(3)/10 = (0.10)(2693) o VM(3) = 51.9 V. Volviendo a hacer co- 
rrer el archivo de entrada con el valor de k disminuido por el proceso 
de prueba y error, obtenemos que esta condición se satisface para 
k=0.994 (hasta tres cifras significativas). Nótese que se requiere úni- 
camente de una pequeña corriente de fuga para reduciren gran medida 
la eficiencia de un circuito de transmisión de potencia con transforma- 
dor acoplado. 


Puede utilizarse SPICE para determinar descripciones de dos puertos, pero sólo en 
frecuencias específicas. Sustituyendo s por ¡wm en cualquiera de los dos puertos, resulta en 
ecuaciones en dominio fasorial, que pueden evaluarse utilizando SPICE en el modo .AC. 


Verifiquemos los resultados del ejemplo 15.20, en donde los paráme- 
tros-z para el circuito de la figura 15.37 fueron 


zp Zpa|_ 1 s*+205+32 5*+4s5 +32 
zm al  4s(s+4)| 5 +45+32 s?*+20s + 32 


Sustituyendo s porto, los parámetros-z en la frecuencia angular (9) son 


llos a | 


za (jo) za(jo) 


ES 1 62-)+20j0 (320) +4j0 
4jo(jo+4) | G2— 0 +4j0  (32-0w%)+20j0w 


Utilizaremos SPICE para verificar el valor de los parámetros-z en las 
frecuencias de 1 y 10 Hz. Se requieren de dos experimentos para obte- 
ner los parámetros-z para un circuito de dos puertos. A continuación se 
muestra el archivo de entrada SPICE para el experimento 1, en donde 
la fuente de corriente unitaria se sitúa en el puerto de entrada, y el 
puerto de salida queda en circuito abierto. Nótese que se han puesto 
resistencias 100-MQ en paralelo con los capacitores para eliminar no- 
dos flotantes. Puesto que la impedancia de cada capacitor es menor en 
muchos órdenes de magnitud, el error introducido es despreciable. 
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A continuación se muestra una porción de la salida: 


Estos valores corresponden a la primera columna de la matriz-z para 
= 21 y 0 = 201. Para el experimento 2, se modifica el archivo de 
entrada editando la declaración de fuente 11 al nodo de referencia 5 en 
lugar del nodo 1, moviendo de este modo la fuente unitaria al puerto de 
salida, y el circuito abierto al puerto de entrada. La correspondien- 
te salida de SPICE es la segunda columna de la matriz-z para estas dos 
frecuencias. 


Ciertamente, coinciden estos valores. Por ejemplo, en f= 1 Hzo wm= 
2r rad/s, 


(32 — w?) + 20j0w 


z11(5271) = Cora 


= —0.394 + ¡0.0545 


0=2x7 


lo que concuerda con losresultados del primer experimento para V(1). 
En f= 10 Hz o 0=20r rad/s, 


(32 — 0) + 20jw 


Zo2(207r) = oqo+a 


= -0.252 + ¡0.0635 


w=20x7 


lo que concuerda con el valor del segundo experimento para V(5). 
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EJERCICIOS 


15.9.1. — Verifíquese el cálculo de impedancia para el ejemplo 15.6 para 
=1 rad/s y 0=2 rad/s utilizando SPICE. 
Respuesta Utilizando una fuente 1-A en el nodo de entrada 


(nodo 1). 


que concuerda con (15.38b) paras=jw=j1l y 72 
15.9,2..  Verifíquese el cálculo de respuesta transitoria del ejemplo 15.4 
utilizando SPICE, 

Respuesta Lasalida graficada del archivo de entrada SPICE que 
se muestra concuerda estrechamente con el resultado ¿,(0), £ > 0, del ejemplo 


15.9.3, Verifíquese el voltaje calculado en el ejercicio 15.8.1 utilizando 
SPICE. Utilícese el enunciado de control .SUBCKT para definirel circuito de 
dos puertos, y utilicense cuatro llamadas de subcircuitos dentro del archi- 
vo de entrada, 


Los elementos pueden interactuar eléctricamente, a través de los cables quelos conectan, o 
magnéticamente, cuando el campo magnético creado por uno de los elementos influye 
sobre el otro. La inductancia mutua hace que la corriente y voltaje de terminal de un induc- 
tor dependa de los de otro mediante su interacción magnética. De forma más general, la 
corriente y voltaje de cualquier par de cables, o puerto de entrada, afecta alos de un segundo 
par, o puerto de salida, con los que están eléctrica o magnéticamente conectados. Las re- 
presentaciones de circuitos de dos puertos son conjuntos de ecuaciones que muestran las 
relaciones de entrada-salida en los dos puertos. 
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El voltaje inducido en una bobina acoplada consiste de un término proporcional a la derivada de su 
propia corriente, más los términos proporcionales a las derivadas de las corrientes que fluyen a 
través de cada uno de sus elementos de bobina acoplada. Los coeficientes de estos términos de 
acoplamiento, se conocen como inductancia mutua. 


El coeficiente de acoplamiento entre dos bobinas acopladas es una inductancia mutua dividi- 
da por la media geométrica de sus inductancias. 


Un transformador es un dispositivo para cambiar los niveles de voltaje, corriente o impedan- 
cia enun circuito. Consiste en un par de bobinas acopladas con un núcleo común. 


Un transformador ideal eleva el voltaje mediante la proporción de espiras, reduce la corriente 
por el inverso negativo de la proporción de espiras. 


Un transformador ideal no disipa potencia eléctrica. 


Un circuito con dos pares de terminales accesibles, cada una satisfaciendo la condición de 
puerto, se conoce como circuito de dos puertos. Estos circuitos son descritos por pares 
de ecuaciones que involucran a las cuatro variables de puerto. 


Hay seis conjuntos distintos de parámetros de dos puertos: impedancia o parámetro-Z, admi- 
tancia o parámetro-Y, híbrido, hibrido inverso, transmisión y transmisión inversa. Son cada 
una resultado de una elección específica de dos de las cuatro variables de puerto para actuar 
como variables independientes en las ecuaciones de dos puertos. 


Las matrices de transmisión de circuitos de dos puertos conectadas en cascada se multiplican, las 
matrices de admitancia de los circuitos de dos puertos conectados en dos puertos se suman, y las 
matrices de impedancia de circuito de dos puertos se suman, 


Poniendo un transformador ideal en cualquiera de los puertos de un circuito de dos puertos, 
garantiza que se satisface la condición de puerto. 


PROBLEMAS 


15.1. SupongaqueZ,=£,=0.1H,M=0.05 H,N =M,=1000 
espiras. Obtenga las corrientes de fuga de (y, 0,2 y los flujos 


totales d, y 6, que influyendo sobre los inductores si ¿, = 31 +2 
A, 1)= 34. 


PROBLEMA P15.1 


15.2. Un par de bobinas acopladas tienen auto-inductancias 
L,=1H,L,=5H. Sií,(£)=5c0s 21 A, ¿(1)=2c05 21 A, ¿cuál 
esla amplitud A máxima de la unión de flujo sinusoidal A,(t) = 
A cos(2£+ 4) que pasa por la bobina 1? ¿La amplitud mínima A? 


15.3. Cuando a” y b' se conectan en circuito cerrado en la 
figura del problema 15.1 la inductancia de a entre bes 10H, y 
cuando a” se conecta en circuito cerrado con b, la inductancia 
entre a y b' es 7 H. Obtenga la inductancia mutua M, 
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15.4. £,¡=L,=2H,M=1 H y diy/dt positiva resulta enuna u, 
negativa, Obtenga í, e l, para t >0, 


PROBLEMA P15.4 


15.5. Si 0x0)=0, determínese la potencia p(() y energía w(1) 
para las bobinas acopladas del problema 15.1 anterior, con las 
corrientes que se indican. 


15.6. Suponga que L,=1H, L,=5H, M=2Henla figura 
del problema 15.1. Obtenga las potencias instantáneas pico en 
watts, que se suministra a los inductores si i(f)=3 cos1 A, iz = 
sen(t + 459) A. ¿Esta potencia se disipa en forma de calor? 
Explique. 
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15.7. Cuando se hacen dos bobinas idénticas para transmitir 
simultáneamente una corriente de de 1 A, cada una tiene una 
corriente de unión i, = 1, = 10Wb. Cuando se cubre una de la 
otra de forma que la corriente de una no influye sobre la 
otra, la corriente de unión se eleva a 12 Wb, Obtenga Men 
ambos casos. 


15.8. Obtengalas leyesi-v enlosdominioss y de tiempo. En 
ambos casos ¡,(0—) = 1 A, ¿,(0-) =0. 


h » 


+. e 
vWiH 7H Y v 2H 2H 2 
e xa po + 
1H 
PROBLEMA P15.8 


15.9. Obtenga i,(t) en el estado estable ac. 


19 


5 cos 7 V 


PROBLEMA P15.9 


15.10. Obtenga el valor en estado estable ac de vr(1). 


2H 
00 


3 cos 41 V (E 


00 


+ 
28 Url) 


PROBLEMA P15.10 


15.11. Obtenga ux(t) en el circuito del problema 15.10 para 
¿>0si ur(0—)=0. 


15.12. Obtenga ¡(f)en el estado estable ac. 


10 cos (1 + 45%) A 


PROBLEMA P15.12 


Problemas 


15.13. Determine Z(s), la impedancia orientada hacia este 
circuito. 


PROBLEMA P15.13 


15.14. Obtengal, y Iz utilizando análisis de malla. 


10z0* Y (+) 


PROBLEMA P15.14 


15.15. Obtenga y para t > 0si ¡¿=2 u(£) A. Utilice análisis 
de malla y suponga que no hay energía almacenada inicial 
ent=0, 


PROBLEMA P15.15 


15.16. Repita 15.15 utilizando análisis nodal. 


15.17. Obtengalacorriente ac en estado estable ¿,(+) utilizan- 
do análisis de malla, 


12 410 20 292 


> 
100 cos + V a) S = 12 LF 
A 
M 
PROBLEMA P15.17 
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15.18. Obtenga vt), £> 0 si v(0—) = 12 V. 


1HS 120 


PROBLEMA P15.18 


15.19. Obtenga el voltaje V a través de la fuente. 


3L15 A 


PROBLEMA P15.19 


15.20. Determine la impedancia reflejada Zz, las proporcio- 
nes de corriente y voltaje 1/1,, Vy/V, para el circuito del pro- 
blema 15.17. 


15.21. Determine la impedancia reflejada Zp, las proporcio- 
nes de corriente y voltaje L/T,, V¿/V, para el circuito del pro- 
blema 15.19, 


15,22, Resuelva 15.17 utilizando el modelo de bobina no 
acoplada de la figura 15.11 y análisis nodal. 


15.23. Obtenga lI,. 


PROBLEMA P15.23 


15,24. Obtenga la función de transferencia 
H(s) = Va(s)/Vi(s)L(5)=0 
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PROBLEMA P15.24 


15.25. Escriba las leyes ¿— uv en los dominios de tiempo y s. 
No suponga que las corrientes iniciales son cero. 


. 
+ lo = - 
Y | | Uv v 
- + + 
1:83 
(a) 
PROBLEMA P15.25 


15.26. Obtenga el valor en estado estable ac de v,(%) para 
v¡(£) =50 sen31V, 


00 I 


PROBLEMA P15.26 


15.27. Repita 15.26 para v,(t) = 50e* sen 3£V, 


15.28. Obtenga u,(1) en el problema 15.26 sitodas las condi- 
ciones iniciales en el instante £ = O son cero y v¡(1) =u(2). 


15,29. Sil=2Z0A, ¿cuál es la proporción de espiras en n? 
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1 1 
o. 

3Z0A [ = 4 
lin 


PROBLEMA P15.29 


15.30. Obtenga I, en el problema 15.14 reflejando dos veces 
las impedancias en los primarios. 


15.31. Obtengal; en el problema 15.14 reflejando dos veces 
las fuentes en los secundarios. 


15.32. Obtenga la potencia promedio real suministrada por 
la fuente, 


11040 V rms 


PROBLEMA P15.32 


15.33. Obtenga los parámetros-z para este circuito de dos 
puertos, Repita para los parámetros-n (no use la tabla 15.2). 


5 IF bh 
=> O <= 


PROBLEMA P 15.33 


15.34. Obtenga los parámetros-y para este circuito. Repita 
para los parámetros de transmisión (no use la tabla 15.2). 


PROBLEMA P15.34 


Problemas 


15.35. Obtenga los parámetros de transmisión inversa e hí- 


brido inversos para el circuito del problema 15.33 (no use la 
tabla 15.2). 


15.36. Obtenga los parámetros-z realizando los dos experl- 
mentos descritos en la sección 15.6. Repita para los paráme- 
tros-». Verifique que las matrices son inversa una de la otra. 


PROBLEMA P15.36 


15.37. Obtenga las variables de puerto li, 1), Uj, Uz. 


PROBLEMA P15.37 


15.38. Un.circuito de una matriz de transmisión 
ls Al o] 
1 (s) -3 2s]L-—IL(s) 


Obtenga las variables de cuatro puertos, si ambos puertos es- 
tán terminados con copias de circuito de un puerto que se 
muestra, alineado de forma que la terminal a está conectada a 
los extremos positivos de ambos puertos. 


4H 


MO 


, 
a 


PROBLEMA P15.38 
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15.39. Obtenga los parámetros híbridos de este circuito de 
dos puertos con a—a' como el puerto de entrada y, b-b' como 
puerto de salida. Luego obtenga U,¿= Uy, Up" = VA En términos 
de L(s). 


PROBLEMA P15.39 


15,40. Obtenga las seis descripciones de parámetros de dos 
puertos para el circuito del problema 15.33, calculando las 
descripciones de parámetro g de los experimentos y el resto de 
la tabla 15.2, 


15.41. Obtenga las seis descripciones de parámetros de cir- 
cuito de dos puertos del problema 15.34, calculando los pará- 
metros híbridos de dos experimentos, y el resto de la tabla 15.2. 


15.42. Obtenga los parámetros-z, y obtenga la impedancia 
orientada hacia el puerto de entrada, con el puerto de salida en 
circuito abierto V/T¡|,, - o y la impedancia orientada hacia el 
punto de salida con la entrada en circuito abierto Vy/I|, - o. 


L(5) Lts 
1 2H (5) 
+ + 


Vis) 1F Lp vas) 


PROBLEMA P15.42 


15.43. Determine los parámetros de transmisión, y la fun- 
ción de transferencia 1,/L ly, =0 


PROBLEMA P15.43 


15.44. Determine la función de transferencia de ganancia de 
voltaje en el circuito abierto de un circuito de dos puertos, de- 
finido como H(s) = Va(s)/V¡(5)lz.cs) = o, En términos de sus pa- 
rámetros-z Z¡¡(s), Z1Xs5), Za1(s), ZAS). Repita para los 
parámetros híbridos, 

15.45. Obtenga la transconductancia 


H(s) = D(s)/V1(5)l1,(59=0 


para un circuito de dos puertos general, en términos de sus 
parámetros híbridos inversos, y el término de sus parámetros 
de transmisión. 


15.46. Obtenga los parámetros híbridos del circuito de dos 
puertos que consiste de dos copias del circuito del problema 
15.33 en paralelo. 

15.47. Obtenga los parámetros-y del circuito de dos puertos 
que consiste de dos copias del circuito del problema 15.33 en 
cascada. 

15.48. Obtenga los parámetros-£ del circuito de dos puertos 
que consiste de dos copias del circuito del problema 15,33 en 
serle. 

15.49. Obtenga los parámetros-z de tres copias del circuito 
del problema 15,43 en cascada. 

15.50. Obtenga los parámetro-g de tres copias, del circuito 
del problema 15.43 en paralelo. 

15.51. Obtenga los parámetros de transmisión inversa de 
tres copias del circuito del problema 15.43 en serie. 


15.52. Obtenga la descripción en parámetro-p. 


20 ks2 


PROBLEMA P15.52 


Problemas usando SPICE 


15.53, Utilice SPICE para determinar los valores en estado 
estable ac para las cuatro variables de puerto. 
1 1 
—F F 
¡ 4 12% 3 
4. 192 


50 cos 377 Y Es S 
2H 


PROBLEMA P15.53 
15.54. Repita el problema 15.53 si las bobinas acopladas 
son reemplazadas por un transformador ideal con proporción 
de espiras n =20. 
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15.55. Obtenga los parámetros-z Z,¡(/0), Z,2(/0), Z21(0), y 
z2,(¡0) en 0 = 1 y 0 = 100 rad/s. Utilice el modelo de amplifi- 
cador de voltaje ideal para el amp op con ganancia de trayecto- 
ria cerrada abierta 10”. 
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PROBLEMA P15.55 


15.56. Obtenga el valor paraM en el que la amplitud en esta- 
do estable ac de uv, se reduce a y de su valor, cuando sus bobi- 
nas están unitariamente acopladas. 


5 cos 301 A 


PROBLEMA P15.56 


15.57. Determine los parámetros-y y 10), y 1200), y21(0), 
y22(/0) en (0 = 377 rad/s si se pone en cascada 10 copias del 
circuito del problema 15,34. Resuelvautilizando SPICE y sub- 
circuitos .SUBCKT, 


Problemas más complejos 


15.58. Cuando b se conecta en circuito cerrado b”, el otro 
inductor satisface v, = 4di,/dt. Cuando a se conecta a circuito 
cerrado a a”, el otro inductor satisface v, = 2di,/dt. Si L, = 5H, 
obtenga Me indique si el punto debe estaren bob”. 


S a M bey. 
in roo ja 
o 


+ + 
vw L; La Y 
a y 

PROBLEMA P 15.58 


Problemas 


15.59. Demuestre que un transformador real, con 0<k<1l, 
satisface la condición de pasividad ((£) > 0 para toda £. 


15.60. Obtenga!1,(*) enestado estable ac. Las bobinas 4 H y 6 
H están acopladas con M,=2 H (puntos negros). Las bobinas 
6 H y 5 H también están acopladas con M,= 4 H (puntos blan- 
cos). Las bobinas 4 H y 5 Hno están acopladas. 


2 cos 41 A 


15 cos 41 V 


PROBLEMA P15.60 


15.61. Dibujeun circuito para el que los parámetros híbridos 
no existan, pero que existan los demás parámetros. Calcule los 
valores de las cinco descripciones restantes de circuitos de dos 
puertos para su circuito. 


15.62. Obtenga la matriz-h para el circuito de dos puertos. 


10 k82 


PROBLEMA P15.62 
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Jean Baptiste Joseph Fourier 
1768-1830 


Un gran poema matemá- 
tico. 


Lord Kelvin, acerca de las series 
de Fourier 


a orrrrcrarncons.. 


es y transform adas 
| de Fourier. 


_ En 1822 se o public una obra pionera. en su campo que ejercería gran influencia 
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Contenido del capítulo 
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16.4 Respuesta a entradas periódicas = 16.8 SPICEy el análisis de Fourier 
16.5 Espectros discretos y gráficas Ñ AuSn 

de fase 2” Problemas 


Casi cualquier función matemática de interés práctico puede expresarse como superposi- 
ción de sinusoides. Esta observación, que nos legó el gran matemático y físico francés Jean 
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), tiene importantes aplicaciones para el análisis de 
circuito, Puesto que los circuitos lineales satisfacen el principio de superposición, significa 
que podemos escribir la respuesta a cualquier entrada en forma de sinusoides si conocemos 
la respuesta. La respuesta sinusoides es la respuesta de frecuencia, que se presentó en el 
capítulo 14. A la clara luz de la observación de Fourier, la idea de la respuesta de frecuencia 
cobra un significado expandido. Esuna herramienta para predecirla respuesta de un circui- 
to lineal a cualquier clase de entrada, y no sólo a entradas sinusoidales. La capacidad de 
expresar una señal arbitraria como superposición de sinusoides, también implica que los 
fasores son una herramienta mucho más generalizada de lo que habíamos sospechado hasta 
este punto. Sobre la base de una expansión de Fourier de una entrada arbitraria en sinusoi- 
des, puede aplicarse el análisis fasorial a cada sinusoide componente del circuito. Luego, 
puede utilizarse la superposición para determinar la respuesta general, Por consiguien- 
te, pueden utilizarse los fasores en circuitos lineales de forma sumamente general 
para determinar las salidas impulsadas por entradas no sinusoidales al igual que las 
sinusoidales. 

La forma que cobra la superposición en componentes sinusnoidales depende de si la 
señal es periódica. Para señales periódicas, obtendremos una suma directa de sinusoides 
conocida como serie de Fourier. De otro modo, la superposición cobra la forma de una 
integral, y la representación resultante se conoce como transformada de Fourier. Primero 
discutimos algunas de las propiedades básicas de las señales periódicas, y luego el proceso 
mediante el que pueden obtenerse las series de Fourier para funciones periódicas. Se pre- 
sentan dos formas de las series de Fourier, las formas trigonométrica y exponencial com- 
pleja, que están estrechamente relacionadas mediante la identidad de Euler. Utilizamos 
este resultado y el principio de superposición para obtener la respuesta de un circuito lineal 
a cualquier señal periódica. Luego nos concentraremos en las señales no periódicas, defi- 
niendo la transformada de Fourier y mostrando su relación a señales no sinusoidales y a la 
transformada de Laplace introducida en el capítulo 12. Se desarrollarán algunas propieda- 
des útiles de la transformada de Fourier, y el presente capítulo concluye con una breve 
discusión de SPICE y el dominio de Fournier. 
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Como se hizo notar primeramente en nuestro estudio de las propiedades de los sinusoides 
en el capitulo 8, una función f (1) es periódica si existe una constante real T > Otal que 


FU+T)= f(t),  —paratoda— 00 <tf<-+00 (6.1) 


La T mínima que satisface (16.1) se conoce como periodo de f(t), y se mide en unidades de 
tiempo. La ecuación (16.1) indica que 


f(t+nT)= f(0), paratoda— 00 <t < +00, todos los enterosn (16.2) 


El periodo Tes la cantidad mínima con la que podemos desplazar la gráfica de f(t) y hacer 
que coincida con su forma no desplazada, en tanto que (16.2) identifica otros valores de 
desplazamiento que tienen el mismo efecto: 27, 37, —T, y así sucesivamente. 

Las funciones periódicas quedan completamente especificadas por sus valores sobre 
cualquier periodo, como puede verse de (16.2). Sea 


fr) = ful — to) — u(t — to — T)] (16.3) 


una función que puede ser no nula sobre un intervalo finito de duración 7 que se inicia en to. 
Luego, sumando copias desplazadas de f7(£), definimos 


f0= Y fr +nT) 


n=—00 


como la extensión periódica de f7(£). f7 (£) es, a su vez, designada generador de su exten- 
sión periódica f (£). tp y T son el tiempo inicial y duración del generador fy (t). f(t) es 
claramente periódica, puesto que por (16.4) 


f64+mT)= Y fr +(M+m)T) 


n=-—00 
yconi=n+m 


00 

= Y fr +iT)=0) 
En tanto que esto verifica que f(£) es periódica, nótese que la duración T del generador fr (t) 
no siempre coincide con el periodo de f(t), puesto que puede haber un número menor que 
satisfaga (16.1) para f (£). Por ejemplo, si f (£) es una función periódica de periodo T y 
consideramos cualquier f7 (t) en (16.3) con duración 27, entonces su extensión periódica f (1) 
simplemente reproduce a f (£) misma. El periodo de f(*) sigue siendo T, no la duración 27 
de su generador f7 (£). En el ejemplo 16.1 se ilustran estas ideas. 


Considérese la función f (t) = e-!*l. Claramente, no se trata de una 
función periódica. Las extensiones periódicas de dos funciones gene- 
radoras de duración y tiempo inicial distintos, ambas tomadas a partir 
de f(£), aparecen en la figura 16.1. Para ayudar a la visualización, un 
periodo de la extensión periódica se ha señalado con puntos. 
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fO=e ul 


(a) 


hAO=F00 luto ut D)] gro =0 ju[t+ 5)- ue — n)] 


FIGURA 16.1 (a) f(2); (b) un generador hy(t) y su extensión periódica; 
(c) un generador distinto g,(t) y su extensión periódica. 


El desplazamiento mínimo de la función k(£) en la figura 16.1(b) para el que la gráfica 
coincide consigo misma es claramente 7 = 1, y la de la figura 16.1(c) es T= 3/2. Considé- 
rese a continuación un generador 7 (1) de duración 3 tomada de la función h (£) de la figura 
16.1(b) que se inicia ent=0: 


7 (6) = h(lu(t) — u(t — 3)] 


Este generador contiene exactamente tres periodos de X(1). Desplazando por 3 y sumándola 
como en (16.4), vemos que la extensión periódica h'(£) de h7 (£) es simplemente una réplica 
de h(£) cada tres periodos de tiempo. De forma que »'(*) = h(£), y el periodo de esta función 
es T= 1, como se hizo notar anteriormente. Ésta es menor que la duración 3 del generador 
hr (0. 

Las funciones periódicas pueden poseer propiedades de simetría que facilitan su 
análisis. Si una función f(4) =f(t) se designa función par, y si una función cumple f(t) = $ 
(1) se conoce como función impar. Las funciones periódicas sólo necesitan probarse para 
saber si son pares o impares, sobre el periodo único, simétricamente situado —7/2 <t<+T72, 
Dada cualquier =t + nTcon—T/2 < t +T/2, entonces por periodicidad (4) =f(0), y sif(£) 
=f (4), entonces (4) =N(4-nT) =f(+4) =f(t) y por consiguiente la función es par. El 
argumento para f (t) periódica e impar es similar. 

La función coseno Á cos (of es par puesto que Á cos (0(—£), =A cos (t, y la seno es impar, 
puesto que Á sen (M(—£) =—4 sen wr. La función exponencial compleja eJ0! se compone de 
la suma de una parte real par, cos 0, y una parte imaginaria impar, sen (f, 

S1£(1) y g, (t) son ambas funciones pares, entonces la combinación lineal general de 
ambas 


h() = Ki felt) + K2go(t) 
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también es par, puesto que 
h(=1) = Ki felt) + K2ge(—1) 


= Ki f(t) + Koge(t) =hM(1) 
en tanto que por un razonamiento similar, cualquier combinación lineal de funciones impa- 
res es también impar. Por consiguiente, las sumas y diferencias de funciones pares son 
pares, y de funciones impares son impares. Los productos de funciones pares e impares 
heredan propiedades simétricas en la misma forma en que lo heredan los productos de 
enteros pares e impares. Para f.(£) y g¿(t) pares, 


h(t) = felt)go(t) 
implica que 
AED = fdo) = fel1ge(t) =h(t) 
de forma que h(r) es par. El producto de una función par f¿(£) y una impar g,(1) es 


h(t) = AO) 
AED = f—0 got) =— felt)go(t) = —h(t) 


y el producto es impar. El producto de funciones pares es par, el de funciones impares es 
también par y el producto de una función par con una par es impar. 

En tanto que existen funciones arbitrarias que no son pares ni impares, pueden ser 
reescritas como la suma de dos componentes, donde cada una posee la propiedad de sime- 
tría. Toda f (t) puede expresarse como la suma de una función par y una función impar. 
Definamos 


de forma que 


FO+ ff) 
2 


felt) = (16.5a) 


PO=J=0 


foKt) = 2 


(16.5b) 


como la parte par f.(t) y la parte impar f, (t) de (6). Claramente, £.() ==) y (0 =-—f 
(-£) como se requiere de las funciones pares e impares. Sumando (16,5a y b) 


SAY) + fot) = 0) 
lo que verifica que su suma es f (1). 


Obtengamos las partes par e impar de una función periódica f(£) = 2 
cos(3t + 30%). Debido al desplazamiento de fase de 30”, esta función 
no tiene simetría par ni impar. Por (16.5a) su parte par es 


JD = 30 cos(3t + 30%) + 2 cos(—31t + 309)] 


= cos(31 + 30%) + cos(31 — 30%) 
Utilizando las identidades para el coseno de suma y resta de ángulos, 


= YE cos 31 — ¿sen 3t) + dE cos 31 + 3 sen3t) 
fet) = 13 cos 31 (16.6) 
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y, por (16.5b), 


Sokt) = 3[2cos(3t + 30%) — 2 cos(—31 + 30%)] 


= (/2cos 31 — Isen3t) - (/3 cos + lsen3t) 
0... fot) =-—sen3t (6.7) 


£2(0 y fo(£) son claramente par e impar, respectivamente. El resul- 

tado f(0) =£.(0) +f,(0) con f. (t) en (16.6) y fo(é) en (16.7), de hecho 
proviene directamente de la identidad del coseno de suma de ángulos 
(estas identidades trigonométricas se tabulan en la primera guarda, al 
reverso de la portada). La parte par de un sinusoide es una función 
coseno, y la parte impar es una función seno. 


Finalmente, recordamos ciertos promedios de funciones periódicas que se definieron 
por primera vez en el capítulo 7 en el contexto del estado estable ac. Las funciones de 
periodo 7 poseen un valor medio o promedio 


1 to+T 
lu=z] fat (16.8) 
to 
y un valor cuadrado medio 
1 to+T 2 
e =7 frota: (169) 
to 


donde las integrales varían sobre un periodo 7, y £, es arbitraria. El valor cuadrado medio 
también se conoce como la potencia promedio en f(t). La raíz cuadrada del valor cuadrado 
medio es el valor rms de f(£): 


t+4T 
Sims = y La =/7/ [fOPd: (16.10) 


Por ejemplo, el valor promedio de la función f (£) que aparece en la figura 16.1(b) es 


1 
Fay a edt=1-e" 
0 


y los valores cuadrado medio y rms son 


1 
1 
1 / eYdt=>(1-e7?) 
0 2 


e2—-1 
Seras = y lá = y 20 


Podemos simplificar ligeramente el cálculo de estos promedios para funciones pares e 
impares. Para una función par f¿ (0), 


TN 


/ 
fo(t)dt 
0 


TN 1 


1 y 1 
a=pf, £00=5 |, s00+7 


T JT 
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Cambiando la variable de integración de ta —x en la primera integral en la extrema derecha, 


tenemos 
1 T/2 -1 0 1 TN 2 TN 
- ¿(10dt = 7/ f—ddx+ 5 ¿(dt == e(10dt 16.11 
Td Í. Then 7), Í. A Í. (16.11 


Por consiguiente, el valor promedio de una función periódica par es su promedio sobre el 
semiperiodo [0, T/2]. Sif(t) es impar, las dos integrales en la suma anterior se cancelan, 


1 TN -1 fo 1 T/ 
Zz Frli== A fleddi+z|  fovd=0 (16.12) 
Y T Jrn T Jo 


y el valor promedio de una función periódica impar es cero. 
Cada uno de estos promedios serán de interés en la descomposición de funciones 
periódicas en sus componentes sinusoidales, que examinaremos a continuación. 


EJERCICIOS 


16.1.1. Demuestre que la combinación lineal general de funciones impa- 
reses impar, y que el producto de funciones impares es par. 
16.1.2. Obtenga y dibuje las partes par e impar de la función f (t) que 
aparece enla figura 16.1b. 

Respuesta Para0<t<1, fx0) =3 (et + ed), 0 =3(e—etr") 


St) 


14 e 
2 


(b) 


EJERCICIO 16.1.2 


16.13. — ¿Esf(tí)=sent+ cos wm periódica para 0= 37 Deserasí, ¿cuál es 
el periodo de/(2)? Repita para 0=Y2. 
Respuesta Si; T=6r; no 
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Nuestro trabajo anterior sobre el estado estable ac enfatizó el hecho de que muchas fuentes 
prácticas son sinusoidales. Sin embargo, esto no implica que todas las funciones periódicas 
de fuente de interés práctico sean sinusoidales. Por ejemplo, considérense las cuatro fun- 
ciones periódicas que se muestran en la figura 16.2. La primera, onda diente de sierra, se 
utiliza para barrer un rayo de electrones a través de la fase de un tubo de rayos catódicos 
para generar una imagen. Su generador es una rampa con tiempo inicial t¿= 0 y duración 7. 
La segunda, onda seno rectificada, es común en receptores de comunicación y fuentes de 
potencia. 


O) 


FO 
A 
1 
0 T 27 3T 4T 
(b) 
O) 
Á 
1 
0 T T 3T 27 
2 (o) 2 
FO 
A 
1 
0 T 2T 3T 4T 


(d) 


FIGURA 16.2 (a) Onda dientes de sierra; (b) onda sinusoidal completa y 
totalmente rectificada; (c) semionda sinusoidal rectificada; (d) onda cua- 
drada. Un periodo aparece señalado con puntos. 
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Su generador es un semiperiodo de una onda seno. La siguiente, onda seno semirectificada, 
también aparece en fuentes de poder, y la onda cuadrada en los circuitos de reloj de compu- 
tadoras digitales. Ninguna de estas funciones es sinusoidal. Aquí consideraremos cómo 
funciones de ésta clase pueden expresarse como suma de sinusoides. 

Como lo demostró Fourier, si una función periódica f(£) con periodo T satisface un 
conjunto de condiciones más bien generales, puede representarse por la serie infinita de 
sinusoides. 


OS a + a, cos wo + a7 cos 2wt ++ :- 


+ b¡senogt + basen2wot ++. 


o, de forma más compacta 


0) 


[ee 
+ Na, cos not + b, sennopt) (16.13) 


n=1 


FO = 3 


donde 0 =21/7. Esta serie se conoce como serie trigonométrica de Fourier, o simplemen- 
te serie de Fourier, def(t). Las a, y b, se conocen como coeficientes de Fourier y dependen 


def(0). 
Los coeficientes de Fourier pueden determinarse con facilidad. Comencemos obte- 
niendo ay, que puede hacerse integrando ambos lados de (16.13) sobre un periodo comple- 


to; es decir, 
T T 
/ fidt = / di 
0 o 2 


00 pT 
+ Y / (a, cos nu! + b,sennwpt)dt 
n=1 90 


Cada término de esta sumatoria es la integral de una sinusoidal sobre n de sus periodos 7, = 
T/n. Puesto que el valor promedio de una sinusoidal sobre un periodo es cero, la suma es 
cero y, por consiguiente, tenemos simplemente 


2 T 
a = 7f fW0dt (16.14) 


A continuación, multipliquemos (16.13) por cos mt, donde m esun entero no nega- 
tivo, e integremos. De esto resulta 


T Ta 
0 
/ f(0) cos mugidt = / 3 cos mo! dt 
0 0 


00 T 

+ Ya | cos mont cos nount di 

n=1 0 
00 T 

+ Yo / cos muptsennog! dí (16.15) 
n=1 0 
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Utilizando las identidades trigonométricas descritas en la tabla mencionada, 
cos mt cos ny! = 1 (cosín + mjwgt + cosín — m)ogt) 
cos moptsennot = 3 (sen(n + m)oot +sen(n — m)ont) 


Aplicando esto a (16.15), cada término de la suma es nuevamente cero, puesto que es la 
integral de un sinusoide sobre una integral de periodos, excepto el término donde n = men 
la primera suma. Este término está dado por 


e 2 TÍ T 
Am cos” muni dt = — Am = Um 
0 “00 2 


de forma que 


2 T 
Am = 7/ f(t) cos mont dt, m=1,2,3,... (16.16a) 
0 


Finalmente, multiplicando (16.13) por sen mogt, integrando, y aplicando el mismo argu- 
mento, obtenemos 


2 T 
by = 7/ flOsenmontdt,  m=1,2,3,... (16.16b) 
0 


Notamos que (16.14) es el caso especial, m = 0 de (16.164) (lo que explica por qué 
utilizamos ap/2 en lugar de ay para el término constante). También, puesto que f(£) y cos 
nop! son ambas funciones periódicas de periodo 7, su producto es periódico de periodo 7. 
Similarmente, el producto de f(t) y sen not es también periódico con periodo 7. De este 
modo, lo podemos integrar sobre cualquier intervalo de longitud 7, tales como de ya ty +7, 
parauna garbitraria, y los resultados serán los mismos. Por consiguiente, podemos resumir 
al expresar los coeficientes de Fourier en la forma 


2 to+T 
7/ F() cos not dt, 
0 


n=0,1,2,... 


16.17 
n=1,2,3,... ( ) 


e) to+T 
7/ fltO)sennoot dt, 
to 


Hemos reemplazado el subíndice m por n para que corresponda con la notación de (16.13). 

El término a, cos núpf + b, sen núyt en (16.13) a veces se conoce como armónico 
enésimo, por analogía con la teoría musical. El caso n = 1 es el primer armónico, o funda- 
mental, con frecuencia fundamental (y. El caso n = 2 es el segundo armónico con frecuen- 
cia 2009, y así sucesivamente. Nótese que la frecuencia 260 del segundo armónico está una 
octava (un factor de 2) sobre la fundamental, y el cuarto armónico está una octava sobre el 
segundo y dos octavas sobre el fundamental, El término ap /2 es el componente constante, 
o dc, y por (16.14) puede verse que es el valor promedio de f (£) sobre un periodo. Con 
frecuencia, para obtenerlo basta inspeccionar la gráfica de f(£). 

Las condiciones de que (16.13) sea serie de Fourier que represente af (1), donde los 
coeficientes de Fourier están dados por (16.17), son, como hemos dicho, sumamente gene- 
rales y son vigentes para casi cualquier función que encontramos en ingeniería. Las condi- 
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ciones de suficiencia, conocidas como condiciones de Dirichlet son: 


1. f() es continua a tramos. 
2. /(() tiene máximos y mínimos aislados. 
3. f(() es absolutamente integrales a un periodo, 


7 
/ |f(0ldt < 00 (16.18) 
0 


Recuérdese que la continuidad a tramos fue definida en la sección 12.1, y que los 
máximos y mínimos aislados significa que todo intervalo de tiempo finito contiene única- 
mente un número finito de estos puntos. Las funciones que satisfacen las condiciones de 
Dirichlet son iguales en todas partes a sus series de Fourier (16.13), (16.17), excepto en los 
puntos de discontinuidad £ =7 donde las series convergen al valor promedio; [£(1-)+(1*)] 
aambos lados de la discontinuidad. 


Como ejemplo, obtengamos las series de Fourier para la onda diente 
de sierra de la figura 16.3, dada por 


fO=t, —T<t<xE 
fO+4 2) SR $0) (16.19) 


Puesto que 7= 21t, tenemos y =211/T= 1. Si elegimos ty =-xt, enton- 
ces la primera ecuación de (16.17) para n = 0 nos da 


=> / tdt=0 
TJ-x 


Paran=1,2,3,...,tenemos 


1 T 
=> tcosnt dt 
TJ 


T 


1 
7 (cos nt + ntsennt) 
ner 


—KE 


=0 


1 Tr 
— 1 tsennt dt 
Tor 


1 
a (sennt + nt cos nt) 
nt 


Ss 
x= 
8 


T 


RT 


2cosnTr 


n 
_ 2-1"+! 
o on 
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El caso n= 0 debe ser considerado separadamente por la aparición de 
n?2 en el denominador en el caso general. Además, puesto que ay/2 es 
el valor promedio de la onda diente de sierra sobre un periodo, por 
inspección de la figura 16.3 podemos ver que ay=0. 

Denuestros resultados, las series de Fourier para la onda diente de 
sierra es 


sen21, sen3t_ ] (16.20) 


o RS 


La armónica fundamental, así como la segunda, tercera y quinta apa- 
recen dibujadas sobre un periodo en la figura 16.4. Si se toma un nú- 
mero suficiente de términos en (16.20) puede hacerse que las series 
aproximen af(£) de forma muy cercana. Por ejemplo, en la figura 16.5 
se suman los primeros 10 armónicos y se grafica el resultado. 


10) 


FIGURA 16.3 Onda dientes de sierra. 


FIGURA 16.4 Cuatro armónicos de (16.20). 
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FIGURA 16.5 Suma delos primeros 10 armónicos de (16.20). 


Como otro ejemplo, supongamos que tenemos la función generadora 


fr(0 =0, —2<t<-l 
=6, =l1<t<l 
= 0, l<t<2 


con duración T=4. Suextensión periódica esf(£), cuya onda cuadrada 
aparece en la figura 16.6, Evidentemente, el periodo de f(£) es T=4 y 
Wo =21/T= 1/2. Si tomamos t¿= 0 en (16.17), debemos descomponer 
cada integral en tres partes puesto que, sobre el intervalo de 0 a 4, f(£) 
tiene valores 0, 6 y 0. Si tyg=—1, únicamente tenemos que dividir la 


FO 


FIGURA 16.6 Una función periódica. 
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integral en dos partes puesto quef(t)=6de-1a1 yf(t)=0 de 1 a3.Por 
consiguiente, elijamos este valor de fp, para obtener 


2 p/p) 2 fp? 
=3/ sa+zf 0dt = 


Además, tenemos 


2 (1 nt 2 (7 nt 
== _— = — dt 
¡) 5cos 7) ar+3f Ocos > 


12 nr 
= —sen— 
nr 2 
y, finalmente, 
b, = a sentra: +- AN Osen 5 de 
ES 4 
=0 


Por consiguiente, la serie de Fourier es 


=3 12 Ti Ls qe e <<) 
A Sd E TO 
Puesto que no hay armónicos pares, podemos expresar el resultado en 


la forma más ca 
Y CD cos[[Qn — D1]/2) 
2n — 1 
n=1 
Cualquiera que dude de la importancia de seleccionar un buen 


valor de tg en (16.17), podrá tomar £y = 0. Los resultados serán los 
mismos, pero no así el esfuerzo realizado. 


ff) = 


Ahora veamos la forma en que puede simplificarse el cálculo de los coeficientes de 
Fourier a,, y b, sif(£) es simétrica. En (16.17) necesitamos integrar las funciones 


2g(0) =f(t) cos not 


h(0) =F (6) sen no. 


Sif(1) es par, entonces puesto que cos n(pt es par y sen not es impar, g(t) es par y h(t) es 
impar. Por consiguiente, por (16.11) y (16.12), para una función f(£) par 


T/2 
f(O) cosnwit dt, n=0,1,2,... 


(16.21) 
n=1,2,3,... 


y para f(t) impar 
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a, =0, n=0,1,2,... 


4 fT/A (16.22) 
T f(t)sennogt dt, n=1,2,3,... 
0 


En cualquiera de los casos, todo un conjunto de coeficientes es cero, y el otro conjunto se 
obtiene calculando dos veces la integral sobre la mitad del periodo. 

En resumen, una función par no tiene términos seno, y una función impar no tiene 
términos constantes o coseno en su serie de Fourier. Por ejemplo, la función diente de 
sierra del ejemplo 16.3 es impar, y sus series de Fourier no tienen términos coseno, en tanto 
que la onda cuadrada del ejemplo 16.4 es par, y no hay términos seno en su serie de Fourier. 


Para ilustrar el uso de la simetría, obtengamos los coeficientes de Fou- 
rier de la onda cuadrada de periodo 7=2 definida por 


fO=4, O<t<l 


=-4 1<tf<2 
Puesto que 7 = 2, (0 = Tr. La función es par, y por consiguiente, por 
(16.22) tenemos 
An =0, n=0,1,2,... 
4 1 
b, = 5) 4sennzi dt 
2 Jo 
8 n 
= —(11-(D'] 
nT 
En consecuencia, 
bn =0, n par 
16 ; 
=—,  nimpar 
nT 


EJERCICIOS 


16.2.1. Obtenga la representación en series de Fourier de la onda cuadrada 
FO =4, O<t<1 
=-—4, l<t<2 
f0+2)=£() 


[oe] 
Respuesta 16 y sen(2n — 1)7t 


dle 2n-1 
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FO 


EJERCICIO 16. 


z 
2 
2 


6 


16.2.2.  Obtengalos coeficientes de Fourierpara 
f0=3, O<t<l 
=-1, l<t<4 


fE+N=f0 


4 nT 4 nrT 
Respuesta ay =0, an = Pd a? bn = a € — cos 5), 
n= 1,2,3,... 
16.2.3. Obtenga las series de Fourier 
f0=2, PEE 
='0, 5 <t<rxr 
ft+r)=f() 
4 Y sen(2n — 1) 
R ta 1+-— A 
espuesta 1+ - 2, al 


16.2.4. Obtenga las series de Fourier para onda diente de sierra del ejem- 
plo 16.3 utilizando propiedades de simetría. 

16.2.5. Obtenga las series de Fourier para el sinusotde rectificado de se- 
mionda con generador 


fr (t) = 4cos 21 [u (: + 5) —-u (: - 3] 


de duración T y tiempo inicial y =—11/2 que aparece en la figura. 


ATT 
os — 


Respuesta ay = Da = 2, An 
TI 
n=2,3,4,...; bn =0,n=1,2,3,... 
KO 


HET 


EJERCICIO 16.2.5 
16.2.6. Obtenga las series de Fourier para el sinusoide rectificado de 
onda completa (o cicloide) 


F() = l4sen2+] 


que se muestra en la figura anexa. 


6f1 X= 1 
Respuesta — | -— ——— cos 4nf 
Pp m2 AS A, 1—4n? 
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Podemos obtener otra forma de las series de Fourier sustituyendo las funciones seno y 

coseno por sus equivalentes exponenciales, mediante la fórmula de Euler. Esta forma 

se conoce como serie exponencial de Fourier y es extremadamente útil, particularmente 

para considerar respuestas de frecuencia, una de las aplicaciones más importantes de las 

series de Fourier, En esta sección, consideraremos las series exponenciales de Fourier, y en 

la siguiente sección investigaremos las respuestas de frecuencia, o espectros de frecuencia. 
Por la igualdad de Euler 


ss . 
cosnupí = Z (ejroo + ein) 


ri. : 
y senrnúgÍ = — (61700 AN e not) 
2 


Sustituyendo en (16,13) y agrupando términos semejantes, 


00 105) . , » . 
10=2+) (52 - =) giran y (2% = =) abad (16.23) 
n=1 
Si definimos al nuevo coeficiente c,, 
Po E (16.24) 


y sustituyendo para a,, y b, de (16.17) con fy =-—T72, tenernos 
3 ió 
Ca == f(t)(cos not — ¡sennopt)dt 
T J rn 


o, por la fórmula de Euler, 


TN 


1 , 
(a= fuero g: 
TJ rn 


Observamos que para cualquier función f(t) real, a, y b, son ambos reales, de forma que c; 
(el conjugado de c,,) está dado por 


ct sz An A 
T/2 

==> fít)cos not + ¡sennuwyiddt 
T J-1n 


que es evidentemente c.,, (c, con n sustituida por—n). Es decir, 


An + jbn ai 
és “2 =0 (16.26) 
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Finalmente, observemos que 


que, por (16.25) es 
= =C0 (16.27) 


Sumando (16.24), (16.26) y (16.27) nos permiten escribir (16.23) en la forma 


oo e. 
fO=0>+ y Cpelroot y y c_ne Ínoot 
n=1 n=1 


[oe] ñ —=00 
= ) cperrot y Y cetro 
n=0 


n=-1 


Hemos combinado cy con la primera suma, y sustituido el índice de suma n por —n en la 
segunda suma. El resultado puede escribirse de forma más compacta como 


FO DO aa (16.28) 


n=-00 


donde c, está dada por (16.25). Esta versión de las series de Fourier se conoce como serie 
exponencial de Fourier. 


Como ejemplo, obtengamos la serie exponencial para la onda cuadra- 
da del ejemplo 16.5 dada por 


fO= 4, O<t<l 


= 4, l<t<2 


con T=2. Tenemos (0y=271/T= 1, y por consiguiente, por (16.25) 


e ] 
Cn = 5) fmer""dt 
2 4-1 
Para n % 0, esto es 
1 0 ES 1 1 e 
== 2 — ¡nr had de i"rtag; 
Cn ¿/ oe d+ [se 
4 
- —-(1 - (-D"] 
jnx 
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Además, tenemos 


1 1 
co = 5, fud: 


1 f 1p1 
z=zd Adi) dat 
A +3] 

=0 


Puesto que c,, = 0 para n para y c, = 8/¡nTt para n impar, podemos 
escribir las series exponenciales en la forma 


fa) = = y ¿o (16.29) 
n=-00 


El lector puede verificar que este resultado es equivalente al obtenido 
en el ejemplo 16.5. 

Convertir entre series trigonométricas y exponenciales de Fou- 
rier es un proceso muy directo. Por (16.24), los coeficientes de la serie 
exponencial pueden derivarse de la forma trigonométrica por 
An — j Bn 

2 
y por (16.24) y (16.26), los coeficientes trigonométricos son 


Cn = 


An = Cn +Cn. =2Rec, (16.30a) 
ba = Cn — Cn = -2 Imc, (16.30b) 


EJERCICIOS 


163.1. Obtenga la serie exponencial de Fourier para f(£) periódica con 
periodo T=4, 


f(t)=1, =1<t<l 
=0, l <p] <2 


1 $ sen(nx /2) ¡net 2 
———€ 


Respuesta a + — 
LA 


n 
n=—00 
ná0 
16.3.2, La función 
Sa(x) = 
Xx 


llamada función de muestreo, ocurre con frecuencia en teoría de comunica- 
ciones. [Una función estrechamente relacionada es la función sinc, definida 
porsinc x = (sen Ttx)/mx =Sa(mx).] Demuéstrese que si definimos 


Co=límc, 
n>0 
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entonces el resultado del ejercicio 16,3.1 puede estar dado por 


16.3.3.  Generalice los resultados del ejercicio 16.3,2 obteniendo la serie 
exponencial de un tren de pulsos de amplitud $< 7, descrita por 


fO=1, 5 =1<> 


FO D)= (0) 


$ nrsX , 
Respuesta — > A | o j2nat/T 
pi T Sa ( T ) e 


n=-—00 


16.3.4. Demuestre que si f (£) es par, los coeficientes exponenciales de 
Fourier son 


TA 
n= 2-7 FCO cos not dt 
0 


Utilice los resultados para obtener (16.29). 
16.3.5. Obtenga las series exponenciales de Fourier para la función del 
ejercicio 16.2,3, 


+00 E 
Respuesta 1+ y [ae] 


Ad (2n — Dr 


ENTRADAS PERIÓDICAS: 


El principio de superposición asegura que en cualquier circuito lineal, la respuesta forzada 
auna fuente independiente con función de fuente 


vs (t) = w(0) +01(0) +00) ++. 


es la suma de respuestas para cada u;(£). Aquí vu, (£) puede ser una corriente o voltaje. Puede 
aplicarse la superposición para obtener la respuesta a cualquier excitación periódica vy(1) 
que esté representada por una serie de Fourier. La respuesta a cada término de la serie de 
Fourier puede obtenerse utilizando análisis fasorial, y pueden sumarse estas respuestas 
componentes para llegar a la respuesta general. 


Calculemos la respuesta forzada ¡(£) en el circuito que se muestra en la 
figura 16.7, donde la entrada v(t) es la onda cuadrada f(t) del ejemplo 
16.4. Puesto que los términos en la expansión de series de Fourier de 
la fuente están a frecuencias distintas, el diagrama fasorial de la figura 
16.7(b) también se marcó para que pueda aplicarse para cada frecuen- 
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(a) 


FIGURA 16.7 (a) Circuito para el ejemplo 16.7; (b) circuito fasorial. 


cia componente (. La fuente fasorial se marcó como V,,, el fasor aso- 
ciado con el término enésimo v,.(£), que dependerá de la frecuencia (1) = 
n0y de ese término. La salida cuando se utiliza esta fuente fasorial se 
marcó como I,,. La impedancia del circuito es 


(4/04 _6+ jw2 


LA aa L+jo 


Entonces, la corriente I, es 


v, 1+j0 
n= —> == —V, 16.31 
h=-z 23 + jo) ad 
En el ejemplo 16,4, la expansión en serie de Fourier de la onda cuadra- 
da v(£) de periodo T = 4(0, = 1/2) se obtuvo como tipo puramente 
coseno puesto que v(£) es una función par. 


nT 
2 


A quí tenemos la fuente expresada como una serie: 


[0.2] 
v(t) = > + > cos —1 
n=1 


V(1) = WO) + (0) + m(b)+:. (16.32) 
donde 
Volt) = ap /2 (16.33a) 
y 
Uy (1) = a, cosínzit/2), n=1,2,... (16.33b) 


En el ejemplo se obtuvo que ag=6, yparan=1,2,..., 
An = —sen— (16,34) 


Entonces, los fasores de fuente correspondientes a estos términos de 
fuentes son V¿= ay/2=3 y V, = a, La respuesta a Vy es 


1 


po vo=()3=3 (16.35) 
w=0 6 2 


—2(B+j0) 
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y para el término enésimo en la serie de Fourier de la excitación (n= 1, 


De) 
1+ ¡0 
L= == v 16,364 
28 +30 lo-mr)/2 ( ) 
6 [(2+ ¡nx nT 
= A (E sen 5 (16.36b) 
Éstas son las respuestas fasoriales a cada componente de entrada, La 
respuesta general es 
0) =10(0) +40 + (0+--- (16.37a) 
2 nx 
a 2 Mlcos (5 +0,) (16.37b) 


donde, como acostumbramos en el análisis fasorial, la amplitud de la 
respuesta sinusoidal es la magnitud del fasor, y el desplazamiento de 
fase es el ángulo del fasor: 


9, = -L, (16.38) 


La ecuación (16.37b) es la serie trigonométrica de Fourier para la res- 
puesta forzada ¡(£), en donde se han combinado los términos seno y 
coseno en la misma frecuencia. Utilizando (16.36b), podemos evaluar 
los coeficientes de Fourier en esta forma combinada, 


6 |4+n?x? 
L, SEARS PERZIÓ = Li 
Wa! nr Y 36 + n?7? él 


=0, n=0,2,4,... 


Puesto que no hay términos pares, necesitamos calcular únicamente 
los ángulos de fase para n impar: 


T 
8, = tan! E tan E, n=1,5,9,... 
= 100 E tan Em, aa li, 


Lo que completa el ejemplo. 

El lector notará una estrecha similitud entre este análisis y el uso de la función de 
respuesta de frecuencia H(¡0) presentada en el capítulo 14, Ciertamente, la respuesta a las 
entradas periódicas puede calcularse directamente en términos de H(¡w). Recuérdese que 
la respuesta forzada V¿(0) a la entrada fasorial V; (00) a la frecuencia ( es 

Vo(w) = H(jw)V;(w) (16.39) 


Dada la serie trigonométrica de Fourier para una entrada general 


[oe] 
a 
v(t) = > + Y (a, cos nwp! + b,sennwot) 
n=1 
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tenemos fasores de entrada a cada 0) = 1009 dada por 


bn 
V;(nw) = |V;(nop)146/(nw) = Ja? + b24—tan (16.40) 


An 


paran=1,2,...ylan=0(dc), por 


V;(0) = |Vol/9 = a0/2 (16.41) 


Entonces el fasor de salida en (0 = rw es la entrada multiplicada por la respuesta de fre- 
cuencia evaluada en esa frecuencia, 


Va(nw) = Hno) V;(nw) (16.42) 


y la salida sinusoidal general es la suma de cada una de las componentes de salidas sinusoi- 
dales: 


vo(t) = Y *[Vo(no)| cosírcot + G0(1c0)] 


n=0 


donde, por (16.40), 


IV¿(nw)| = Hiro) 11V; (10)! (16.43) 
6. (nw) = ¿“H(nw) + 6 (nv) (16.44) 


Esta última nos recuerda que la ganancia experimentada por la componente en la frecuen- 
cia 00, es la magnitud de la respuesta de frecuencia en esa frecuencia, y su desplazamiento 
de fase es el ángulo de la respuesta de frecuencia. Cada componente de la expansión de 
series de Fourier de la entrada tiene ganancia y desplazamiento de fase dada por H(¡nMp), 
donde la función de respuesta de frecuencia de circuito se evalúa en la frecuencia del 
componente nm. 


Deseamos determinar la salida en estado estable v(£) cuando la entra- 
da i(t) es el tren de impulsos periódico que se muestra enla figura 16.8, 
Claramente, el circuito es estable (no tiene fuentes controladas ni tra- 
yectorias cerradas LC aisladas), de forma que existe una respuesta en 
estado estable y puede calcularse a partir de la respuesta de frecuencia 
H(¡w). La respuesta de frecuencia se deriva de la función de transfe- 
rencia H(s) sustituyendo s por ¡(, como se muestra en el capítulo 13. 
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FIGURA 16.8 (a) i(£); (b) circuito para el ejemplo 16.8; (c) circuito en el 
dominio-s. 


La ecuación nodal en el dominio-s que utiliza condiciones inicia- 
les cero es 


4 1 
( + pa + =1) V(s) = I(s) 


de forma que la función de transferencia es 

AA IE 
"TIO  2+(4/N+[/(5+D] — 252+75+4 
Sustituyendo s pora, tenemos la función de respuestas de frecuencia 


H(s) (16,45) 


+ jw 

(4 — 242) + ¡7 

La magnitud y ángulo de esta función en 6 =xwynos dará la ganancia 
y desplazamiento de fase que asociaremos con cada componente de 
frecuencia n= 0, 1,2, ... Para determinar estas componentes, necesi- 
tamos una representación en series de Fourier de entrada ¡(£). Calcu- 
lando los coeficientes de la forma acostumbrada, y notando que T=27 
de forma que (0, = 1 rad/s (16.46a y b), 


H(jw) = 


An = af $(t) cosínt) dt = 4, n=0,1,2,...  (16.46a) 
=I 


bn = sf S(t)sení(nt) dt =0, n=0,1,2,... (16.46b) 
8: 


Por consiguiente, los fasores para cada componente de la entrada son 
simplemente 


I(nw)) = 1, = 420", n=0,1,2,... (16,47) 
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de forma que los fasores de salida son 


V, = HGnopL, (16.48) 


=p? : 
SS 
LE (4 -2n) + ¡Tn 


Nótese que la componente de será cero, puesto que V,=0. Las series 
de Fourier para la salida son, por consiguiente 


ner o? —jw 
e CI 


v(t) = Y '[V,|oos(nt + Va) (16.49) 


n=1 


o, después de realizar el álgebra, 


nt+n? 
IV, ] =2 AED n= PAZ A (16.50a) 
V 4 


7 
/V, = tan”! (5) n=1,2,3,... (16.50) 
n — Zh 


Esto completa los cálculos necesarios. Nótese que la intensidad de 
entrada (16.47) es la misma a cada frecuencia n0,, en tanto que los 
componentes de salida varían en intensidad debido a la variación en la 
ganancia | H(00) | respecto a la frecuencia. Por ejemplo, el componen- 
te de de la salida es cero. Esto es lo que sería de esperarse, puesto que 
la respuesta de voltaje en estado estable de un inductor a una corriente 
dc es cero, y superpusimos respuestas en estado estable a cada fre- 
cuencia. Á frecuencias muy altas, las amplitudes de respuesta todas 
tienden a 2, reflejando las amplitudes de entrada de 4 y una ganancia 
que tiende a 5 conforme 0 tiende a infinito [a frecuencias muy altas, 
casi toda la corriente ¡(t) fluye a través de la resistencia de 791. 


En los ejemplos precedentes utilizamos series trigonométricas de Founer para des- 
cribir la entrada. De manera equivalente, pueden utilizarse las series exponenciales de 
Fourier: 


00 


v;(t) = y Cp erro (16.51) 


n=-—00 


Puesto que la respuesta forzada a cada componente exponencial compleja e/o! de la entra- 
da se multiplica por A(¡0), utilizando superposición, la respuesta forzada es 


00 
vo(t) = DS H(jnop)c, e tro (16.52) 


n=-—00 


Aunque esto nos parece una atractiva ruta directa a v,(t) en comparación a utilizar las 
fórmulas (16.17) y (16.40) requeridas por las series trigonométricas de Fourier, en la ma- 
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yoría de los casos es deseable expresar la salida v,(t) en términos de funciones reales, es 
decir, sinusoides. De este modo, los términos en +n expresados en (16.52) aún necesitan ser 
combinados por la igualdad de Euler, y se pierde una parte de la aparente ventaja que nos 
ofrece la forma exponencial para calcular. 

En esta sección calculamos la respuesta a una entrada periódica a partir de los fasores 
de salida debidos a cada una de las componentes de Fourier de la entrada, Estos fasores 
pueden determinarse directamente del circuito fasorial o, con mayor eficiencia, a partir de 
la función de respuesta de frecuencia H(¡w). Puede utilizarse la serie trigonométrica o 
exponencial de Fourier para describir la entrada. 


EJERCICIOS 


(a) 


192 


"O 13 


16.41.  Laseñalperiódica/(t) de periodo T=2 quees igual a cosh t[cosh £ = 
3(e*+ 9] para—1< £ <+1, pasaa través de un filtro pasa-bajas ideal H(¡w) 
=u4(O + 4)-u( 0-4). Obtenga la salida forzada g(0). 


1_,¿1 
Respuesta (e* —e >| + ee 


cos(mt + 160] 


16.4.2..  Lacorriente en una combinación paralela de una resistencia 4-Q 
y un inductor 1-H es la onda cuadrada f(£) del ejercicio 16.2,3. ¿Cuál es la 
corriente que entra al inductor 1-H [definida como aquella que satisface la 
convención de signo pasivo conf (()?] Expréselo en términos de series expo- 
+ nenciales de Fourier. 

Respuesta wy=2;C,=0 para n par; c,= 4([¡nr][2 + jn]) para n 
impar 
16.4.3. Obtenga la respuesta en estado estable v(í) en el circuito al tren 
periódico de impulsos v(f) que se muestra. Expréselo como serie trigonomé- 


e trica de Fourier. 
(b) Respuesta 
EJERCICIO 16.4.3 (a) v.(£); (b) circuito para el 2. T2nr(1 — n?2712) sen( YE 
) no. (a) UN ) p ve) = Y cad RO lol 2 cosnít 
ejercicio 16.4.3. apa — n272)? + n2712 
n= 


2n272sen(*E) 
+ | ———__—325 55 |sennrit 


(1- n?27 2)? + n27.2 
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Las series de Fourier revelan que una señal periódica dada es en realidad la suma de com- 
ponentes exponenciales complejos o sinusoidales en frecuencias armónicamente relacio- 
nadas 10, donde cada una tiene su propia intensidad y fase. Es útil poder visualizar la 
intensidad y fase relativas de estos componentes y cómo varían estos respecto a la frecuen- 
cia nt0yde la componente. Estas gráficas se conocen como espectros discretos y gráficas de 
fase discreta. 
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De(16.13) podemos ver que combinando las componentes seno y coseno en una sola 
componente de fase desplazada a cada frecuencia nop, la serie de Fourier 


FO = 


E 
2 


+ y A, cos(nwot + ),,) (16.53) 
n=1 


tiene una amplitud 


y fase 


(16.54) 


Con 4¿=4./2 y A, paran=1,2,...enel caso anterior, la variación de A, conn,n=0,1,2,..., 
revela la forma en que la amplitud de las componentes de frecuencia armónicamente rela- 
cionadas en f (1) cambian respecto a la frecuencia, y $, contra n muestra la forma en que la 
fase cambia respecto a la frecuencia. Puede obtenerse esta misma información de las series 
de Fourier. A la luz de (16.24) 


[cnl =3y/02+b2=34» (16.55) 
y 
l —bn 
LCp = tan A = On (16.56) 


De este modo, una gráfica de | c, | contra n revela la variación de amplitud con respecto a la 
frecuencia, y respecto a Zc,, la variación de la fase respecto a la frecuencia. La gráfica de | c,.| 
contra n para toda n se conoce como espectro de amplitud discreta o espectro de línea 
de f(£), y la de Zc, contra n, el espectro de fase discreta. 


Supongamos que aplicamos la onda cuadrada de la figura 16.9(b) 
como voltaje v(t) a través de un capacitor 1-F. La corriente a través del 
capacitor i(t) podrá satisfacer 


=2 (16.57) 


Puesto que sobre un periodo, digamos—? <t < + 


eS 


0) =4-8u( +10 +8u(0,  -35t<z (1658) 
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(0 
— 


v(t) 1F v() 


(a) 
FIGURA 16.9 Circuito para el ejemplo 16.9. 


luego, diferenciando sobre un periodo de valor de ¡(*) obtendremos 


¡(t) = —80(t + 1) + 86(1), => <t< > (16.59) 


Deseamos comparar la amplitud discreta y espectro de fase de las se- 
ñales periódicas u(t) e ¡(t). Por los resultados del ejemplo 16.5, 


8 . 
v(t):  Ch= nimpar 


jar (16.60) 
=0, n par 


De este modo, el espectro de amplitud es 


v(0:  |cnl = ze n impar 
ES + p (16.61) 
=0, npar 
y el espectro de fase es 
v(t):  Lch =-90", n impar (16.62) 


Con (0,= 1, la serie exponencial de Fourier para ¿(1) tiene coeficientes 
10% : : 
(0): Cc. = 3 E [-88(1 + 1) + 8S(1)]e" "7" di =4(1 — el”) 
7 


Aquí, seleccionamos —3/2 como el tiempo inicial para la integración, 
de forma que los impulsos no coinciden con ninguno de los límites de 
integración. Entonces 


(2): |en] =8, nimpar 
(2): jcnl p (16.63) 
=0, n par 
y LCp =0", nimpar (16.64) 


La amplitud discreta y espectro de fase de las señales periódicas v(t) 
e i(t) aparecen en la figura 16.10, Nótese que, en tanto que u(1) tiene 
componentes de frecuencia cuya intensidad disminuye con (1) grande 
(n grande), el efecto de la diferenciación de v(t) es la de aumentar los 
componentes de alta frecuencia. Ciertamente, sabemos que la deriva- 
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|c, | para v(0) 


4] c,, | para v(r) 


zx 
2 


Zen para i(t) 
-6-5-4-32-1| 1234556 


123456 
(a) (b) 


FIGURA 16.10 (a) Espectro de amplitudes discretas para la entrada u(£) 
y salida ¡(£); (b) espectro de fase discreta. 


da de un sinusoide se multiplica por (o, de forma que los componentes 
de alta frecuencia son relativamente más prominentes. Además, la 
diferenciación provoca un desplazamiento de fase de +90" en todos 
los componentes de frecuencia. 


Finalmente, a menudo es de interés saber la forma en que se divide la potencia en una 
señal periódica entre sus componentes de frecuencia. Por ejemplo, el propósito de rectifi- 
carun sinusoide como en el de la figura 16.2(b), es el de producir potencia dc. Las series de 
Fourier resultantes presentan una componente de potencia, pero también tiene potencia en 
muchas otras frecuencias. O podemos pasar una señal a través de un filtro, y necesitamos 
saber cuánta potencia en la salida permanece dentro de la banda de paso del filtro, y cuánta 
en la banda de tensión. 

Multiplicando f(£) por su conjugado f*(t) en (16.28) e integrando sobre un periodo, 


t0+T to+4T 00 00 
/ FOR dt = / $ yn En cx e domos! gy 
l 


0 to n=-00 m=—00 


Integrando término a término, tenemos cero para los términos en los que nm no es cero, 
puesto que integramos la exponencial compleja sobre un número integral de periodos, y su 
parte real cos(n —m)wpf e imaginaria sen(n —m)0mpf tienen un valor promedio cero. De este 
modo, con los términos restantes n = m con integrandos constantes, 


to+T 00 
il ¡£mPdar=T Y len? 


n=-—00 


Dividiendo entre 7, la potencia promedio o valor promedio cuadrado def (1) es 


[ee 


IPR, = Y ln? (16.65) 


n=-00 
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Podemos identificar cada término a la derecha como una componente única de frecuencia 
def(t). La ecuación (16.65) es la relación de Parseval, que postula que la potencia prome- 
dio en una señal periódica es la suma sobre todas las componentes nde la potencia|c,|? en 
sus componentes de serie de Fourier exponencial. La gráfica de | c,, |? contra n se conoce 
como espectro de potencia discreta de la señal f (£). Consiste de un conjunto de líneas 
espectrales espaciadas a intervalos regulares que nos muestran la forma en que se distribu- 
ye la potencia de una señal periódica sobre el dominio de la frecuencia. 


Determine la amplitud y espectro de potencia de la extensión perió- 
dica f (t) del generador f7(t) = e*con duración T= 1 y tiempo inicial 
to = 0 que se utilizó primeramente en el ejemplo 16.1. En la figura 
16.1b se muestra un dibujo de f(£), y se repite como figura 16.11 por 
comodidad, 


FIGURA 16.11 f(£) para el ejemplo 16.10. Un periodo aparece 
señalado con puntos. 


Con Mp= 21, c, está dada por 


; 1 
E (+27 7, as 1 -— e Utj2rm) 
5 / j TE jznn ] 
ler! 
Cn = ——— 
"14 j27n 


El espectro de amplitud está dado por 


y el espectro de potencia por 


[cn1? = ren 
p Qrny +1 
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Deeste modo, por ejemplo, la potencia de en (n =0) en (1) es (1 -e?. 
Puesto que la potencia total en f(£) es 


1 T 1 
LA =>+ l POd= i/ edi 
T Jo 0 


l 2 
= -(l-e” 
z e”) 
entonces la fracción de la potencia total en esta onda, es decir, en de, es 
iso 
Ue Y = 0.924 
l -e72 


Si seutiliza para desarrollar potencia dc, esta onda tiene una eficiencia 
de 92.4%, con una “arruga” de 7.6% para que la filtre el pasa-bajas. En 
la figura 16.12 se grafican la amplitud y el espectro de potencia. 


lc,l=1— er! lc, (2= (1— e712 


2 -1 0 1 2 2  -1 0 1 2 
(a (b) 


FIGURA 16.12 (a) Espectro de amplitud de f(¿) (b) espectro de potencia. 


EJERCICIOS 


16.5.1. Suponga que la onda f(£) del ejemplo 16.10 pasa a través de un 
filtro pasa-altas con respuesta de frecuencia H(¡w) =j0/(1 +0). Dibuje el 
espectro de líneas discretas de la salida g(4). 


(1 —e1)2x7 |n| 


Respuesta |cn| = 14 Gray 


Ch para 2(0) 


EJERCICIO 16.5.1 
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16.5.2. Reescriba la relación de Parseval (16.65) en términos de los coe- 
ficientes de las series trigonométricas de Fourier. 


1 | a? = 
R t 2 | pa 
espuesta [fla => |> +20 


16.5.3. ¿Cómo se relacionan el espectro de amplitud discreta [c, | y el 
espectro de fase discreta 8, de f(£) con el espectro de amplitud discreta |c,, | y 
el espectro de fase discreta 0, con su derivada d/(t/dt? 

Respuesta | c,, |=| nj6p|c;,|; O, =8, +90* 
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Los espectros discretos nos muestran que la energía en las funciones periódicas está alta- 
mente concentrada en el dominio de frecuencia sobre un conjunto discreto de frecuencias. 
Estas funciones no tienen ninguna energía en la vasta mayoría de las frecuencias, aquellas 
queno satisfacen W=x0m para un entero n. Si debiéramos pasaruna señal periódica através 
de cualquier filtro cuya ganancia en las frecuencias n(0y fuera cero, entonces, sin importar 
su ganancia en otras partes entre estas frecuencias, no saldría absolutamente nada. 

Las funciones periódicas son más uniformes, dispersando su energía de forma conti- 
nua a través del dominio de frecuencias. La transformada de Fourier es una función de una 
( continua, que revela la forma en que la energía en una función no periódica se distribuye 
sobre el dominio continuo de la frecuencia, del mismo modo en que las series de Fourier 
nos demostraron la forma en que las funciones periódicas distribuyen sus energías sólo 
sobre sus frecuencias armónicas discretas 204. 

Iniciamos el desarrollo de la transformada de Fourier considerando una función f(£) 
definida sobre un intervalo infinito, pero que no es periódica y por consiguiente no puede 
ser representada por series de Fourier. Sin embargo, puede ser posible considerar la fun- 
ción como periódica con un periodo infinito, y extender nuestros resultados anteriores para 
incluir este caso. El desarrollo que daremos no es riguroso, pero los resultados pueden 
obtenerse rigurosamente si f (t) satisface las condiciones de Dirichlet de la sección 16.2, 
sustituyendo la condición de cuadrado-integrable por la integrabilidad del cuadrado a es- 
cala total. 


le ¡F(Dldt < 00 (16.66) 


00 


Nuestra estrategia es considerar la extensión periódica f; (+) del generador f7 (1) 


dado por 
A) 


como se ilustra en la figura 16.13. La serie exponencial de Fourier para f,(1) es 


00 
f0= Y enn (16.67) 
n=—00 
donde 
1 TN . 
a=>3 fre ml gr (16.68) 
TN 


Capítulo 16 Series y transformadas de Fourier 


fe 10 


(a) (b) 
FIGURA 16.13 (a) Función fr(2); (b) su extensión periódica fu(£). 


Sustituimos (y por 21/T, y utilizamos la variable x en lugar de £ en la expresión de coefí- 
cientes. Nuestra intención es hacer que 7 —= «o, en cuyo caso f, (t) >. (£). La distribución 
de energía sobre la frecuencia en la f;(£) periódica (16.67), enel límite, revelará la forma en 
que se distribuya la energía en la f(£) no periódica. 

Puesto que el proceso de límite requiere que (04 = 21:/T > 0, para mayor énfasis 
sustituimos 271/7 por Ac. Por consiguiente, sustituyendo (16.68) en (16.67), tenemos 


E T/ ; 
p0= Y (5 / ES ejinao 
= =Tf 


n=-—o00 
(16.69) 
00 1 TN : 
Si la fr (Jeri onsea| Av 
no 127 J-r/ 
Si definimos la función 
1 TN . 
g(w,t) = — fre i2e0dx (16.70) 
2x1 J rn 
entonces, claramente, el límite de (16.69) está dado por 
o) 
e 16.71 
f0= lim Y” g(nAo,1Ao (16.71) 
Aw-=>0 ES 
Por el teorema fundamental del cálculo integral, el último resultado es 
00 
f0= / g(o,t) do (16.72) 
n=—00 


Pero, en el límite, fr >f y T >“ en (16.69), de forma que lo que resulta ser g(0, £) en 
(16.69) es realmente su límite, que por (16.70) es 


O, l 
lí ¿=> 10d 
¿im g(0,t)= > [so 
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Por consiguiente, (16.71) es realmente 


ft) = z 1d Ñ | 1] Ñ parta] du (16.73) 


Podemos escribir este resultado en la forma 


OS se / Ñ | J Ñ peta] el do (16.74) 
271 =o00 =00 


Definiendo la expresión entre paréntesis como la función 


F(jo) = / fe "dt (16.75) 


donde cambiamos la variable de integración de x a t, obtenemos 


1)p% ; 
FO = 7) FjjoJe'"do (16.76) 


La función F(/0) se conoce como transformada de Fourier de f(£), y f(t) se conoce 
como la transformada inversa de Fourier de F(¡0). Con frecuencia, esto seexpresa simbó- 
licamente como 


Ego) = F[fG 
(ju) [FO] (16.77) 


f0) =F[Eo)] 


donde F denota la operación de realizar la transformada de Fourier, del mismo modo en 
que £ y £L”! denotaban la transformada de Laplace y su transformada inversa. Ade- 
más, (16.75) y (16.76) se conocen colectivamente como la pareja de transformadas de 
Fourier, 

Escribiendo (16.67) y (16.76) juntas, las series y transformadas de Fourier son muy 
similares. 


+00 

Series de Fourier:  f,()= Y cpelo (16.783) 
W=AWI 
n=—00 


+00 


Transformada de Fourier: f(t) = il Fjoje!”dw (16.78b) 


00 


Ambas expresan una función de tiempo como superposición de componentes de frecuen- 
cia. En el caso delas series, la función es periódica, y únicamente se necesita de un conjunto 
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discreto de frecuencias, de forma que la superposición es una suma. En el caso de transfor- 
madas, toda frecuencia (9 contribuye a una amplitud de incremento F(¡w)dw, de forma que 
se necesita una integral sobre toda 0. 


Como ejemplo, obtengamos la transformada de 


fO=e “u(t) (16.78) 


donde a >0. Porla definición (16.75), obtenemos 


oo 
nerun=/ ete ia: 
—00 
00 
0 
o 
1 ta=jayl 
Fle“u(o)l = ener 
[ (2)1 O o 


Debido a que a >0, el límite superior es 


lim e7“(cos wt — ¡senwt) =0 
1—=>00 


puesto que la expresión entre paréntesis está acotada en tanto que la 
exponencial tiende a cero, De este modo 


Fle"u(s)] = (16.79) 


a+ jo 


Como otro ejemplo, obtengamos la transformada del pulso rectangu- 
lar único 


$ $ 
FO=A, Ha 


: (16.804) 
= O, —= 
[1] > > 


que aparece en la figura 16,14, Por definición, tenemos 
00 . 
F(jo) = / Fe Í%dt 
00 


TS 
= / Ae "dt 


8/2 


2A ejos/2 ed eioó/2 
A 


2A 
Fo) = y (16.80b) 
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O) 


FIGURA 16.14 Pulso finito de amplitud ó. 


En este punto, quizá el lector ya haya notado una estrecha similitud entre el primer 
ejemplo, que resultó en la transformada de Fourier 


Fe “u(n) = a (16.81) 
Jjo+a 


y la transformada de Laplace de la misma función de tiempo del capítulo 12, 


L(e“u(t) = 


6 (16.82) 


Incluso los pasos en la derivación de estos resultados, (12.3) y (12.4) para la transformada 
de Laplace y el ejemplo 16.11 para la transformada de Fourier, son casi exactamente 
iguales. 

Esto no es ninguna coincidencia. Para cualquier función Fourier-transformable 
FQOu(t) que es cero para t <0, ambas transformadas están relacionadas de forma simple 
por 


FOO] =L[F0u(0)] (16.83) 


s=jw 


Elamemos a una función (£) que es cero para? <0 una función t 2 O de un lado. Entonces 
(16.83) asegura que dondequiera que exista, la transformada de Fourier de cualquier 
función t > O de un lado es idéntica a la transformada de Laplace de la misma función, con 
s evaluada en jc. Esto es ciertamente el caso para la función de un solo lado £ > 0, e-“(£) 
(a > 0), que fue el tema del ejemplo 16.11, como puede verse a partir de (16.79). 

Para ver que esto es en general verdadero, primero hacemos notar que el postulado 
anterior implica que en tanto que f(1)ju(t) sea Fourier transformable, también será Laplace 
transformable. Revisando las condiciones de transformabilidad, toda función t > 0 de un 
lado que satisface las condiciones de Dirichlet debe ser absolutamente integrable, y por 
consiguiente de orden exponencial (con a =0), y por consiguiente Laplace transformable. 
Ciertamente, el conjunto de funciones de Fourier transformables es un conjunto de las 
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funciones Laplace transformables, Las condiciones para la transformabilidad de Fourier 
son más estrictas. Para completar la justificación de (16.83), escribamos juntas las defini- 
ciones de las transformadas: 


Transformada de Fourier: F(jow) = 11 fed 
—00 


Transformada de Laplace: F(s) = 1 fe "dt 
0- 


Claramente, si ambas existen y f(t) es cero parat < 0, estas integrales son idénticas después 
de identificar s conj0. 

La igualdad de las transformadas de Laplace y Fourier en s =/0 para funciones t >0 
de un solo lado, no serán útiles para derivar parejas de transformadas de Fourier a partir de 
parejas de transformadas de Laplace conocidas, como aquellas que se reunieron en la tabla 
12,2, 


Obtenga la transformada de Fourier de f(4)= e”* sen 2t u(t). Esta es 
una función £ 20 de un solo lado. De la tabla 12.2, 


Lie sen2tu(t)] = 


S+D7+4 
Por (16.68), tenemos la transformada de Fourier deseada simplemen- 
te sustituyendo s por j(. 
2 
Edo ====H== 
CAS o A 


Aun para las transformadas de Fourier de funciones generales de 
dos lados f(£), aquellas que no son cero parat < Do para£ > 0, pueden 
obtenerse a partir de transformadas de Laplace de funciones t > O de 
un solo lado como las que aparecen en la tabla 12,2. En el ejemplo se 
demuestra esta técnica. 


Deseamos la transformada de Fourier de f(1)= e7"lu(+ + 1) que apare- 
ce en la figura 16.15. Escribamos f (t) como la suma de una función £ 
> 0 de un solo lado y una función £ <0 de un solo lado: 


F0) =e ul) +e*(u( +1) — ute) (16.84) 


10) 


Entonces 


F(jo) = Fl" u(o) + Fle"(u(t + 1) — u(0)] (16.85) 
El primer término, la transformada de la función t 2 0 de un solo lado 
etu(t) está dada por(16.79)cona=1. 


1 
-1 


0 0 

Flu + Dun) = / ee id; =-— / eTelogr 
FIGURA 16.15 f(£) para el ejemplo 16.14. -1 1 
Puede evaluarse el segundo término cambiando las variables T=—fen 
la integral. Ahora, si sustituimos ¡(0 por —s, esta integral queda identi- 
ficada como la transformada de Laplace de la función de tiempo 


eXu(t) —u(t-1)). 
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Luego, podemos calcular esta transformada de Laplace utilizando las 
técnicas del capítulo 12: 

1 eTlgas.  ]-eg76+D 
s+1 s+1.  s+1 


Revirtiendo la sustitución de ¡(0 por s (sustituyendo s por —¡0)), tene- 
mos la transformada de Fourier de la función ¿< 0 de un solo lado en 


Lle“*u(t) e u(t-1)] = 


(16.86) 


(16.84): 
1.= eTs+D 
Fle*(u(t +1) —- u(0) = ——— 
s41 s=—-¡w 
(16.87) 
Te eFijo+D 
"jo +1 


Luego, combinando los dos términos en (16.84), 

let 2 (ja + elo! 
jo+l o -jo+1 l + 0? 
Esta es la transformada de Fourier que buscamos. 


F(jo) = 


EJERCICIOS 


16.6.1.  Confirmeel resultado del ejemplo 16.14. Obtenga F(¡) evaluan- 
do directamente la definición de integral de la transformada de Fourier 
(16.75). 


16.6.2. Obtenga Fle7*I"!], donde a>0. 


2 
Respuesta 
p 0? + a? 


16.6.3. Obtenga F[- l (1 -3)e7 3 sen2( — 3Ju(t — 3). 
NA jo+1 
DorIP+2 
16.6.4. ¿Cuál de estas funciones satisface las condiciones de Dirichlet? 
sent, 1/1, u(0), u(t+ 1)-u(t-1), cos=(u(t+ 1) -—u(t-1)). 
Respuesta No; no; no; sí; no 
16.6.5. Obtenga la transformada de Fourier de f(c) =e?, > 0, e, 1<0, 


Respuesta 


Respuesta —__—__—_—— 
Pp w0+6+jw 


De la misma forma en que las propiedades de la transformada de Laplace resumidas en la 
tabla 12.1 nos resultaron útiles para trabajar en el dominio-s, en esta sección derivaremos y 
aplicaremos las propiedades de la transformada de Fourier, Ciertamente, la estrecha rela- 
ción entre estas transformadas sugiere que las propiedades de Fourier pueden derivarse 
apartir de las propiedades de Laplace. Aquí, derivaremos las propiedades de Fourier desea- 
das a partir de la definición integral (16.75) de esta transformada. 
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LINEALIDAD 


DIFERENCIACIÓN 


Una de las propiedades que se utilizan con más frecuencia es la linealidad, que es 
consecuencia del hecho de que la transformada de Fourier es una transformada integral, y 
por consiguiente es una operación lineal. Es decir, la transformada de la combinación 


v(t) =c1 f, (1) + c2 fa(t) 


es la combinación de las transformadas 


Fea fiO +2 f2(0)) = c1F (w) + c2F2(0) (16.88) 


donde F' y F, son, respectivamente, las transformadas de Fourier de f y f, y c] y c, son 
constantes. Este concepto de linealidad nos permite obtener inmediatamente transforma- 
das de funciones relativamente complicadas a partir de transformadas de funciones más 
simples. 


Por ejemplo, la transformada de la función 


f0=2e* -eMDul) 
es, por linealidad y (16.79), 


2 2 
Ej 3EjO 
_ 7 
=Q+j0G+jo) 


F(jo) = 


Otra operación que involucra las transformadas de Fourier y que 
nos será útil es la diferenciación respecto al tiempo. Supongamos 
que deseamos obtener la transformada de Fourier de la derivada de 
una función f(£). Por definición 


FO = ES / Fue!” do 
2 Jo 


de la que obtenemos 
df(t) 1 / A de 
= F Je 
dt 27 Jo de GUSea 


1 oo A 
pe / [¡oFjoJjei*do 
2 Jus 


Por consiguiente, tenemos 


df 


DD at 
F (22) = joF(jo) (16.89) 
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Es decir, puede obtenerse la transformada de la derivada fsimplemen- 
te multiplicando la transformada de f por ¡w. Este resultado puede 
extenderse inmediatamente al caso general: 


dea 


a ) = (¡0)"F(jo) (16.90) 


donden=0, 1,2,... Suponemos que existen las derivadas involucra- 
das, y que el intercambio de operaciones de diferenciación e integra- 
ción es válido. Las condiciones en que esto es verdad son muy 
generales y son vigentes para casi cualquier función con la que nos 
podemos topar. 


Como otro ejemplo, obtengamos la transformada de f(t— 1), donde t 
es una constante. Sustituyendo tport — Ten (16.76), obtenemos 


1 ee $ 
fi => / Fljuje do 
2 Jo 


E : : 
=> / [Eje le do 
27 Jo 


de lo que concluimos, por (16.76), que 


DESPLAZAMIENTO F(f(t-1)) =Ejoje!” (16.91) 
RESPECTO AL El significado físico de este resultado es un retardo en el dominio del 
TIEMPO tiempo [la función (1-7) es f(t) retardada por T segundos ]correspon- 


de a un desplazamiento de fase (la suma de — (ot a la fase) en el domi- 
nio de frecuencia. Nótese que T puede ser positiva o negativa, 

La similitud de las integrales para f(t) y su transformada en 
(16.75) y (16.76) sugiere que intercambiar y 0 dealgún modo puede 
resultar en un nuevo conjunto de transformadas. Ciertamente, si en 
(16.75) sustituimos (0 porx y tpor—4 y multiplicamos ambos lados de 
la ecuación por 21r, tenemos 
oo 


27 fí—ow) = / E(jx)e "dx 


El miembro derecho, como vimos de (16,75), es la transformada de 
Fourier de F(£). Por consiguiente, tenemos 


PROPIEDAD DE FEGOD) =2x f(-0) (16.92) 
DUALIDAD 


Es decir, la transformada de Fourier E(¡0) con O sustituida por t es 
una función de tiempo cuya transformada de Fourier es 21 f (1), con t 
sustituida por 0. 


Como ejemplos, si aplicamos (16.92) a(16.79) y (16.80b), respectiva- 
mente, obtenemos 


1 
(| - ) = 2x1 e "“u(—o), a>0 
a+ ji 
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En la tabla 16.1 tabulamos las operaciones de transformada de 
Fourier derivadas en esta sección, junto con otras. Se pide del lector 
derivar las otras como ejercicios y problemas. 


vAO) Fw) 
1. Linealidad afind+afío aF o) + Fr(jo) 
2. Multiplicación tiempo/frecuencia F(/a) lajF(jwa) 
3. Desplazamiento respecto al tiempo a) Eo 
4. Desplazamiento respecto a la frecuencia  * td (2) F(jo— ju) 
5. Propiedad de dualidad FGD 271 f o) 
6. Inversión tiempo/frecuencia A en ) Fo) 
7. Diferenciación enésima gato GoyFGo),n=0,1,2,... 

A A Y : 

8. +-multiplicación enésima cf =D doy F(jo),n =0,1,2,... 


También podemos utilizar las transformadas de Fourier para extender el concepto de 
respuesta de frecuencia, considerada en el capítulo 14, a circuitos con excitaciones no 
sinusoidales. Como veremos, las funciones de respuesta son exactamente las mismas que 
en el caso de circuitos con excitaciones sinusoidales. Por consiguiente, todas las propieda- 
des de funciones de transferencia que hemos considerado son válidas en este caso más 
generalizado. La única diferencia es que aquí las entradas y salidas son transformadas de 
Fourier, en vez de fasores. 

Comenzaremos considerando el circuito general de la figura 16.16, donde, para ser 
más específicos, consideramos a la entrada y a la salida como los voltajes ut y vy(t), respec- 
tivamente. Del mismo modo, también podríamos permitir que una de estas funciones fuera 
una corriente. Tomaremos la ecuación descriptiva de circuito como 


d”v; arta, dv; 
a + ml ES + bgu; 


FIGURA 16.16 Circuito general. 
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Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados, haciendo uso de la propiedad 7 en la 
entrada respectiva de la tabla 16.1 y la linealidad, obtenemos 


[a Go” + ar Go) +--+a1 jo +a01Vo(¡o) 
= [bn(jo)” + bj) +++ +b¡j0 +b01V:(jo) 


Las funciones Vy y V;son las transformadas de Fourier delas funciones de entrada y salida, 
Vo y U¡. De este resultado, podemos escribir 


Vaj) ; 
OT O ld 


16.93 
nio” + bniiaY" + +0o Pes 


ajo” +a (joy ++--+a9 


donde H(¡o) es idéntica a la función de transferencia del capítulo 13 evaluada en s =/00. 

Este desarrollo indica que la función de transferencia, definida previamente como la 
proporción de la transformada de Laplace de la salida contra la transformada de Laplace de 
la entrada, es precisamente la misma que la proporción de la transformada de Fourier de la 
salida contra la transformada de Fourier de la entrada. Desde luego, tanto la entrada como 
la salida deben satisfacer las condiciones de Dirichlet de (16.93) para ser válidas. 


Por ejemplo, supongamos que la entrada v;(*) está dada por 
vi (1) =e ur) 


y que está relacionada con la entrada u,(t) por la ecuación 


dVYo 
É 


+ 2v, = 2v; 


Transformando la ecuación, tenemos 
(¡o+2V.( jo) =2V,(J0) 
de donde la función de transferencia es 


_Vo(jo) _ 2 
Vo) 20+2 


Hgo) 
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También por (16.79), tenemos 


Vw) = 


3+ jm 
de forma que la transformada de la salida es 
Vo(jo) = H(jo)V;(¡w) 
2 
"OH jOB+ jo 


Esto puede ser reescrito, después de expansión por fracciones parcia- 
les, como 


] > 1 
2+j0w 34 0 


Vo(jw) =2 


y, por linealidad, obtenemos 


vo(t) =2(e72 — e ult) 


En el ejemplo anterior utilizamos la expansión en fracciones parciales para facilitar 
la transformada inversa de Fourier, del mismo modo en que anteriormente lo hicimos para 
las transformadas de Laplace. Se aplican las mismas reglas para la expansión en fraccio- 
nes parciales, con ju sustituyendo a s en las reglas y procedimientos. 

Puesto que el concepto de función de transferencia implica condiciones iniciales 
cero, las respuestas en el dominio del tiempo obtenidas de este modo son respuestas de 
circuitos inicialmente relajados. (No hay energía inicial almacenada.) Podríamos desarro- 
llar métodos generales para utilizar las transformadas de Fourier y obtener soluciones en el 
dominio del tiempo, pero la transformada de Fourier es más adecuada para otras aplicacio- 
nes. Por consiguiente, preferimos utilizar la transformada de Laplace, que a diferencia 
de la transformada de Fourier toma en cuenta condiciones iniciales no nulas para estos 
problemas. 

Dado que las funciones de transferencia de este capítulo son idénticas a las que se 
consideraron anteriormente, no entraremos en detalles con su respuestas de frecuencia, 
polos y ceros, frecuencias naturales y otras propiedades. Todos estos temas fueron consi- 
derados en los capítulos 12 y 13. 


EJERCICIOS 


16.7.1.  Derivelas operaciones 2, 4, 6 y 8 de la tabla 16.1. 
16.7.2. Obtenga la transformada inversa de 2e-44(w? +1). 
Respuesta eTt-U 


16.7.3. Si x(() es entrada y y(c) es salida, obtenga H(¡0) utilizando las 
transformadas de Fourier, donde 


y" +4y'+3y =4x 


Respuesta 4/(3 — w? + ¡40) 
16.7.4.  Sienelejercicio 16.7.3 


x=e Yu(t) 


obtenga F[y(0)). 
Respuesta 4/((jwo+ DGo + 2(jo +3)] 
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16.7.5. Verifique enelejercicio 16.7,4 que 


4 2 


2 
do a 


y obtenga y (1) para el caso y (0) = y(0)=0, 
Respuesta (2e* —4e "2 + 20 3)u(t) 
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Puede utilizarse SPICE para obtener las series de Fourier para una función periódica f(t). 
La forma directamente apoyada por SPICE es 


F(0) =d, + YD, sen(nw.t + Y) (16.94) 


n=l 


Comparando (16.53) y (16.94), esta última puede convertirse fácilmente a la forma de 
coseno de fase desplazada (16.53), que nos es más familiar, por el cambio de variables 


(16.95a) 
(16.95b) 
(16.950) 


Para utilizar SPICE en la determinación de una serie de Fourier, primero producire- 
mos en la función generadora f7 (£) para la función periódica f(1) de nuestro interés. Esto 
puede hacerse realizando un análisis transitorio, como lo explicamos en la sección 6.8, 
sobre un circuito que produce f7 (t) como parte de una de sus corrientes o voltajes transito- 
rios. Recuérdese que la sintaxis del enunciado de control .TRAN es 


donde TSTEP es el intervalo de tiempo entre los valores que se imprimirán o graficarán, 
TSTOP es el tiempo final del análisis transitorio, que siempre se inicia en  = 0, y la palabra 
clave opcional UIC hace que SPICE utilice las condiciones iniciales especificadas en las 
tarjetas de elementos £ y C, en lugar de las condiciones iniciales derivadas de un análisis en 
estado estable dc. 
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Suponiendo que se especifica un análisis transitorio, la declaración de control que 
instruye a SPICE arealizar a continuación un análisis de series de Fourier es la declaración 
.FOUR, cuyo formato es 


El primer parámetro TINV es el inverso de la duración 7 de f7 (+), el generador de la serie de 
Fourier. Por consiguiente, TINV es también la frecuencia fundamental f,= (0, / 21 medida 
en hertz. El tiempo inicial en el que setoma el generador es TSTOP-T, donde TSTOP es el 
tiempo final del análisis transitorio .TRAN y Tes la duración de f7 (1), es decir, el inverso de 
TINV. Fl esla corriente o voltaje que contiene f7 (£), y F2, F3,.... son corrientes o voltajes 
adicionales opcionales de los que se desea obtener sus series de Fourier. Si se especifica 
más de una corriente o voltaje, se parte de la suposición de que se aplican a todas la misma 
duración de generador y tiempo inicial. SPICE calcula únicamente los primeros 10 compo- 
nentes de las series de Fourier, el componente dc, el fundamental en f, = TINV, y los 
siguientes ocho componentes armónicos. 

En la sección 16.1 se señaló que si un generador f7 (t) consiste de un número entero 
exacto de repeticiones de una onda, el periodo de su extensión periódica no coincidirá con 
la duración específica del generador (será más breve). SPICE simplemente supone que el 
generador no tiene esta propiedad, lo que generalmente es una buena suposición puesto que 
SPICE calcula valores de muestra aproximados, y no valores continuos exactos, para el 
generador y, en todo caso, no podría decir si hay una repetición exacta. Por consiguiente, 
TINV siempre será la salida, en tanto que la frecuencia fundamental f, de las series de 
Fourier que SPICE calcula y aparecen como componente 1 (componente fundamental) 
de la salida, como se muestra a continuación. 


Como ejemplo, obtengamos los coeficientes de Fourier de la onda de 
la figura 16.3. Pararealizarun análisis transitorio, necesitamos definir 
un circuito al que pueda aplicarse la descomposición de Fourier para 
la respuesta. Supongamos que utilizamos el circuito simple compues- 
to de una fuente de corriente con una salida que pasa del nodo de 
referencia al nodo 1 igual al de la figura 16.3, conectada a una resisten- 
cia 1-42, Los coeficientes de Fourier para este voltaje pueden calcular- 
seutilizando el comando .FOUR. El archivo de circuito que producirá 
este resultado utilizando la PWL (especificación momentánea de 
onda lineal por tramos en /) es 


Eneste programa, la duración de generador se define como uninterva- 
lo de 0 a 6.2832 s, que es el intervalo de respuesta transitoria, Por 
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consiguiente, se utiliza una frecuencia fundamental de 0.159 Hzenel 
comando .FOUR, La solución resultante para la descomposición es 


Una vezque se determinan los coeficientes de Fourier, las series pueden escribirse utilizan- 
do (16.94) para describirla función original. Larespuesta de una red a una función periódi- 
ca puede obtenerse ahora aplicando el comando .DC para la componente de dyenel circuito 
y en el comando .AC para cada componente armónico (amplitud D,, frecuencia nf, y fase 
Y»). La solución, por superposición, es entonces la suma de las componentes individuales 
en el dominio del tiempo. 

También puede utilizarse SPICE para obtener 19 muestras de la transformada de 
Fourier F(¡0) de ciertas funciones de tiempof(1), aquellas que son cero fuera de un interva- 
lo finito de tiempo. Supongamos que f(1) es cero fuera del intervalo de tiempo [tp, ty + 7]. 
Sea, = 2/7. Calculando (16.75), laintegral que define la transformada de Fourier E(¡0), 
en 0=n0;, es 


Eno) Sl fed 


Puesto quef(1) es cero fuera del intervalo de tiempo [£,, f, + 7], podemos reducir los límites 
de integración, y luego notar que la integral resultante es idéntica a (16.25), la ecuación del 
coeficiente c, de la serie exponencial de Fourier multiplicada por 7: 


Lo . 
Eno) = Fe! dt =TC, 


t0+T 


Por consiguiente, puede utilizarse SPICE para calcularse un conjunto de muestras a 
partir de la transformada de Fourier, F(¡no), n=0, +1,...,9, de una función f(£) que 
es cero fuera de un intervalo finito [%,, t, + 7]. f(£) es tratada como el generador f7 (() para 
un análisis de series de Fourier como se describió anteriormente, y los resultantes coefi- 
cientes de la serie de Fourier .FOUR se convierten a forma exponencial. Éstos son a su 
vez multiplicados por 7, la duración de f7(t) y obtenemos 19 muestras de la transforma- 
da de Fourier de f(£), es decir, F(¡0) para 0=n01,n=0, +1,...,9. 
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Obtengamos algunas muestras de la transformada de Fourier F(¡w) de 
la función de tiempo f(O(u(t + 1) —u(t—1o)) para la f(£) dibujada en la 
figura 16,3. Para T = 21, que tenemos (0,=1, y el c, en (16.95) son 
coeficientes de la serie exponencial de Fourier que corresponden a los coe- 
ficientes que se obtuvieron en el ejemplo anterior. Por ejemplo, el 
componente armónico 1, o fundamental, obtenido en el ejemplo, re- 
sultó ser D, =2.00 y y; = 0.000584”, Redondeemos este resultado a 2 
sen f. En términos de los coeficientes de la serie trigonométrica de 
Fourier, esto implica que a, =0 y b,=2. Por consiguiente 


ci =1/2(a1 — jb) = —j 
Por (16.95), 


F(¡w) =TC, =-—¡2x1 
w=1 
En otras palabras, la transformada de Fourier de la función limitada 
respecto al tiempo f((u(t +1) —u(t—T)) tiene el valor—-¡21 en 0M=1. 
Utilizando los coeficientes restantes del ejemplo anterior, podemos 
calcular FG0)eno=x0,=n,1=0,1,...,9. 


Finalmente, ciertos dialectos de SPICE, permiten una información más completa de 
la transformada de Fourier que se necesita. Utilizando el postprocesador PROBE disponi- 
ble para PSPICE, pueden aparecer en las gráficas de alta resolución la magnitud y fase, o si 
lo prefiere, las partes reales imaginarias de F(¡00). En este libro elegimos concentrarnos en 
las características principales que se utilizan en la versión ordinaria de SPICE, y por consi- 
guiente dejaremos al lector que tiene acceso a PSPICE y PROBE para que explore esta útil 
característica por cuenta propia. 


a  _———_— a e zQz_ e €£É €Q—e<QR 2 _ _ _ a _zQQQQQ_>ExOORDm A ol 
EJERCICIOS 


16.8.1. Utilizando SPICE, obtenga los coeficientes de Fourier de onda de 
la figura 16.2(b). 

16.8.2. Utilizando SPICE, obtenga los coeficientes de Fourier de las 
ondas que se muestran si T=10usy A=1. 


FO 


EJERCICIO 16.8.2 
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El análisis de Fourier es la descomposición de una onda en sinusoides de distintas frecuen- 
cias, amplitudes y fases. Supongamos que se analiza de esta forma la entrada a un circuito 
lineal. Puesto que puede determinarse fácilmente la ganancia y desplazamiento de fase de 
cada componente sinusoidal a partir de la respuesta de frecuencia, y la salida es simplemen- 
te su suma, con frecuencia el análisis de Fourier es una ruta conveniente para determinar la 
respuesta de un circuito. 


= Las funciones periódicas quedan representadas por series de Fourier, y las funciones no perió- 
dicas por la transformada de Fourier. 


Las series trigonométricas de Fourier son una suma infinita de senos y cosenos en frecuencias 
enteras múltiples, o armónicas. Sus coeficientes de Fourier son números reales. 


Las series exponenciales de Fourier son sumas infinitas de exponenciales complejas de fre- 
cuencias enteras múltiples (armónicas). Sus coeficientes de Fourier son números complejos. 


Las dos formas de las series de Fourier están relacionadas por c;, = (a, + /b,)/2, donde c, es el 
coeficiente exponencial de Fourier, a, es el coeficiente coseno y b, el coeficiente seno, 


|c,? esigual a la potencia en la componente enésima de frecuencia nu. 
La transformada de Fourier está definida como la transformada integral 
+00 


F(jo) = fe" di 


—00 
¡E(¡0)| corresponde a la intensidad de la componente sinusoidal en la frecuencia (0, <F(¡0) al 
desplazamiento de fase en la frecuencia (o. 


La transformada de Fourier de una suma es la suma de las transformadas de Fourier; multipli- 
caruna función de tiempo también multiplica su transformada, La transformada de Fourier es 
una operación lineal. 


Puede utilizarse la tabla 16,1 de operaciones de transformadas de Fourier para derivar nuevas 
transformadas a partir de las ya conocidas. 


La transformada de Fourier de la respuesta al impulso X(1) es la respuesta de frecuencia H(¡0). 


PROBLEMAS 


16.1. Sea f,(() = u(t+ 1) —u(t—1). Dibuje las extensiones pe- 
riódicas de cada uno de los siguientes generadores tomados de 
F1(ó), e indicando el periodo. Tes la duración y ty el momento 
inicial para el generador. 

(a) T=4,t=-2 

(b) T =10, 19 =-2 

(c) T =10, ty =-5 

(d) T.= 2, tp = 0 

(e) T=1,fH=0 

(1) T=1,t%=-1 


16.2. Seaf,(t) =sen 21.£. Dibuje las extensiones periódicas de 
cada uno de los siguientes generadores tomados de f(£), e indi- 
que su periodo. Tes la duración y f el instante inicial para el 
generador. 


(a) T=1,106=-1 


(b)T=1,f6=0' _ 
()T=3,t=0 
(d)T =4 tt =0 
(e) T =4,. 41 =-2 
(1) T=1t=-1 


16.3. Seafx(t) =n(t-1)-2r(t) + 2n(t-1)-2r(t-2) + r(t- 3). 
Dibuje la extensión periódica de los siguientes generadores 
tomados de f,(1) e indique su periodo. T es la duración y ty el 
instante inicial para el generador. 


(a) T =2,t0=-—l 
(b)T =4,t0 =-—1 
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(c)T =8,tp) =-4 
(d)T=1,tb=-) 


16.4, Seafi(6) =4,cos(6t +81), f, = 4, cos(wat +0). Obtenga 
condiciones suficientes y necesarias para (0, y (0, de forma que 
A0)+f20 sea periódica, y repita para f1(0) - £2(0. 


16.5. Suponga que fi(£) y f2(£) son periódicascon periodosnTy 
y mT, repetidamente, donde n y m son enteros negativos. 

(a) ¿Es a f,(c) + B.f2(0) periódica? De ser así, ¿cuál es su 
periodo? 

(b) ¿EsA (0 f(0) periódica? De serasí, ¿cuál es su periodo? 

(0) ¿Es (1 +A,(0) f2(0) periódica? De ser así, ¿cuál es su perio- 
do? 


16.6. Demuestre que si la parte par de f(£) es idénticamente 
cero, entonces f (¿) tiene simetría impar, y si la parte impar es 
cero, entonces tiene simetría par. 


16.7. Obtenga las partes par e impar de fe(£) y /(0) sif(0)=: 
(a) u(t) 

(b)r (2) 

(c)sent 

(d) sen tu(£) 

(e) cost 


(£) cos tu(t) 


16.8. Obtenga las partes par e impar f.(£) y fo(0) sif(0 =: 
(3).,0 del problema 16.3 

(b) sen? 2x4 

(c) 4cos (2f + 17%) 

(d) 4 cos(2f +17 Xu(£-1) —u (£ + D) 


16.9. Obtenga las partes par e impar de las extensiones perió- 
dicas de cada uno de los generadores descritos en el problema 
16.1. 


(a) T=4,19=2 
(b) T=10, tp=-2 
(c) T=10,9=-5 
(d) T=2,fp=0 
(e) T=1,f)=0 
(0) 7=1,p=-1 


16.10. Sea f (£) una extensión periódica del generador fy (1) 
que aparece, con duración 7 = 2 y tiempo inicial tp = O. De- 
muestre que f (£) es impar y que f(t—1) es par para una t selec- 
cionada convenientemente. Obtenga todos lost que hacen que 
Sf(U—7T) sea par. 


10) 
1 
NIN 72 ' 
1 
PROBLEMA P16.10 


Problemas 


16.11. Determine f.y, |fav/?, y fmspara las extensiones perió- 
dicas de cada uno de los generadores descritos en el problema 
16.1. 


(2) D=4,1=2 
(b) D=10, tp=-2 
(6) D=10,1p=-5 
(d) D=2, 9 =0 
(e) D=1,1p=0 
(8 D= 1, fp =-—1 


16.12, Determine fav L£,v1? y fimspara los siguientes /(£): 
(a) Figura 16.5(a) 
(b) Figura 16.5(b) 
(c) Figura 16.5(c) 
(d) Figura 16.5(d) 


16.13, Paraf(t) compleja, si Re f(£) es periódica con periodo 
T, e Im f(¿) es periódica con periodo T», ¿es f (f) necesaria- 
mente periódica? Justifique. 


16.14. Obtenga las series trigonométricas de Fourier para las 
onda periódica que se muestra. 


FU) 


PROBLEMA P16.14 


16.15. Obtenga las series trigonométricas de Fourier para las 
extensiones periódicas de cada uno de los generadores toma- 
dos de f; (£) en el problema 16.1 : 

(a) T=4,19=-2 

(b) T=10, p=-2 

(c) T=10, ty=5 

(d) T=2,t4=0 

(e) T=1,t¿=0 

(5 T=1,fy=-1 


16.16. Obtenga las series trigonométricas de Fourier para la 
extensión periódica del generador fr (t) =]f—1]con duración T 
=2yf=0. 


16.17. Sea 


sen Tf, 0<t<2 
sen 271f, 2<1f<3 


s0=| 


Obtenga la serie trigonométrica de Fourier para las extensio- 
nes de periodo de fr (1) con T=3, ty =0. 
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16.18. Obtenga las series trigonométricas de Fourier para g(t) 
= df/dt, con la f (£) que se muestra en la figura del problema 
16.14. 


16.19. (a) Obtenga la serie trigonométrica de Fourier para laf 
(£) que se muestra. 


-sen rf 


PROBLEMA P16.19 


(b) Obtenga la serie trigonométrica de Fourier paraf(t- 1). 
(c) Utilice linealidad para obtener la serie trigonométrica de 
Fourier para f (t- 1) -£(6). 


16.20, Obtenga la serie trigonométrica de Fourier para la f(t) 
que se muestra (T=4). Para-1< £< 1, K(9=-2 +1. 


FO 


PROBLEMA P16.20 


16.21. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier para la f(£) 
que se muestra, La ecuación es 


sent, A 
=séent, —21I<t<-% y 5NSEt<2x 


Fr) =| 


con T=4T y (y =-2T. 


PROBLEMA P16.21 


16.22. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier. 


FO 


PROBLEMA P16.22 


16.23. Suponga que una función de tiempo f(£) está multipli- 
cada con el tiempo g(1) =f(ct). Relacione los coeficientes ayy, by 
y la (oy de la serie de Fourier para las dos funciones f (1) y g(t). 


16.24. Seaf7(í) el generador para esta extensión periódicaf(0), 


t 
y sea gr(t)= y fp (1) dr el generador para g(£). Relacione los 
0 


coeficientes a,,, by, y las (09 para las series trigonométricas de 
Fourier paraf(£) y g(t). 

16.25. Obtenga la serie trigonométrica de Fourierparala fun- 
ción f (1) que se muestra. f(f) = sen tpara—T< t <0,f(1) =t 
para0s 1< 1/2 yf()=-t+rparam/2 <t<m. 


10) 


PROBLEMA P16.25 


16.26. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier para df/dt si 
f (1) es la onda diente de sierra que aparece en la figura 16.3. 


16.27. Seaf(t) laextensión periódica del generador f7 (1) =te* 
con f¿< 0 y T=2. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier. 


16.28. Obtenga la serie exponencial de Fourier para f (t) del 
problema 16.14. 


16.29. Obtenga la serie exponencial de Fourier para la exten- 
sión periódica de cada uno de estos generadores, tomados de 
F1C0 en el problema 16.1. 

(a) T=4, tp =2 

(b) T=10,f0 =2 

(c)7=10, tp ==S 

(d) T=2, y =0 
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(e) 7=1,£9=0. 

(1) T=1, fp=-1 

16.30. Obtenga la serie exponencial de Fourier para la exten- 
sión periódica f(£) del generador fy (1) = u(t- 1)+ S(£) con tp 
=-1,7=4, 

16.31. Sea g(t) =f(cf) de forma que g(t) sea una versión mul- 
tiplicada por el tiempo de f (*) con factor de compresión de 
tiempo c. Relacione c,, los coeficientes de la serie exponencial 
de Fourier de f(¿), con c;, , los coeficientes para g(t). 


16.32. Seag()=/(t-7). Relacionelos coeficientes de la serie 
exponencial de Fourier c,, de f(t) y c;, de g(1). 


16.33. Obtenga la serie exponencial de Fourier para la fun- 


ción f(£) en el problema 16.19. 


16.34, (a) ¿Qué significa acerca de f(£) que todos los coefi- 
cientes de su serie exponencial de Fourier sean puramente re- 
ales? 

(b) Repita para el caso en que sean puramente imaginarios, 


16.35. Supóngase que los términos seno y coseno de una serie 
trigonométrica de Fourier se combinan como en (16.53). 
¿Cuál es la relación entre las A, y (, para f (£) y su versión 
desplazada respecto al tiempo f(t—1)? ¿Su versión diferencia- 
da df/dt? 


16.36. Obtenga la serie exponencial de Fourier para f (£) = 
2 [cos £-2|. 


16.37. Obtenga larespuesta forzada ¡(£) como una serie expo- 
nencial de Fourier si v,(£) es la onda en f (8): 

(a) Figura 16.2(a) 

(b) Figura 16.2(b) 

(c) Figura 16.2(c) 

(d) Figura 16.2(d) 


(e) 22 
=> 


PROBLEMA P16.37 


16.38. Obtenga las amplitudes A, como en (16.53) de los 
componentes dc, fundamental y segundo armónico de vz(/) en 
el problema 16.37 si v,(£)=f(£) en la figura 16.2(a) y T=1. 


16.39, Obtenga la serie compleja de Fourier para v(1) si is, (1) 
la onda ilustrada en las siguientes figuras. Tome T=1 en cada 
caso, y v, (£)= 12 V dc. 

(a) Figura 16.2(a) 

(b) Figura 16.2(b) 

(c) Figura 16.2(c) 

(d) Figura 16,2(d) 


Problemas 


PROBLEMA P16.39 


16.40. Repita el problema 16.39, pero con vs, (¿) = f (£) que 
aparece en la figura 16.1(b), y sea i,(t) laf(0) en: 

(a) Figura 16.2(a) 

(b) Figura 16.2(b) 

(c) Figura 16.2(c) 

(d) Figura 16.2(d) 


16.41. Determine los valores de las amplitudes 4,, de la com- 
ponente de y los primeros tres armónicos de v(t) si v,(£) es la 
onda cuadrada f(£) del ejemplo 16.5. 


+ 


vs (e) 28 vít) 


PROBLEMA P16.41 


16.42. Determine la salida ¡(c) si la entrada 1,(2) es la extensión 
periódica del generador ¿,,(1) = S(é) con £y=—1 y T=2, Expré- 
selo como en (16.53). 


0 


PROBLEMA P16.42 


16.43. Obtenga la amplitud discreta, fase y espectro de po- 
tencia para ¿(£) en el problema 16.43. Dibújelo. 


16.44. Obtenga la amplitud discreta, fase y espectro de poten- 
cia para v(£) en el problema 16.41. Dibújelo. 


16.45. ¿Qué fracción de la potencia total es la onda rectifica- 
da completa de la figura 16.2(b) está en su componente de? 
¿En el de más sus componentes fundamentales? 
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16.46. ¿Cuáles la componente de frecuencia más intensa en 
FO? Si/(0 = ut) es una frecuencia alta filtrada del circuito del 
problema 16.41, creando u(£), ¿cuál es entonces la componen- 
te de frecuencia más intensa? 


FO 


PROBLEMA P16.46 


A oo [ec Ut ina] gjánrt obtenga y di- 


16.47. Siv,(t) = 
buje el espectro de fase de vs(£), v¿(1), VC(L) y UR(O). 


492 
+ 0h) — ¿ 
vt) 2H v,(4) 
1 
GF 
-— VA + 


PROBLEMA P16.47 


16.48. Determine la transformada de Fourier. 


0) es 
o NS 
PROBLEMA P16.48 


16.49. Obtenga la transformada de Fourier de f(£). 


fo 


-2 


PROBLEMA P16.49 


16.50. Obtenga las transformadas de Fourier de los generado- 
res fr(£) con tiempo inicial tp=0 y duración 7, para cada uno de 
los siguientes: 

(a) Figura 16.2(a) 


(b) Figura 16.2(b) 
(c) Figura 16.2(c) 
(d) Figura 16.2(d) 
16.51. Obtengalatransformada de Fourierde f(£) =te6tu(t-2). 


16.52. Obtenga las transformadas de Fourier de e %cos Bru(t) 
y ecos Btu(—) (a > 0). 


16.53. Obtenga la transformada D(¡w) de 


dí) =1/A p (++ A) e (es 3) 


Notando que d(*) > S(t) cuando A= 0, demuestre que el lími- 
te de DO) como A > 0, coincide con la transformada de Fou- 
rier de 5(0) calculada directamente de la definición integral 
16.75, 


16.54. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales me- 
diante transformadas de Fourier: 


dy 
(a) y +2y=0 

dy a 
b=-+2y=e* 
0) gy + y =e "u() 


(c) 2 +2y =e ult) +2e "u(t) 


day dy —41+| 
ai 2 +2y= 
diz tig + y=e 
d2y2 dy pS 
preadaa —Z42y=e 85 
(e) qe +e +2y=e 
dy 


(1 rd te tu(t) 


16.55. Obtenga las transformadas inversas de Fourier 


e. 


Oo) 249 
e RENATO. A 
(jo — 1)Go-— 3) 
(d) E IO 
(jo — 13 


16.56. Un circuito tiene entrada vs (*) =e"tu(£) y salida v(t) = 
(Bte+4e-1) u(£). Obtenga la respuesta de frecuencia A (0) y 
la salida u() si la entrada es v,(£) = e7!! sen £, 


Problemas usando SPICE 


16.57. Utilice SPICE para determinar los valores de los pri- 
meros 10 coeficientes de ángulos de fase para la extensión pe- 
riódica con periodo 7=6 de la f(t) del problema 16.9. 


16.58. Obtenga los 19 valores centrales de la amplitud, fase y 
espectro de potencia de la extensión periódica del generador 
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J(0)=1te1000* con tiempo inicial y=0 y T=3 utilizando SPICE. 


16.59, Calcule los coeficientes de la serie exponencial de 
Fourier c,, n= 0, +1, +2 para el tren de impulsos (1) con perio- 
do T=21sif(£) < S(£) en el periodo —r <<. Conviértalo a 
la forma (16.88) utilizada por SPICE. Ahora utilice SPICE 
para determinar cuán pequeña debe ser A en la aproximación 
S(2) =d(<) = 1/A[u(c) —u(t—A)] con el fin de que el componen- 
te de y los dos primeros componentes armónicos de frecuencia 
reportados por SPICE concuerden en la amplitud (do, D,,) y 
fase (Y;,) hasta dos figuras significativas, Toda A que satisfaga 
esta condición es aceptable. 


16.60. Ayúdese con SPICE para dibujar | F(¡ 0) | para f (0) = 
(1 -ed(u(0)—u(t—2)). Primero, obtenga un circuito simple de 
trayectoria cerrada que contenga una fuente de cuya respuesta 
forzada sea v(t) =1-—e”*, Luego utilice v(£), 0 <t <2 y SPICE 
para obtener | F(¡0)) |, (0 = nr paran=0,+1,+2, ....,+9. 
Dibuje | F (700) | con base en estos valores de muestra. 


Problemas más complejos 


16.61. Demuestre que si f (£) es periódica, d//dt es también 
periódica y que su periodo es menor o igual a 7. De ejemplos de 


ñ 
ambos casos, Esf F (1) dt periódica? ¿Bajo qué condiciones? 


16.62. Sean a,, b,, los coeficientes de la serie de Fourier de £(£). 
Defina g(£) =f (t—T) como f(£) desplazada respecto al tiem- 
po ala derecha de 7. Para las siguientes T's, determine a, , b,,, 
los coeficientes de g(£), en términos de a, y b,. Tes el periodo 


Problemas 


def(ó. 

(a) T= 7/2 
(b) T=7 

(c) T=-—T/2 
(d) 7=+7/4 
(e) 1 =-1/4 
(8 1=-107 


16.63. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier para la f(£) 
que se muestra, El generador (tp =-—1, T=2) es fr (t) = 
H6(1—A)— 6(£+ A)). Entonces obtenga la serie límite de Fou- 
rier cuando A > 0, 


PROBLEMA P16.63 


16.64. Demuestre que si f (£) tiene simetría de semionda, es 
decir, f [t+ 7/2] =-f(t), es decir c,, =0 para todo n par. 


16.65. Utilice SPICE para determinar 10 coeficientes de la 
serie de Fourier para la extensión periódica del generador fy 
(0) = (++ 1? (u(£) — u(t - 2)). Utilice tiempo inicial £y =-1 y 
duración 7 =2, 
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Apéndice A 
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Métodos de matrices 


Un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales simultáneas 
011X] + 012X2 + +++ + 4nXp = Yi 
(421X] + 022X2 +++ + d29Xn = Ya (A.1) 
Am1X1 + Am2X2 +++ + AmnXa = Ym 


puede escribirse de forma compacta mediante una sola ecuación vector-matriz, luego se 
utilizan métodos de matrices para solucionarla. Los conjuntos de ecuaciones de este tipo 
(A.1) surgen de forma natural al aplicar a los circuitos lineales métodos sistemáticos de 
análisis de circuitos, tales como análisis nodal o de malla. A continuación resumiremos los 
elementos de álgebra lineal que producen la forma vector-matriz y su solución por inver- 
sión de matrices, la regla de Cramer y la eliminación de Gauss. 


Una matriz A de dimensión de m renglones por n columnas es un arreglo ordenado de 
valores aj, ¿=1,...,m;j=1,...,n; la suma de matrices A + B se define para matrices de 
la misma dimensión m Xx n, como suma por ejemplo: 


411 412 Gn ba bo bi au+buy  ar+by  4in+bi 
a 42 ani+|ba boa bm|=| a1+ba a2+ba Man + ban 
Aml Am2 Amn Bmt m2 Umn Ami +Hbm1 Gm +FÚbm2 mn + Dmn 


La multiplicación escalar kA, la operación de multiplicar una matriz A por una escalar k, se 
define como multiplicación elemento A por k: 


a11 412 Gin ka ka Kain 
kl az a Gm |=| ka kaz Kaon (4.2) 
Gm Aam2  Úmn KA 1 kAm2 Kamn 


La multiplicación de matrices AB se define entre pares ordenados de matrices, tales que la 
dimensión de la columna de la matriz izquierda A es igual a la dimensión de renglones 
de la matriz derecha B, en cuyo caso, las matrices se designan conformables. Dadas matri- 
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ces conformables A de dimensión m¿Xny y Bde dimensión mgXng (ny, = mg), suproducto 
de matrices 


C=AB 
está definido como la matriz C n,¿X mg cuyos elementos son 


RA 
Ci = do GikDx; 

k=1 
La multiplicación de matrices C= AB puede realizarse escribiendo A abajo y ala izquierda 
de B, y luego extendiendo los renglones de A y columna de B hacia el espacio que se forma de 
este modo, como se muestra en la figura A.1. Cada intersección corresponde a un elemento 
de la matriz C. Para determinar su valor, debemos ir a partir de una intersección dada al 
elemento más lejano en A y B, sobre las “huellas”, que se intersecan, y se multiplican estos 
escalares entre sí. Luego nos movemos un elemento más cerca a la intersección sobre 
ambas huellas, se multiplican estos elementos y se suman al anterior. Esto debe repetirse 
hasta que se llega a la intersección, y ahí se escribe el valor acumulado. Si el número de 
elementos sobre las huellas no cazan exactamente, entonces las matrices no son conforma- 
bles. 

Una matriz x m Xx 1 con una sola columna, se conoce como vector columna, o simple- 
mente vector. Los elementos x;,,¿=1,...,ndeun vector x necesitan un solo índice, indican- 
do el renglón del elemento. Siguiendo las reglas de la multiplicación de matrices, el 
producto de una matriz A mXn y un n-vector x es una matriz mx 1, o m-vector y, 


Ax=y (A.3) 
cuyos elementos son, parai=1,..., m, 


n 
y = Y ax (A.4) 
pa 


Necesitaremos la operación de multiplicación de matrices, para convertir ecuaciones a 
nuestra forma deseada, y para resolver la ecuación resultante. 

Finalmente, la transpuesta AY de una matriz A m xn se define como la matriz n Xx m 
cuyos elementos (i, /) es el elemento (;, 1) de A. Es decir, ATes laimagen especular de A que 
és girada respecto a la diagonal principal. La matriz transpuesta nos será muy útil para 
calcular la inversa de una matriz, lo que haremos en breve. 


B: | 
AB 


(a) (b) 


Un conjunto de m ecuaciones con n incógnitas, tales como (A.1), puede convertirse fácil- 
mente a una sola ecuación de la forma (A.3), y se dice de ésta que está en forma de vector- 
matriz, donde x se designa como el vector incógnita, y el vector conocido y A la matriz de 
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conexión. Comencemos asignando las n incógnitas en el conjunto de ecuaciones escalares, 
como los n elementos del vector x. Luego, a partir de (A.4), consideremos a la primera 
ecuación dada como el primer renglón de una ecuación vector-matriz (A.3). Esto requiere 
que y, coni=1 en (A.4) coincida con y, en (A.1), y que los elementos del primer renglón de 
la matriz de conexión A coincidan con los coeficientes de la primera ecuación en (A.1). 
Siguiendo de esta manera para cada renglón, la forma vector-matriz (A.3), puede escribirse 
por inspección del conjunto de ecuaciones escalares (A.1). 
Por ejemplo, considérense las tres ecuaciones en tres incógnitas 


3v, + v2,—2v=0 
-6 (A.S) 


—01 + v)— 2u3 =2 


V; — 2 — Y 


La convertiremos a la forma vector-matriz Ax = y con 


Y Yi 0 
=|w|, y=|y|=|-6 
Y y 2 
nos dará 
ay ay av 0 
a a ax||u|=|-6 
aa az as3lJLo; 2 


Según (A.4) coni= 1, debemos tener 
aj1U1 + ajav) + aj3u3 =0 


Comparando la primera ecuación en (A.5), entonces 4, =3,a1,= 1, y a]3,=-—2. Repitiendo 
el mismo procedimiento para el segundo y tercer renglón, la forma vector-matriz deseada 
de las ecuaciones (A.5) es 


3 1-27 Pu 0 
1 -—2 -—1 vw|=|-6 
1. 1-2 v3 2 


Durante el resto del presente apéndice, resumiremos métodos para resolver la ecuación 
vector-matriz Ax = y en caso de que la matriz de conexión A sea cuadrada o, en otras 
palabras, que haya tantas incógnitas como ecuaciones. 


Los dos métodos principales para resolver Ax = y, la regla de Cramer y la inversión de 
matrices, dependen de calcular determinantes. Sea A una matriz cuadrada de dimensión 
nXn. El determinante A de A, denotado como| A |, es una función escalar de A, que se calcula 
de la forma siguiente. Paran= 1, A esla matriz 1x1 a,,, y es su propio determinante. 


A=a1 (A.6) 
Para n=2 
A=|[“U “2|= ga — a12091 (4.7) 
41 02 
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Esquemáticamente, esto puede pensarse como la regla en diagonal. Es decir, 


a11 X an 
a21 a22 


A= = 411492 — 412421 (4.8) 


o Aesla diferencia del producto a, , a2,de elementos sobre la diagonal que apunta hacia la 
derecha, y el producto a,2a7; de los elementos sobre la diagonal hacia la izquierda. 
Como ejemplo, el determinante, 2 x2 
a=15 4 
dado por 


A = ()(4) - 2M)(=3) = 10 
Un determinante de tercer orden, de 3 x3 , tal como 


dai 4 413 


A=|axs 4 4 (A.9) 
aa da 43 
también puede evaluarse por la regla diagonal, dada por 
A= 
(4.10) 


A = (a11477433 + 412493431 + 413432421) 
— (a347743, + 42343741] + 433071012) 


El valor del determinante es una diferencia de los productos de elementos sobre las tres 
diagonales que apuntan hacia la derecha, y los productos de los elementos sobre las 
tres diagonales que apuntan hacia la izquierda. 

Un ejemplo de un determinante de tercer orden, y su cálculo, está dado por 


1 1-1 
2 -1 1 
=1 1 2 
= [0D + MMOED+ MO! eo 
(DEDED + 000 + 00M] 

= —7 
Puede darse y utilizarse una definición general de los determinantes para derivar 
varios procedimientos y evaluarlos. Esta es la técnica que generalmente aparece en los 
libros de álgebra elemental. Sin embargo, para nuestros propósitos, utilizaremos las reglas 
diagonales que hemos considerado para los determinantes de segundo y tercer orden, y 
evaluaremos los determinantes de orden mayor porel método de expansión por menores o 

cofactores. 

El menor A;; del elemento a; es el determinante de la matriz que queda luego de que 


se eliminan el renglón ¡-ésimo y la columna j-ésima. Por ejemplo, en (A.11) el menor 4), 
del elemento a», =2 (segundo renglón, primera columna), es 


A= 


1 
An =! 


1 | =2-1=1 


Apéndice A Métodos de matrices 


El cofactor C;,del elemento a;; está dado por 
Ci = (—-DAj (4.12) 
Enotras palabras, el cofactor es el menor con signo, el menor multiplicado por +1 donde el 
signo depende de si la suma del número de renglón y el número de columna es par o impar. 
El valor de un determinante es la suma de los productos de los elementos en cual- 


quier renglón o columna y sus cofactores. Por ejemplo, expandamos el determinante de 
(A.9) mediante cofactores de la primera columna. El resultado es 


A =a11C11 + a12C12 +a13C13 
o, por(A.12) 


A=a( DP An + an DA +as(—D PA 
=an A — apApy +a3Aj3 
Escribiendo explícitamente los menores, obtenemos, 


da 423 
ada 033 


a 423 


A=a1 
aa 433 


= 4 


Por regla diagonal, esto puede ser escrito como 


A = aj1(a72433 — 423432) — ay2(a71433 — a23431) + aj3(a7,d32 — 472431) 


lo que puede simplificarse a (A.10). 
Para ilustrar la expansión por menores, evaluemos el determinante de (A. 11) aplican- 
do la técnica a la tercera columna. Obtenemos 
1 1 
2 -1 


2 —1 


a r—3y 43 
E Dl Me 


| +14 z ! | + 2-1) 


=2-==d1+D0td=1=2=-] 


El primer método que resumiremos para resolver la ecuación vector-matriz, 


Ax = y 
donde A es una matriz con conexión cuadrada nX n y x y y son n-vectores, se conoce como 
regla de Cramer. Esta regla postula que el componente ¡-ésimo x;, ¿=1,...,nde la solución 
es 
A; 
XxX =-— 
A 


donde es el determinante de A y Aj es el determinante de la matriz formada al sustituir la 
columna ¡-ésima de A por el vector conocido y. Si A = 0, claramente esta regla no pue- 
de aplicarse, y se dice que A es no invertible. Los conjuntos de ecuaciones con matrices de 
conexión no invertibles no tienen soluciones únicas, y serán discutidas posteriormente. 
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El caso que resolveremos para ilustrar la regla de Cramer es la ecuación 


AA 


que, evidentemente, es la forma vector-matriz que corresponde a las ecuaciones escalares 


Xx 2x2 =5 
6x1 +x2=4 
La regla de Cramer postula que 
5 -—2 


Ar h 1 |  SD-4-D 


MR A 
6-1 
y 
HA 
a Aa AI 
E 0 10-62) 
6-1 


donde los determinantes son calculados por (A.7). La regla de Cramer es particularmente 
eficiente cuando se necesita únicamente de un pequeño número de elementos del vector de 
incógnitas. 
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El segundo método que resumiremos para resolver la ecuación vector-matriz 


Ax =y (A.13) 


donde A es una matriz cuadrada de conexión n Xn y Xx y y son n-vectores, se conoce como 
inversión de matrices. Supongamos que podemos obtener una matriz n xn A“, que tiene la 
propiedad de 

ATA =I (A.14) 


donde l es la matriz identidad n xn [cada (1, ¿)es 1, cada elemento (1, /) es O para i distinta 
de /]. Luego, premultiplicando ambos lados de (A.13) por A—!, 


AT!lAx =Ix=A7ly (A.15) 
puesto que Ix = x para cualquier matriz conformable x, 
x=A ly (A.16) 
lo que es la solución deseada. La matriz A—l, se conoce como inversa de A. 
Para determinar A—1, comencemos calculando la 1 x n cuyo elemento (i, ¡)-ésimo, es 


el cofactor C;; definido en (A.12). La transpuesta de esta matriz de cofactores se denota 
como A (adjunto de A). Entonces 


4 A A.17 
A (4.17) 
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donde, como siempre, Á es el determinante de A. La ecuación (A.17)esel caso de multipli- 
cación escalar, es decir, la multiplicación de una matriz (adj A) por un escalar (1/A), que se 
definió en la sección A.3. 

Para ilustrarlo, resolveremos la ecuación vector-matriz resuelta utilizando laregla de 
Cramer en la subsección anterior. 


le Il] 


A= (DM) — 216) = 13 
Podemos obtener cada cofactor C;; eliminando el renglón ¡-ésimo de la columna-ésima de 
A, calculando el determinante de lo que queda, y multiplicando por (-1)'*/. Luego de eli- 
minar el primer renglón y la primera columna, C|, es el determinante de la matriz 1 x 1 
restante + 1, multiplicada por -1)1+1=1, o + 1. Podemos obtener Cy, eliminando el primer ren- 
glón y la segunda columna, calculando el determinante de la matriz, 6, y multiplicando por 
(E1)+42=--1. Procediendo de este modo, la matriz de cofactores es 


2 Y) 


y luego de transponer, para obtener la adjunta, la inversa es 


La determinante de A es 


1 2 
4! :]= 3 13 
A 13|-6 1 6 1 
NE) 
Luego, aplicando (A.16), la solución es 
1 2 
21-15 7 1J-L2 
2) a 6 1 4 Ti—2 
TAE 


lo que concuerda con el resultado que obtuvimos utilizando la regla de Cramer. Con fre- 
cuencia la matriz de inversiones es más eficiente que el uso repetido de la regla de Cramer, 
cuando se requiere la mayoría o todos los elementos del vector incógnito. 


El último método para resolver Ax = y para matrices cuadradas A, basadas en la elimina- 
ción sucesiva de incógnitas, se conoce como eliminación de Gauss. A diferencia de laregla 
de Cramer y la inversión de matrices, puede desarrollarse sin recurrir al formalismo de 
matrices. A continuación lo presentaremos como método de matrices, puesto que también 
es útil en ese contexto. 

Tustraremos el método para un caso 3 X 3; la generalización a otras dimensiones es 
evidente. Consideremos la ecuación vector-matriz 


LETRA 6 
| 2 3 [>] > a (4.18) 
—-1 1 2 X3 7 
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Nuestro primer objetivo será triangular la matriz, es decir, sustituir los elementos bajo la 
diagonal principal por ceros. Desde luego, podemos considerar (A.18) como el conjunto de 
tres ecuaciones en tres incógnitas: 


x1+x>+x3=6 
2x1 —x2+x3=3 
1x1 +2+2x3 =7 


Supongamos que restamos dos veces la primera ecuación a la segunda, y usamos esto como 
una nueva segunda ecuación. De manera similar, sumemos la primera ecuación ala tercera, 
y sustituyamos la tercera ecuación anterior por ésta. Nuevamente, en forma de vector- 


matriz, 
1 1 1 X1 6 
E —3 | E = | (A.19) 
0.2 3 X3 13 


Nótese el conjunto de ceros en la primera columna bajo la diagonal principal. Luego sume- 
mos dos tercios de la segunda ecuación a la tercera, con lo que se obtiene 


1 1 1 X1 6 
o 0 2J1Llx 7 


La matriz tiene forma de matriz triangularsuperior. La ecuación renglón final puede resol- 
verse ahora fácilmente para x3, puesto que no hay otras incógnitas en esta ecuación. La 
solución es x3= 3. Subiendo un renglón, luego de sustituir el valor xy, la segunda ecuación 
tiene una sola incógnita x». Dividiendo esta ecuación entre —3, obtenemos 


12=3-% =3-1=2 
y volviendo a la sustitución en la ecuación del primer renglón, 
a1=6-x-—x3=6-2-3=1 


lo que completa la solución. 
El método de eliminación de Gauss, puede ser visto como la formación de una matriz 
aumentada que contiene tanto A como y. En el caso del elemento que recién termina, esto 


es la matriz aumentada 
1 1 1.6 
| 2 -11 3 | 
—-1 1.27 


Restando dos veces el primer renglón del segundo, y sumando el primer renglón al tercero, 
la matriz aumentada se convierte en 


11. 1-06 
E -3 —1 -o| 
0.2 3 13 


(compárese con A.19). Sumando dos tercios del segundo renglón al tercero, y luego divi- 
diendo el segundo renglón entre 3 y el tercero entre 2, se obtiene 


1 1 6 
[o | 
0.0 3 


Rui 
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El último renglón revela que x3= 3. Puede instrumentarse el proceso de sustitución en la 
matriz aumentada, restando un tercio del último renglón del segundo, 


11.156 
0.102 | 
0.01 3 
y luego, restando el segundo y tercer renglones del primero: 
10.01 
0102 | 
0.01 3 


El último elemento en el renglón superior es x, = 1, el segundo renglón x, =2, y el último 
renglón, x3 = 3, como se calculó anteriormente. El proceso de transformar las primeras n 
columnas a la matriz identidad, resulta en la solución deseada como la columna restante. 
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Números complejos y la 
exponencial compleja 


Desde nuestra primera formación en aritmética, manejamos números reales, como 3, -5, 
1, Tr, y así sucesivamente, que pueden utilizarse para medir distancias sobre la línea real, 
desde un punto fijo. Un número x que satisface 


aa B.D 


no es un número real y se acostumbra, desafortunadamente, llamarlo número imaginario. 
Para manejar números imaginarios, se define una unidad imaginaria, denotada por j, 


pay (B.2) 


De este modo, tenemos ¡2=-— 1, ¡3=-—y, ¡+= 1, y así sucesivamente. (Cabe hacer notar que 
las matemáticas utilizan el símbolo ¿como la unidad imaginaria, pero en ingeniería eléctri- 
ca, esto puede confundirse con corriente.) Un número imaginario se define como el produc- 
to de j con un número real, tales como x = ¡2 . En este caso, x? = (/2) =-— 4, y por 
consiguiente, x es una solución de (B.1). 

Un múmero complejo, es la suma de un número real y un número imaginario, tal como 


A=a+jb (B.3) 


donde a y bson reales. El número complejo A tiene una parte real, a, y una parte imagina- 
ria, b, que a veces se expresa como 


a =ReA 
b=1ImA 


Es importante hacer notar que ambas partes son reales, a pesar de sus nombres. 

El número complejo a + jb puede representarse sobre un plano de coordenadas rec- 
tangulares, o un plano complejo, interpretándolo como un punto (a, b). Es decir, la coorde- 
nada horizontal es a y la coordenada vertical es b, como se muestra en la figura B.1, para el 
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Eje imaginario 


Eje real 


FIGURA B.1 Representación gráfica de un número complejo. 


caso 4 + /3. Debido a esta analogía con puntos graficados en un sistema de coordenadas 
rectangulares, (B.3) se designa a veces como la forma rectangular del número complejo A. 

El número complejo A = a + jb puede ser situado de forma unívoca en el plano 
complejo especificando su distancia r sobre una línea recta a partir del origen, y el ángulo 0 
hace esta línea respecto al eje real, como se muestra en la figura B.2. A partir del triángulo 
rectángulo que se forma de este modo, podemos ver que 


r= ya? +b? 


(B.4) 
9 = tan”! 2 
a 
y que 
a=rcosó 
(B.5) 
b=rsen0 


Denotamos esta representación del número complejo por 


A =r/0 (B.6) 


que se conoce como forma polar. El número r se conoce como su magnitud, y a veces se 
denota por 


r =]A| 


El número 0 es el ángulo o argumento, y con frecuencia se denota por 


0 =angA =argA 


0 a 


FIGURA B.2 Dos representaciones de un número complejo. 
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FIGURA B.3 Dos representaciones de un número complejo A. 


Podemos convertir fácilmente de la forma rectangular a la polar, o viceversa, me- 
diante (B.4) y (B.5). Por ejemplo, el número A, que se muestra en la figura B.3, está dado 
por 


A=4+ 3 =5/36.9* 
puesto que por (B.4) 


r=y4%+3=5 


3 
= A = 2 
0 = tan 7 36.9 


El conjugado del número complejo A, se define como 4 =a +jb 


A*=a-—jb (B.7) 
Es decir, j sustituido por—j. Puesto que tenemos 


|A*] = al + (=bY? = ya +b?=]|A] 


—b b 
arg A* =tan”! (7) = —tan”! — = —argA 
a a 


podemos escribir, en forma polar, 


(r/0) =r/-8 (B.8) 
Podemos notar a partir de la definición que si 4*es el conjugado de 4, entonces Á es 
el conjugado de 4*, Es decir, (4%)*=A, 
Las operaciones de suma, resta, multiplicación y división, se aplican a los números 
complejos exactamente como se aplican a los números reales. En el caso de suma y resta, 
podemos escribir, de forma general, 


(a + jb) +(c+ ¡d) = (a +c) + ¡(b+d) (B.9) 


(a + jb) — (c+ ¡d) =(a —c) + ¡(b— d) (B.10) 


Es decir, para sumar (o restar) dos números complejos, simplemente sumamos (o resta- 
mos) sus partes reales y sus partes imaginarias. 
Como ejemplo, sean 4=3 +/4 y B=4-—¡1. Entonces 


A+B=(3+4+j(4-1)=7+ 53 
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FIGURA B.4 Dos métodos gráficos para sumar, 


Esto también puede hacerse gráficamente, como se muestra en la figura B.4(a), donde los 
números A y B, están representados como vectores a partir del origen. El resultado es 
equivalente a completar el paralelogramo, o a conectar las puntas de flecha de los vectores 
A y B como se muestra en la figura B.4(b), como lo puede comprobar el lector comparando 
los números. Por esta razón, la suma de números complejos, a veces se conoce como suma 
vectorial. 

En el caso de la multiplicación de los números A y B, dados por 


A=a+jb=r;,c0sÓ; + jr, senó0; 
(B.11) 
B=c+ jd =r,Cc08 0, + jrasen6, 
tenemos 


AB=(a+ jb)(c + jd) =ac+ jad + jbc + ¡bd 
¡bNe= j (B.12) 
= (ac — bd) + ¡(ad + bc) 


Alternativamente, tenemos de (B.11) 
AB = (r¡c0s 01 + ¡r¡sen01)(r2c08 0 + jr2sen0») 
= rir2[(cos 6, cos 9, — sen6¡ sen0,) + ¡(senó, cos 6, + cos 6, send,)] 
= rir2[cos(0; + 02) + ¡sen(0, + 02)] 
Por consiguiente, en la forma polar tenemos 
(11/01 )(12/02) = rir2/01 +02 (B.13) 


Por consiguiente, podemos multiplicar dos números multiplicando sus magnitudes y su- 
mando sus ángulos. 
De este resultado podemos ver que 


AA” = (1/0)(r/-0) =r?/0 = |A/*/0 
Puesto que | 4]? /0 es el número real | A [?, tenemos 


¡A =AA* (B.14) 


Al dividir un número complejo entre otro, tal como 
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resulta en un denominador irracional, puesto que j = Y—1. Podemos racionalizar el deno- 
minador y mostrar las partes real e imaginaria de Nescribiendo 


AB*  a+jb c-jd 


N= = y E 
BB* c+ jd c- jd 
la cual es 
No (ac + bd) + ¡(be — ad) (B.15) 
c+ d? 
También podemos demostrar mediante el método utilizado para obtener (B.13) que 
lA 9 0 (B.16) 
ra/0 Tr 


Como ejemplo, seanÁ =4 +/3=5/36.9? y B=5+12=13/67.4*. Entonces tenemos 


AB = (5)(13)/36.9* + 67.4? = 65/104.39 


A 5 


5 = 13/1869 -67.4* =0.385/30.5" 


Evidentemente, es más fácil sumar y restar números complejos en su forma rectangu- 
lar, y multiplicar y dividirlos en su forma polar. 


Los números complejos se utilizan ampliamente en la ingeniería eléctrica, debido a la 
íntima relación entre los senos y cosenos reales y la función exponencial compleja el. 
Para exponer esta relación, definamos 


g =cC0s0 + ¡senó (B.17) 
Diferenciando, 


d 
7 = ¡(cosó0 + ¡sen0) = ¡0 


Esta es una ecuación diferencial lineal no forzada de primer orden, con solución general 
kes8. Donde s satisface la ecuación característica 


s=j=0 
y evaluando (B.17) en 0=0, k= 1. De este modo g =e7* y, por (B.17), 


el? =c080 + ¡senó (B18.a) 
Convirtiéndolo a la forma polar y notando que cos? 8 + sen?0 =1, 
e/? = 1/0 (B18.b) 


Las ecuaciones (B.18a, b), son las formas rectangular y polar de la fórmula de Euler, o la 
identidad de Euler. Sustituyendo 8 por—8 en (B.18a), 


e7/? =c080 — ¡send (B.19) 
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Combinando (B.18a) y (B.19), 


cosó == (e +e719) (B.20a) 


ES 


senó = ar (61% — e719) (B.20b) 
y 


La forma polar de la fórmula de Euler (B.18b) sugiere que todo número complejo 
puederepresentarse como exponencial compleja. Seax un número complejo con magnitud 
r>0 y un ángulo 6. Entonces, 


x= r10 
= (1/01/89) 
= rel? 


De este modo, junto con las formas rectangular y polar para representar números comple- 
jos, tenemos la forma exponencial 


x=a + jb (forma rectangular) (B.21a) 
= r/0 (forma polar) (B.21b) 
= rej0 (forma exponencial) (B.21c) 


Por ejemplo, el número complejo en forma rectangular x= 1 + tiene representación polar 
x=y/2/45" yexponencialx=42e/*%”. 

Unusoprincipal de la forma exponencial, es para formar exponenciales complejas de 
fase desplazada. Por ejemplo, supongamos 


¡aid (B22) 
donde x es un número complejo. Luego, utilizando la forma exponencial (B.21), 
(0) =re0e/0! = ypel(ot+0 


Por la fórmula de Euler (B.18a), este último es fácilmente reconocible como aquella que 
tiene la parte real r cos(wt + 0) y la parte imaginaria r sen(wr + 0). La resta de partes real e 
imaginaria de expresiones como (B.22), es una parte integral del análisis fasorial. 

La forma exponencial puede utilizarse para justificar de forma concisa las fórmulas 
de multiplicación y división que se presentaron anteriormente, Sean 


x= rif 0, y="r 0, 
Entonces 


xy = (rel9 (rel? = (nryel ete 


= rir2/ (01 +02) 
como se aseguró en (B.13), y 
JO 
A 
raele r 


= LOs 05 


como en (B.16) 
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(ot 


FIGURA B.5 Ilustración gráfica de la fórmula de Euler. 


En la figura B.S se ilustra gráficamente la fórmula de Euler. Un vector unitario gira 
alrededor de un círculo de la dirección que se muestra, con velocidad angular de ()rad/s. 
Por consiguiente, en (0 segundos se mueve a través de un ángulo t como se muestra, y por 
consiguiente, el vector puede especificarse por 1/wt o ejot, Su parte real es la proyección 
sobre el eje horizontal, dado por cos wt, y la parte imaginaria es la proyección sobre el eje 
vertical, dado por sen (ot. Es decir, 


e/% = cos wt + ¡senwt 


lo que es la fórmula de Euler enla fórmula (B.18a). Las proyecciones siguen las ondas 
coseno y seno, como se muestra, conforme el vector gira con periodo 07 = 21107 = 2x./0. 
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Topología de circuitos 


Los métodos generales de análisis nodal y de malla enfatizados en el presente texto, resul- 
tan en un número igual de ecuaciones e incógnitas. Esto, en sí, no es suficiente para garan- 
tizar que podemos utilizar estas ecuaciones para “descomponer” el circuito, es decir, 
evaluar sus incógnitas, los voltajes de nodo o corrientes de malla, y a partir de ellos los 
demás voltajes y corrientes, Es fácil escribir kecuaciones con kincógnitas para los que no 
hay soluciones, o para las que existen un número infinito de soluciones igualmente válidas. 
En ninguno de los casos podríamos completar el análisis de circuito a partir de estas ecua- 
ciones. Es decir, obtener valores únicos para todas las corrientes y voltajes. 

Enel presente apéndice, presentaremos algunos de los resultados más importantes de 
un estudio de topología de circuito, o la forma en que los elementos se interconectan. Esto 
resulta ser una forma efectiva para determinar cuántas ecuaciones se requieren para anali- 
zar un circuito dado, cuáles son independientes, y cuál es el conjunto de ecuaciones más 
eficiente para el análisis. Buscaremos los conjuntos más pequeños de ecuaciones con nú- 
mero igual de incógnitas, en tanto que trataremos de evitar la trampa doble de un número 
infinito de soluciones, o que no exista ninguna solución. 


Al estudiar la topología de un circuito, no distinguiremos a los elementos individuales por 
lo que son, resistencias, fuentes de corriente, y así sucesivamente, sino por dónde están. La 
configuración de líneas y nodos formadas siguiendo elementos de un circuito por líneas sin 
características se conoce como gráfica de circuito o gráfica de red. Para enfatizar la gran 
generalidad de esta gráfica, su capacidad para representar redes de todo tipo, y o sólo 
circuitos eléctricos, la designaremos como gráfica de redes a partir de este momento. Las 
líneas en una gráfica de redes, se designan como sus ramas. 

Una gráfica de redes es conexa si existe una trayectoria entre dos nodos cualesquiera. 
Nuestra discusión supondrá que la gráfica es conexa, puesto que, si no lo es, cada parte 
disjunta puede ser analizada separadamente, como gráfica conexa. 

Un árbol es una subgráfica con todos los nodos de la gráfica de redes completa, pero 
sin trayectorias cerradas. Un ejemplo de un circuito simple, subgráfica de redes y dos 
árboles distintos, aparecen en la figura C.1. En tanto que una gráfica de redes dada con B 
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FIGURA C.1 (a) Circuito; (b) gráfica de red; (c) un árbol; (d) otro árbol. 


ramas y Nnodos puede tener muchos árboles, cada árbol tiene exactamente N— 1 ramas. 
Esto proviene del hecho de que debe conectar todos los N nodos, pero no puede tener 
ninguna trayectoria cerrada. Las ramas en un árbol, se conocen como ramas del árbol, y las 
ramas restantes se conocen como eslabones. Por ejemplo, la rama by, conecta los nodos 0 y 
l en la figura C.1 esuna rama de árbol para los tres árboles que se muestran, en tanto que boa 
es una rama de árbol para la figura C.1(c) y un eslabón para el árbol de la figura C,1(d). 
Puesto que hay N— 1 ramas de árbol, deben haber B-—(N— 1) = B—N + 1 eslabones en 
cualquier árbol. El conjunto de estos BN + 1 se conoce como coárbol, asociado con un 
árbol dado. La unión del árbol y el coárbol, es la totalidad de la gráfica de redes. 


Considérese una gráfica de redes con Nnodos, B ramas y un árbol dado. Sumando un solo 


eslabón al árbol, resulta en una trayectoria cerrada, puesto que hay una trayectoria en el 
árbol entre los nodos a cada extremo del eslabón, y la segunda trayectoria formada por 
el eslabón en sí, debe cerrar una trayectoria. De este modo, por LVK, el voltaje del eslabón 
está fijo por los tres voltajes de ramas. Por otra parte, el conjunto de voltaje de ramas de 
árbol en sí, no tienen ninguna limitación por LVK, puesto que no contienen ninguna trayec- 
toria cerrada. Los voltajes de las ramas del árbol pueden tener cualquier conjunto de valores 
independientemente uno del otro. Puesto que los N—- 1 voltajes de ramas de árbol son un 
conjunto independientes de voltajes, y los voltajes de eslabón restante B-N + 1, están fijos 
por los voltajes de las ramas del árbol. Todos los voltajes de rama pueden expresar en 
términos de los N— 1 voltajes de las ramas de los árboles. 

Sabemos bien que un conjunto de k ecuaciones independientes con k incógnitas po- 
seen una solución única. Por consiguiente, si podemos obtener N— 1 ecuaciones inde- 
pendientes en los N—1 voltajes de las ramas de los árboles, podemos obtener sus valores, 
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puesto que fijan los voltajes de eslabón, también todos los voltajes restantes. Del conjunto 
completo de voltajes resultante podemos recuperar las corrientes mediante las leyes de 
elementos ¡-v, Por consiguiente, si podemos obtener N— 1 ecuaciones independientes en 
los voltajes de las ramas del árbol, esto será suficiente para un análisis de red completo, 

Escribamos LCK en cualquier nodo en la gráfica de red. Moviéndonos hacia cual- 
quier otro nodo, la ecuación LCK en este segundo nodo debe ser independiente del primero 
si, N >2. Esto resulta del hecho de que la segunda ecuación contiene porlo menos unarama 
noreferida en la primera ecuación. Si la segunda ecuación contuviera las mismas ramas que 
la primera, toda rama conectada a un nodo terminaría en el otro, en otras palabras, N=2, 
Moviéndonos a un tercer nodo, su LCK contiene una nueva rama no referida en ninguna de 
las dos primeras, siempre y cuando N >3, o, si no es así, entonces N= 3. Concluimos que 
cualquier conjunto de N—1 ecuaciones nodales LCK es independiente. 

Por ejemplo, haciendo referencia a la figura C.1(c), sea que i ,,, se refiera a la co- 
rriente que pasa por la rama by del nodo n al nodo m. Entonces LCK en el nodo 0 es 


lor + lo2 + 103 =0 
y LCK enel nodo 1 es 
o+i=0 


Estasegunda ecuación tiene una nueva corriente de rama, í2, no en laprimera, de forma que 
es independiente. LCK en elnodo 2 es 


iai+imti3g=0 


Otra vez, la nueva LCK es independiente de las demás, puesto que contiene una nueva 
corriente de rama, 1,3. La ecuación LCK final, en el nodo 3, es 


ia + izo =0 


Ninguno de los términos es nuevo en el conjunto de las cuatro ecuaciones nodales, y esta 
ecuación no es independiente de las primeras tres. De hecho, es sólo lasumanegativa de las 
tres primeras ecuaciones. En ésta gráfica de red hay cuatro nodos, N = 4, hay N—1=3 ecua- 
ciones nodales independientes LCK y la cuarta no es independiente de las primeras tres. 

Ahora supongamos que escribimos N— 1 ecuaciones nodales LCK en términos de 
N- 1 voltajes de ramas de árbol. Cada voltaje de rama, sea rama de árbol o eslabón, puede 
expresarse en términos de los N— 1 voltajes de ramas de árbol y, con la ayuda de las leyes 
¡—v, también puede hacerse así con las corrientes de las rama. Puesto que las N—1 ecuacio- 
nes resultantes en N— 1 incógnitas son independientes, concluimos que podemos obtener 
soluciones únicas para los voltajes de las ramas del árbol, y por consiguiente todos sus 
voltajes y corrientes. Concluimos que todas las N—1 ecuaciones nodales LCK en términos 
de los voltajes de ramas de árbol para cualquier árbol son independientes, y serán suficien- 
tes para completar el análisis de circuito. 

Generalmente es más conveniente trabajar con voltajes de nodo que con voltajes de 
árbol de ramas de árbol, puesto que de este modo no necesitamos construir un árbol. N—1 
voltajes nodales dados, fijan la totalidad del conjunto de N— 1 voltajes de ramas de árbol, 
puesto que los voltajes de las ramas de árbol son diferencias de voltaje nodales. Igualmente, 
los N— 1 voltajes de ramas de árbol fijan los N— 1 voltajes nodales, como puede verse al 
empezar con una rama de árbol conectada con el nodo de referencia, marcando como cero 
el voltaje en el nodo de referencia, y en el otro voltaje nodal igual al voltaje de la rama del 
árbol. Puesto que los dos puntos de N— 1 voltajes son equivalentes entre sí, y 1 es inde- 
pendiente, entonces el otro también debe serlo. 

Concluimos que la ecuaciones LCK para cualesquiera N—1 nodos escritos en térmi- 
nos de los voltajes de nodos, son independientes, y serán suficientes para completar el 
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análisis de circuito. A esto nos referimos como análisis nodal en el capítulo 4 y en el resto 
del texto, y podemos ver que queda garantizado que funcionan para cualquier circuito.! 


Concentrándonos ahora en las corrientes, para cualquier gráfica de red con un árbol dado, 
el conjunto de corrientes de ramas de árbol es fijado por los valores de los B — N + 1 
corrientes de eslabón. Esto se debe a que si fijamos en cero todas las corrientes del eslabón, 
puesto que no hay trayectorias cerradas en el árbol, entonces no hay trayectorias cerradas 
en ninguna parte, y todas las corrientes de rama de árbol están fijas en cero. Puede asignarse 
independientemente a las demás, toda corriente de eslabón individual, como puede verse al 
fijartodas, excepto una en cero, y notando que la última puede tener cualquier valor, puesto 
que es parte de una trayectoria cerrada sin ningún eslabón en la trayectoria cerrada. Con- 
cluimos queel conjunto de B--N + 1 corrientes de eslabón es independiente, y las corrientes 
de rama de árbol están fijas por las corrientes de eslabón. 

Si eliminamos todos los eslabones excepto uno de una gráfica de red, nos quedará una 
sola trayectoria cerrada. Llamaremos al conjunto de estos B—N + 1 trayectorias cerradas, 
una por cada eslabón, como trayectorias cerradas básicas asociadas con el árbol dado. El 
conjunto de ecuaciones LCK escritas alrededor de estas trayectorias cerradas es inde- 
pendiente, puesto que cada ecuación contiene una rama no contenida en ninguna de las 
demás, es decir, su eslabón definitorio. Por ejemplo, haciendo referencia a la figura C.1(d), 
con B=5 y N=4, los B-N+1=2 eslabones son by y b23. Las dos trayectorias cerradas 
básicas se cierran al insertar en primer lugar b,yen el árbol, y luego sustituyéndolo con b,3. 
Estas trayectorias cerradas básicas son 2012 y 2302, enumeradas por el orden en que se 
pasa por sus nodos. 

Por consiguiente, B— N+ 1 ecuaciones LCK independientes alrededor de las trayec- 
torias cerradas básicas, escritas en términos de las B—N + 1 corrientes de eslabón, también 
se conoce como corrientes de trayectorias cerradas básicas y pueden ser resueltas para las 
corrientes de los eslabones. Las corrientes de rama de árbol restantes están fijas por éstas, y, 
dado el conjunto completo de corrientes de rama, los voltajes de rama resultan aplicando 
las leyes ¿-v, Concluimos que para cualquier árbol dado, con LVK escrita alrededor de los 
B-N + 1 trayectorias cerradas básicas, en términos de las B—N + 1 corrientes de trayec- 
torias cerradas básicas, son independientes, y son suficientes para un análisis de circuito 
completo. Esto se conoce como análisis de trayectorias cerradas básicas y, al igual que el 
análisis nodal, se garantiza que funciona para cualquier circuito. 

Del mismo modo en que nos fue conveniente convertir en el extremo de los voltajes 
de rama de árbol a los voltajes nodales en nuestra discusión anterior del análisis nodal, 
es preferible, donde quiera que esto sea posible, trabajar con mallas en lugar de trayectorias 
cerradas básicas. Las mallas se definen únicamente para redes planas, aquellas redes cuyas 
gráficas pueden dibujarse sobre un plan sin que se entrecruce ninguna rama. Se define 
una malla como una trayectoria cerrada y vacía en una gráfica de red plana, es decir, una 
trayectoria cerrada que no contiene ramas en su interior. Pueden identificarse por inspec- 
ción, las trayectorias de las corrientes de malla, en tanto que las trayectorias cerradas bási- 
cas deben construirse a partir de un árbol. 

El conjunto de ecuaciones de malla LVK es independiente, puesto que cada ecuación 
de malla que añadimos forma por lo menos una nueva rama (si la gráfica de redes contiene 


1 Partiendo de que cada fuente de voltaje define un supernodo que debería ser considerado como un solo nodo (las 


fuentes de voltaje sontopológicamente equivalentes a circuitos cerrados). Porconsiguiente, un circuito concinco nodos 
y una fuente de voltaje, tendrá tres ecuaciones de análisis nodal, dos nodos que no son de referencia, y uno en el 
supernodo. 
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mallas totalmente abarcadas por conjuntos de otras mallas, es necesario sumarlas antes de 
las mallas que las contienen). Por sus definiciones, hay tantas ecuaciones de malla LVK 
como corrientes de malla. Además, cada corriente de rama puede expresarse en términos 
de corriente de malla, y con ayuda de las leyes ¡—u, cada voltaje de rama. Por consiguiente, 
las ecuaciones de malla LVK escritas en términos de corrientes de malla constituyen un 
número igual de ecuaciones independientes e incógnitas, y por consiguiente tiene una so- 
lución única para las corrientes de malla. Todas las corrientes de malla, y por consiguiente 
los voltajes de las ramas, pueden determinarse de las corrientes de malla resultantes. Por 
consiguiente, se garantiza que el análisis de malla es suficiente para completar el análisis de 
cualquier circuito plano.? 

La relativa eficiencia del análisis de malla depende de cuántas ecuaciones se requie- 
ren (en comparación alas N—1 ecuaciones nodales y las B--N+ 1 ecuaciones de trayecto- 
rias cerradas básicas). Supongamos que reconstruimos una red plana dada a razón de una 
malla por vez. La primera malla tiene tantos nodos como ramas, por ejemplo, k, de cada 
una, La siguiente, y todas las mallas subsiguientes sumadas, sumarán un nodo menos que 
la rama a la de construcción creciente. Cada rama en la malla nueva también agregará un 
nuevo nodo, excepto la últimarama en la malla, que volveráal circuito previamente recons- 
truido. Por consiguiente, si se añaden kz ramas a la segunda malla, kz, en la tercera, y así 
sucesivamente, al completar la reconstrucción tendremos M mallas, donde 


B=ki+k2+:::+Kkm 
N =ki + (ka — D+(k3- D+>+(ku—1) 
=B-(M-1) 
de forma que el número de mallas M, es 


M=B-N+1 (C.1) 


que es igual al número de trayectorias cerradas básicas. Concluimos que las ecuaciones 
LVK alrededor de las B- N + 1 trayectorias cerradas básicas asociadas con cualquier 
árbol, expresadas en términos de corrientes de trayectorias cerradas básicas, o ecuacio- 
nes LVK alrededor de las B-N + 1 mallas en un circuito plano, expresadas en términos 
de corrientes de malla, son linealmente independientes y suficientes para un análisis de 
circuito completo. 

Para ilustrarlo, considérese el circuito de la figura C.2(a). En la figura C.2(b) se 
muestra la gráfica de red, con un árbol en azul. Con este árbol se asocian cuatro trayectorias 
cerradas básicas: 014530, 03520, 0120 y 3453. La fuente de corriente 7, reduce en uno la 
cantidad de ecuaciones de trayectoria cerrada necesarias, puesto que la corriente de trayec- 
toria cerrada básica marcada como iq, es de hecho igual a /,1, lo que es un valor conocido. 
Las tres ecuaciones de trayectoria cerrada básicas, asociadas con las tres primeras trayec- 
torias cerradas básicas anteriormente citadas, son 


Trayectoria cerrada básical: — (R¡+R2+R¿+Ry)i Ria + Ryiz= Vo Roly 
Trayectoria cerrada básica 2: —Raiy H(R3+R4ERDiO A Raiz = —V 5 
Trayectoria cerrada básica 3: (Ri +Ralo+H(R|+Rs+Rgi= 0 


En la figura C.3 aparecen las cuatro mallas y sus corrientes de malla para este circuito 
plano. Hay tres corrientes de malla desconocidas marcadas como is, iz, 17. La eliminación 


2 Partiendo de que cada fuente de corriente disminuye en uno el número de mallas (las fuentes de corrientes son 
topológicamente equivalentes a circuitos abiertos). Por consiguiente, un circuito con cuatro mallas y una fuente de 
corriente tendrá tres ecuaciones LCK de análisis de malla. 
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(b) 
FIGURA C.2 (a) Circuito; (b) gráfica de red que muestra el árbol y las corrientes 
de trayectorias cerradas básicas. 


temporal de la fuente de corriente hace que las dos mallas 01430 y 3453 se conviertan en la 
única supermalla 014530. Las ecuaciones de malla son 


Supermalla: —Ryis+ Ra(is — ió) + Ró(ls1 — is — 16) + Ri(is—i7) = Vs 
Malla6: —Rsi6 + Ra(ió — ¿7) + Rolls — ls1 + 15) + Ralis —i5) =0 
Malla 7: Raiz + Ri(i) — is) + Ra3(i7 — 16) = —Vs 


¿Cuál de estos métodos, el análisis nodal, de malla o de trayectoria cerrada básica, 
deberá usarse para estudiar un circuito dado? Si N— 1 << B—N+ 1, como en el caso de 
circuitos con muchos elementos en paralelo (muchas ramas por nodo), el análisis nodal 
será más eficiente. SiB-N+1< N +1, como en circuitos con muchos elementos en serie, 
y por consiguiente con pocos elementos por nodo, será una mejor elección el análisis de 
malla o de trayectoria básica. Para circuitos planos, es preferible el análisis de malla sobre 
el análisis de trayectorias cerradas básicas, puesto que no se necesita de ningún árbol. Dado 
que la mayoría de los circuitos de complejidad baja o media, como los que utilizamos en 
este libro son planos, los análisis nodal y de malla son los métodos que enfatizamos en el 
presente texto. 


ig=L4 — is 


FIGURA C.3 Mallas y corrientes de malla para el circuito de la figura C.2(a). 


Apéndice C- Topología de circuito 


Apéndice D 


Guía de referencia 
de SPICE 


Este apéndice hace una lista de los formatos de enunciados de entrada y reglas de uso 
básicos para la familia de simuladores de circuitos designados en este libro como SPICE. 
Esta familia abarca muchas variaciones, o “dialectos”, algunos de los cuales son del domi- 
nio público (SPICE 1, SPICE2, SPICE3) y algunos que son propiedad (PSPICE, HSPICE). 
Los dialectos difieren ligeramente respecto a las restricciones y aumentos. En los detalles 
donde los dialectos difieren en sus restricciones, en el presente apéndice aparece la forma 
más restrictiva. Por ejemplo, algunos dialectos permiten que el primer carácter del enun- 
ciado de título sea un espacio en blanco, y otros no lo permiten; aquí se advierte que es 
preferible no utilizar el espacio en blanco. Los dialectos también difieren en mucho en 
aumentos de varias clases; por ejemplo, algunos ofrecen soporte para gráficas e impresio- 
nes de alta resolución. Para las capacidades que están más allá del común denominador 
universal que se discute aquí, se refiere el usuario a la documentación del programa de 
software específico. La sintaxis resumida aquí es el común denominador, aplicable a to- 
dos los dialectos de SPICE. 

SPICE1, que quiere decir Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis, 
Programa de Simulación con Énfasis en Circuitos Integrados (Versión 1), fue escrito por 
académicos y estudiantes de la Universidad de California en Berkeley, en gran parte debido 
a becas, y fue puesto al dominio público en 1972. La primera modificación a gran escala, 
SPICE2, publicada en 1975, mejoró la precisión y amplitud del programa, y expandió 
el conjunto de dispositivos de circuitos a los que se daba soporte. SPICE2 sigue siendo el 
miembro más utilizado de la familia SPICE para calcular entornos que favorecen el proce- 
samiento en lote para usuarios múltiples, tales como en entornos de grandes universidades. 
SPICE3, publicado en 1985, está codificado en el lenguaje C en lugar del FORTRAN de 
las versiones anteriores. Aunque está diseñado para uso interactivo e incorpora menús y 
una interfaz gráfica para el usuario, SPICE3, también da soporte al modo de operaciónlote, 
haciéndolo retroactivamente compatible con las versiones anteriores. 

El primer dialecto de SPICE diseñado para utilizarse en computadoras personales, 
PSPICE, fue publicado en 1984 por MicroSim, Inc. Sigue siendo el dialecto propietario de 
más amplia difusión, en parte por la disponibilidad de una versión de evaluación del estu- 
diante gratuita, PSPICE fue adaptado para los sistemas operativos más populares para las 
PC y estaciones de trabajo: DOS (Microsoft, Inc.), Windows (Microsoft, Inc.), Macin- 
tosh/OS (Apple, Inc.), Unix, y otros. Al igual que con otros dialectos propietarios, PSPICE 
tiene soporte para muchos aumentos, incluyendo gráficas de alta resolución y simulación 
de circuitos digitales y de modo mixto. 
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Toda la información descriptiva y de control, pasa a SPICE en un archivo de texto ordina- 

rio (ASCII) que se designa como archivo de entrada de SPICE, Este archivo es un conjunto 
de enunciados separados por la tecla Enter, con un enunciado por renglón. Se inicia con el 
enunciado del título y termina con el enunciado .END. Entre estos dos enunciados hay tres 
clases de enunciados: enunciados de listas de redes, enunciados de control y enunciados de 
comentarios. Los enunciados de lista de redes definen el circuito: tipos de elementos, valo- 
res, parámetros e interconexiones. Los enunciados de control especifican el modo de aná- 
lisis, las variables de salida y el tipo de salida que se desea y otra información de control. 
Los enunciados pueden entrar en archivo de entrada en cualquier orden, excepto en que el 
archivo debe iniciar y terminar con los enunciados de título y .END, y que todos los enun- 
ciados entre un enunciado .SUBCKT y el enunciado .ENDS (FIN de Subcircuito) seinter- 
pretan como parte de la definición del subcircuito. 

Los enunciados de lista de red y de control consisten en campos separados por cual- 
quier cantidad de espacios en blanco (teclas de espacio y/o tabulador). Estos campos pue- 
den ser de tres tipos: palabra clave, de texto y numérico. Los campos de palabras clave 
deben escribirse exactamente como se especifica, tales como la palabra clave .END. Los 
campos de textos pueden consistir de cualquier carácter ASCIT. Los números pueden ali- 
mentarse en cualquiera de los siguientes formatos: 


Formato Ejemplos 
ENTERO 77, —56 
PUNTO FLOTANTE 7.54,—33.65 


EXPONENCIAL 100B-02, 1.755E3 


Los sufijos en los campos numéricos que multiplican por potencias de 10 son 


Sufijo Factor Sufijo Factor 
K 10+3 M 107? 
MEG 10+6 U 1076 
G 10+2 N 107? 
T 102. p 102 
F 10715 


Por ejemplo, los siguientes son campos numéricos equivalentes entre sí: 


1.05E6 1.05MEG 1.05E3K 0.00105G 


El lugar de todos los elementos en el circuito y el lugar de todas las direcciones de 
referencia de voltajes y corrientes quedan indicados especificando sus nodos. Debe enun- 
ciarse a un nodo del circuito como nodo de referencia, que está dado por el número de nodo 
cero. Otros nodos quedan identificados por números enteros sin signos. 

La caída de voltaje entre los nodos N y M, queda especificada como V(N, M), con un 
signo positivo de la dirección de referencia de V(N, M) en el nodo N y un signo negativo en 
M. V(N, 0) puede ser abreviado V(N). 

Las corrientes quedan especificadas en la forma I(VNAMB), donde VNAME es una 
fuente de voltaje independiente declarada en la lista de redes (ver la sección D.3 para el 
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formato de enunciado de lista de redes). La flecha de dirección de referencia para los puntos 
a partir del extremo negativo de VNAME (el segundo nodo en su enunciado de lista de 
redes) hacia el extremo positivo (el primer nodo en el enunciado de su lista de redes). Si 
se requiere una corriente que pasa a través de un elemento distinto de la fuente de voltaje 
independiente, debe insertarse una fuente de voltaje vacía, con valor +0 V en serie con este 
elemento. ! Todo enunciado puede ser continuada a la siguiente línea, incluyendo un signo 
(+) en la primera columna de la nueva línea para indicar la continuación. 


Resistor 


El enunciado de título es el primer enunciado del título del archivo de entrada de SPICE. 
Queda restringido a un solo renglón, que no debe empezar con espacio en blanco (espacio 
o tabulador), pero que de otro modo es un formato libre para texto. Se utiliza el enunciado 
de título para identificar el circuito que se estudia. Un ejemplo es 


Los enunciados de comentario se utilizan para insertar texto libre descriptivo o ex- 
plicatorio dentro.del archivo de entrada de SPICE y para separar partes del archivo. Toda 
línea que se inicia con un asterisco (*) es un enunciado de comentario y el compilador de 
SPICE lo ignora. Los ejemplos son 


El circuito ainvestigarse queda especificado por una lista de redes. Una lista de redes es una 
lista de todos los elementos en una red, sus tipos, valores, parámetros y lugares. El circuito 
no puede contener una trayectoria cerrada de fuente de voltaje o una región cerrada en la 
que solamente fluyen fuentes de corriente. Cada elemento en el circuito queda completa- 
mente especificado por un solo enunciado de lista deredes. A continuación se describen los 
formatos para enunciados de listas de redes por tipo de elemento. 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a 7 caracteres para marcar al 

elemento. Los (NODOS) (+) y —-) definen la polaridad de la conexión de resisten- 
cias. La corriente positiva fluye de (+) nodo a través de la resistencia hacia (—) nodo. 

(VALOR) esel valor de resistencia no nulo (positivo o negativo) expresado en ohms, 


Ejemplo D.I: | 


1 La restricción de que sólo deben declararse corrientes a través de fuentes de voltaje no es vigente en todos los dialectos 
de SPICE. Algunos permiten formas tales como I(R1). Consulte su documentación. 
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Capacitor 


denota una resistencia de 10-k(2 marcado como RLOAD conectado entre los nodos 12 y 3 que 
tienen corriente que fluye desde el nodo positivo 12 de la resistencia hacia el nodo negativo 3. 


Inductor 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a7 caracteres. 

(NODO) (+) y NODO (-) definen la polaridad de la conexión del capacitor. La 
corriente positiva fluye de (+) NODO através del capacitor hacia (-) NODO. 

(VALOR) es el valor no nulo (positivo o negativo) expresado en farads. 

(VALOR INICIAL) es optativo y denota el voltaje de capacitor inicial en el instante 
t =0 de (+) NODO respecto a (—) NODO para un análisis de respuesta transitoria. 


Ejemplo D.2: 


denota un capacitor de 10-4F marcado EXT conectado entre los nodos 2 y 3. Si se incluye 
IC=4, entonces existe un voltaje inicial de 4 V para el nodo 2 con respecto al 3 ent=0, Esto 
se usa únicamente en la respuesta transitoria. 


Transformador lineal 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a7 caracteres, 

(NODO) (+) y NODO (-) definen la polaridad de la conexión del inductor. La co- 
rriente positiva fluye de (+) NODO através del inductor hacia (—) NODO, 

(VALOR) es el valor no nulo (positivo o negativo) expresado en henrys. 

(VALOR INICIAL) es optativo y denota la corriente de inductor inicial en el instante 
t= 0 desde (+) NODO a través del inductor hacia (—) NODO para un análisis de respuesta 


transitoria. 


Ejemplo D. 3: 


denota un capacitor de 10-mH marcado 12 conectado entre los nodos 100 y 0 (nodo de 
referencia). Si se incluye 1C =—0.5, entonces existe un corriente inicial del nodo 100 
a través del inductor hacia el nodo 0 en £=0. Esto se usa únicamente en la respuesta tran- 
sitoria. 


734 


K(NOMBRE) acopla dos inductores A y Butilizando la convención de punto que se 
determina por las asignaciones de nodo de los inductores 4 y B. La polaridad queda deter- 
minada por el orden de los nodos en los dispositivos L y no por el orden de los inductores 
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en el enunciado K. Las terminales conjunto de los inductores A y B sonconectadas hacia los 
nodos positivos (los que se marcaron en primer lugar) en sus enunciados definitorios, 
(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a 7 caracteres. 
(VALOR DE ACOPLAMIENTO) es el coeficiente del acoplamiento mutuo en el 
rango0< k<l. 


Ejemplo D.4: 


denota un transformador lineal que tiene un acoplamiento mutuo de 0.98 entre LPRI y 
LSEC. Las terminales con punto para la polaridad del acoplamiento son la terminal de 
LPRI conectada al nodo 2 y la terminal de LSEC conectada al nodo 5. 


Fuente 
independiente 


I denota la fuente de corriente independiente. 

V denota la fuente de voltaje independiente. 

(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a 7 caracteres. 

Los NODOS (+) y (Y definen la polaridad de la fuente. La corriente positiva fluye de 
(+) NODO através de la fuente hacia (—) NODO (la flecha de referencia apunta hacia el (—) 
NODO). 

TYPE es DC (por omisión) para una fuente de y ac para una fuente sinusoidal ac. 

(VALOR) es el valor de para de o una magnitud y fase (en grados) para ac. Los 
valores por omisión son cero. 

[SPEC TRANSITORIO] se utiliza únicamente en análisis transitorio y puede ser 
uno de los siguientes: 


La forma EXP hace que la corriente de voltaje de salida sea(x1) durante los primeros 
(td1) segundos. Entonces, la salidadecae exponencialmente de(x1) a(x2) conuna constan- 
te de tiempo de (tc1). El decaimiento dura (td2) segundos. Luego, la salida decae de (x2) de 
vuelta a (x1) con una constante de tiempo de (tc2). 


La forma PULSE hace que la salida se inicie en (x1) y dure durante (td) segundos. La 
salida entonces pasa linealmente de (x1) a (x2) durante los siguientes (tr) segundos. La 
salida sigue siendo (x2) durante (pw) segundos. Luego regresa linealmente a (x1) durante 
los siguientes (tf) segundos. Permanece en (x1) durante (per) —((tr) + (pw) + (tf) segundos 
y luego el ciclo se repite, excluyendo el retardo inicial de segundos. 
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La forma PWL describe una onda lineal por tramos. Cada par de valores de tiempo- 
salida especifican un pico de la onda. La salida entre los instantes entre picos es la inter- 
polación lineal de las corrientes en los picos. 


La forma SIN hace que la salida se inicie en (xoff) y permanezca así (td) durante 
segundos, luego, la salida se convierte en una onda sinusoidal amortiguada exponencial- 
mente descrita por la ecuación 


Fuentes 
dependientes 
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Ejemplo D.S: 


denota una fuente de corriente de marcada G1 suministra 0.2 A del nodo 2alnodo 3 através 
de la fuente. 


denota una fuente ac 10.464 A marcada SOURCE conectada entre los nodos 0 y 5 con la 
terminal positiva al nodo 0. 


denota una corriente exponencial de 10e-10 mA que fluye del nodo 0 al nodo 2 a través de 
la fuente en el intervalo 0 <1 <0.1 para análisis transitorio. 


Fuente de Voltaje Controlada por Voltaje (FVCV) 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a 7 caracteres. 

Los NODOS (+) y (-) definen la polaridad de la fuente. La corriente positiva fluye de 
(+) NODO através de la fuente hacia (-) NODO. 

(+CONTROL) y (-CONTROL) aparecen en pares y definen un conjunto de voltajes 
de control que se multiplican por (GANANCIA). Un nodo particular puede aparecer 
más de una vez, y la salida y los nodos de control no necesitan ser distintos. 

El signo positivo de la segunda línea de este enunciado, indica continuación. 


Ejemplo D.6: 


denota un FVCV marcado BUFF conectado entre los nodos 1 y 3, con el voltaje del nodo 1 
respecto al 3 igual a 2.4 veces el voltaje del nodo 11 con respecto al 9. 
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Fuente de Corriente Controlada por Corriente (FCCC) 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a7 caracteres. 

Los NODOS (+) y () definen la polaridad de la fuente. La corriente positiva fluye de 
(+) NODO através de la fuente hacia (-) NODO. La corriente que pasa a través de (NOM- 
BRE) (DISPOSITIVO V DE CONTROL) multiplicado por (GANANCIA) determina la 
corriente de salida. 

(DISPOSITIVO V DE CONTROL) es una fuente de voltaje independiente, 


Ejemplo D.7: 


denota una FCCC marcado 23, con una corriente que fluye desde el nodo 3 a través de la 
fuente hacia el nodo 7 con un valor igual a 1.2 veces el de la corriente que fluye en la fuente 
que fluye en una corriente positiva VOUT de fuente independiente (de — terminal a + 
terminal). 


Fuente de Corriente Controlada por Voltaje (FCCV) 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a 7 caracteres, 

Los NODOS (+) y () definen la polaridad de la fuente. La corriente positiva fluye de 
(+) NODO através de la fuente hacia (-) NODO, 

(+CONTROL) y CONTROL) aparecen en pares y definen un conjunto de voltajes 
de control que son multiplicados por (TRANSCONDUCTANCIA). 


Ejemplo D.8: 


denota una FCCV marcado AMP, conectada a los nodos 4 y 3, donde la corriente fluye del 
nodo 4 al 3 a través de la fuente y es iguala 1.7 veces el voltaje del nodo 1 respecto al 9. 


Fuente de Voltaje Controlada por Corriente (FVCC) 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a 7 caracteres. 

Los NODOS (+) y (|) definen la polaridad de la fuente. La corriente positiva fluye de 
(+) NODO através de la fuente hacia (-) NODO. La corriente que pasa a través de (NOM- 
BRE) (DISPOSITIVO V DE CONTROL) multiplicado por(TRANSRESISTENCIA) de- 
termina el voltaje de salida. 

(DISPOSITIVO V DE CONTROL) es una fuente de voltaje independiente. 


Ejemplo D.9: 
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denota una FVCC marcada IN con corriente positiva que fluye del nodo 4 a través de la 
fuente hacia el nodo 8 con un igual a 7.7 veces desde la corriente que fluye en la fuente de 
voltaje independiente de VDUMMY (de —terminal a + terminal). 

Enunciado de llamada 

de subcircuito 


(NOMBRE) denota cualquier serie alfanumérica de 1 a 7 caracteres. 

[NODO]* denota una lista de nodos requeridos por la definición de subcircuito. 

(NOMBRE (SUBCIRCUITO)) es el nombre de la definición del subcircuito (ver 
posteriormente el enunciado .SUBCKT). En la llamada debe haber el mismo número de 
nodos que en la definición del subcircuito. 

Este enunciado hace que el subcircuito llamado quede insertado en el circuito, donde 
los nodos dados reemplazan los nodos en la definición .SUBCKT en orden. Permite definir 
un bloque de circuitos una vez, y luego que se use en otros lugares el uso de ese bloque. 


Ejemplo D. 10: 


denota una llamada a un subcircuito que sustituye el enunciado de llamada por el contenido 
del archivo UNITAMP para el análisis SPICE, 


Todos los enunciados que se inician en un punto (.) son enunciados de control. Los coman- 
dos discutidos en esta sección son .AC, .DC, .FOUR, .IC, .LIB, .SUBCKT, .TF, y TRAN. 
Los enunciados de control de salida .PLOT y .PRINT serán descritos en la siguiente 
sección. 


Análisis AC: El enunciado .AC se utiliza para calcular la frecuencia de un circuito sobre un 
rango de frecuencia 


LIN, OCT o DEC son palabras clave que especifican el tipo de barrido de la forma 
siguiente: 


LIN: Barrido lineal. La frecuencia varía linealmente desde START FREQUENCY 
hasta END FREQUENCY. (VALOR (EN PUNTOS)) es el número de puntos en el 
barrido, 

OCT: Barrido por octavas. La frecuencia es barrida logarítmicamente por octavas. 
(VALOR (PUNTOS), es el valor de puntos por octava. 

DEC: Barrido por décadas. La frecuencia es barrida logarítmicamente por décadas. 
(VALOR (PUNTOS)) es el número de puntos por década, 


Debe especificarse exactamente una de entre LIN, OCT o DEC, 
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«FOUR 


(VALOR (FRECUENCIA FINAL)) debe ser mayor que (VALOR (FRECUENCIA 
INICIAL )) y ambos deben ser mayores que cero. Si se desea, todo el barrido podrá especi- 
ficar un solo punto. 


EjemploD.11: 


denota una respuesta de frecuencia lineal con 101 puntos distribuidos uniformemente en el 
rango de entre 100 a 200 kHz. 


Análisis DC: Elenunciado .DC hace que se realice un análisis de barrido DC para el circui- 
to. Tiene la forma 


(NOMBRE (VARIABLE DE BARRIDO) es el nombre de una fuente independiente de 
voltaje o corriente. Es barrida linealmente desde (VALOR (INICIAL) a(FINAL). El valor 
del tamaño de los incrementos es (VALOR (INCREMENTO). (VALOR (INICIAL), 
puede ser mayor o menorque (VALOR (FINAL )); es decir, el barrido puede iren cualquier 
dirección. (VALOR (INCREMENTO) debe ser mayor que cero. Si se desea, todo el barri- 
do puede especificar un sólo punto. 


Ejemplo D.12: 


denota una solución de para un circuito con fuente de voltaje independiente VIN=10V. 


denota un barrido de para una fuente de corriente independiente IGEN que se barre de l a 
10 mA en escalones de 1-mA. 


Análisis de Fourier: El análisis de Fourier realiza una descomposición en componentes 
Fourier como resultado de un análisis transitorio. Un enunciado .FOUR requiere un enun- 
ciado .TRAN (descrita posteriormente). Tiene la forma 


((VARIABLE DE SALIDA) es una lista de una o más variables para las que se desean las 
componentes de Fourier. El análisis de Fourier se realiza iniciando con los resultados del 
análisis momentáneo para las variables de salida especificadas. Para estos voltajes o co- 
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«LIB 
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rrientes, se calculan el componente dc, la frecuencia fundamental y los armónicos segundo 
a noveno. La frecuencia fundamental es (VALOR (FRECUENCIA) que especifica el 
periodo para el análisis. El análisis transitorio debe tener una duración de por lo menos 
1X VALOR (FRECUENCIA)) segundos. 


Ejemplo D.13: 


da como resultado los componentes de Fourier para las variables V(5), V(6, 7), e 
I (VSENS3). La frecuencia fundamental para la descomposición se fija igual a 10 kHz. 


Condiciones transitorias iniciales: El enunciado .IC se utiliza para fijar las condiciones 
iniciales para el análisis transitorio. Tiene la forma 


Cada (VALOR) es un voltaje que se asigna al (NODO) para el voltaje del nodo inicial en el 
instante ¿= 0 para el análisis transitorio. 


Ejemplo D.14: 


denota que se fijan los voltajes de nodo iniciales de los nodos 2, 5 y 101 en 5,-4, y 10 V, 
respectivamente, ent =0, 


Archivo de consulta: El enunciado .LIB se utiliza para hacer referencia a una consulta de 
subcircuito en otro archivo. Tiene la forma 


Ejemplo D. 15: 


denota que el archivo de consulta del subcircuito tiene el nombre OPAMP.LIB. 


Análisis de de punto de operación: El enunciado .OP calcula todos los voltajes de nodo de 
y las corrientes en todas las fuentes de voltaje. Tiene la forma simple 
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«SUBCKT 


.TRAN 


Definición de subcircuito: El enunciado .SUBCKT se utiliza para definir un subcircuito 
que es llamado utilizando el enunciado X descrito anteriormente. Tiene la forma 


El enunciado .SUBCKT se inicia con la definición de un subcircuito. La definición termina 
con un enunciado .ENDS, Todos los enunciados entre SUBCKT y .ENDS están incluidos 
en la definición. Cada vez que se llama a un subcircuito por un enunciado X (amar un 
subcircuito), todos los enunciados en la definición sustituyen el enunciado de llamada. 


Función detransferencia: El enunciado .TF produce la función de transferencia de señal de. 
Tiene la forma 


La ganancia de nombre (NOMBRE (FUENTE DE ENTRADA ) hacia ((VARIABLE DE 
SALIDA) se calcula junto con las resistencias de entrada y salida. ((VARIABLE DE SA- 
LIDA)) puede ser una corriente o voltaje; sin embargo, en el caso de una corriente está 
restringido a ser la corriente que pasa a través de una fuente de voltaje. 


Ejemplo D.16: 


produce la función de transferencia de señal pequeña de para V(3//1IN, la resistencia de 
entrada desde las terminales de la fuente de corriente independiente ITN, y la resistencia 
de salida que pasa a través del nodo V(3). 


Análisis transitorio: El enunciado .TRAN hace que se realice un análisis transitorio para un 
circuito. Tiene la forma 


El análisis transitorio calcula el comportamiento del circuito respecto al tiempo, iniciándo- 
se en £=0 y hacia (VALOR (TIEMPO FINAL). (VALOR (ESCALÓN DE IMPRE- 
SIÓN) es el intervalo de tiempo que se utiliza para graficar o imprimir los resultados del 
análisis. La palabra clave UIC (use initial conditions); (“uso de condiciones iniciales”) 
hace que se utilicen las condiciones iniciales fijadas utilizadas para capacitores e inducto- 
res con la especificación IC. 


Ejemplo D.17: 


produce un análisis transitorio en el intervalo de 0 a 100 ns, con una salida graficada o 
impresa en intervalos 1-ns. 
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.PLOT 


.PRINT 
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Los enunciados de control de salida para imprimir y graficar son los enunciados .PLOT, 
.PRINT, y WIDTH. 


Los enunciados .PLOT permiten que los resultados de los análisis transitorios, de, ac sean 
la salida en la forma de gráficas de impresor de líneas [por ejemplo, las figuras 14.44(a) o 
(b)]. Tiene la forma 


DC, AC y TRAN son los tipos de análisis que puede estar en la salida. Debe especificarse 
exactamente un tipo de análisis. [VARIABLE DE SALIDA]* es una lista de las variables 
de salida deseadas para la gráfica. Las corrientes se especifican en la forma 1(VNAMB), 
donde VNAME es una fuente de voltaje independiente y I(VNAME) fluye a través de la 
fuente de voltaje de su—terminal a su + terminal. Para el análisis ac puede añadirse el sufijo 
M,P, Rol alos especificadores de variable V o 1. Éstos indican magnitud, fase y parte real 
e imaginaria. En un solo enunciado .PLOT se permite un máximo de ocho variables de 
salida. 

El rango e incremento del ejex quedan fijados por el análisis que se grafica. El rango 
del eje y puede fijarse añadiendo (VALOR (DE LÍMITE INFERIOR), (VALOR (LÍMI- 
TE SUPERIOR) a las variables de salida con el mismo rango del eje y. Cada ocurrencia 
define un eje y con el rango especificado. Todas las variables de salida que vienen entre éste 
y el siguiente rango a la izquierda, son puestos en su eje y correspondiente. Sino se especl- 
fican límites para el eje y, el programa determina automáticamente los limites de la gráfica. 


Ejemplo D.18: 


grafica la respuesta de para V(2) y V(3, 5), 


grafica la magnitud y fase de V(3) y las partes real e imaginaria de la corriente que pasa a 
través de V1, 


grafica la respuesta transitoria de V(5) y V (2, 3) entre los límites de 0 y 5 V e (VCC) entre 
los límites de-S y 5mA. 


Impresión: El enunciado .PRINT permite que los resultados de salida de los análisis transi- 
torios, de y ac aparezcan en forma de tabla. Tiene la forma 


-PRINT EDCIEACIETRANIC(OUTRUT VARTAB 


Apéndice D Guía de referencia de SPICE 


«WIDTH 


.ENDS 


.END 


DC, AC y TRAN son los tipos de análisis que pueden ser la salida. Debe especificarse 
exactamente un tipo de análisis. Variable de salida es una lista de las variables de salida 
deseadas (ver el enunciado .PLOT descrito anteriormente). No hay límite a la cantidad de 
variables de salida. El formato de salida (caracteres por línea) queda determinado como la 
especificación del comando .WIDTH. 


Ejemplo D.19: 


imprimir la respuesta transitoria para V(7), (VCC) y VG, 1). 


Amplitud: el enunciado .WIDTH fija la amplitud de la salida. Tiene la forma 


(VALOR) es el número de columnas y debe ser 80 o 132. 


Los enunciados de final para los archivos de subcircuito y circuito son .ENDS y .END, 
respectivamente. 


Definición de subcircuito: El enunciado ENDS marca el final de una definición de subcir- 
cuito (iniciada por un enunciado .SUBCKT). Tiene la forma 


Es buena práctica repetir el nombre del subcircuito, aunque esto no se necesite. 


Fin de circuito; El enunciado .END marca el final del archivo de circuito. Tiene la forma 


Sección D.6 Enunciado final 743 


A 


admitancia, 294, 296, 308 
circuito de dos puertos, 618 
en el dominio-s 
equivalente, 300 
aislador, 144 
aislamiento eléctrico, 
transformadores, 603 
uso de bobinas acopladas, 586 
amortiguado crítico, 239, 241 
circuitos de segundo orden, 242, 259 
amortiguado, 
de circuitos de segundo orden, 238-241 
ampere, 4 
Ampére, André Marie, 4,21, 155 
amplificador de voltaje, 
ideal, 68,74, 88 
amplificador inversor, 77, 543 
amplificador no inverso, 79 
amplificador operacional (amp op), 64, 
67-73 
circuitos, 
comportamiento de primer orden, 189 
configuraciones básicas de circuitos 
construidos, 76-81 
en circuitos de fasor, 305 
interconectando configuraciones 
básicas, 81 
límites en la banda de frecuencia, 88 
no inversor, 79 
práctica, 86-88 
principio de análisis virtual para, 121, 
136 
respuesta de frecuencia de, 542-545 
selección modelo, 71-72 
amplificadores, 65 
no inversor, 79, 554 
operacionales, 3, 64 
amplitud, 
sinusoidal, 273 
análisis de circuitos, 15-16, 17 
en el dominio-s, 483 
usando análisis de malla, 328-333 
usando SPICE, 125 


Índice 


análisis de lazo básico, 728 
análisis de lazo generales, 114 
análisis de malla, 114-117, 136,728 
corriente(s), 115 
de circuitos de estado estable de AC, 
328-333 
análisis nodal, 106 
en circuitos en fasores, 322-327, 348 
en el dominio-s, 494 
topología de circuitos, 726 
ancho de banda, 
de circuitos resonantes, 538 
ángulo de fase, 
de funciones sinusoidales, 274 
función(es) de respuesta en frecuencia, 
519 
árbol, 725 
archivo de entrada SPICE, 732 
archivo de entrada, 
declaraciones de SPICE, 743 
argumento de número complejo, 718 


B 


batería, 1, 13 
bel, 522 - 
Bell, Alexander Graham, 522, 583 
block de circuitos construidos, 76-81, 
554 
bobina, 
acoplada, 585,646 
flujo de escape, 585 
bobinas acopladas, 585 
leyes fasoriales ¿-v para, 597 
leyes i-u para, 591, 595 
bobinas en serie y paralelo, 160-162 
bobinas, 2, 155 
dualidad de, 187 
energía almacenada en 158 
ley de la inducción electromagnética, 
156 
relación de corriente-voltaje, 145,170 
series y paralelo, 160-162 
voltaje y forma de señal de corriente 
para, 291 


Bode, Hendrick, 524 

borde de subida de la respuesta de 
pulso, 211 

Bunsen, 93 


C 


cadena galvánica, 30, 63 
cadena, 
de bobinas en serie, 161 
de fuente de corriente, 
en serie, 41 
de fuentes de voltaje, 40 
de resistencias en serie, 38 
cambio de fase, 
función de respuesta en frecuencia, 
519 
respuesta a entradas periódicas, 675 
cambio de frecuencia, 451 
campo eléctrico, 148 
campo(s) magnético, 155 
candela, 3 
capacitancia, 145 
equivalente, 153, 154 
capacitores, 2, 144 
almacenamiento de energía en, 148 
dualidad de, 187 
formato de onda de voltaje y corriente 
para, 292 
paralelo, 151, 152 
relación de corriente-voltaje, 145, 170 
series, 151 
características de las ecuaciones, 
de circuitos de segundo orden, 
233, 238-240, 248 
de circuitos paralelo RLC, 238 
características exponenciales, 238 
carga, 84, 549-550 
cargas eléctricas, 5 
cargas, 
conexión delta, 417,418 
balanceado, 425, 429 
conexión estrella, 406 
conexión estrella-delta, 421 
cascada, 
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interconexión en cascada, 82 
tubo de rayos catódicos, 8 
Cavendish, Sir Henry, 30 
circuito de elementos pasivos, 12, 14, 17 
bobinas, 159 
capacitores, 149 
circuito forzado de segundo orden, 235 
circuito forzado de primer orden, 178, 
223 
circuito resistivo de nodo-par-sencillo, 
42 
circuito seguidor de voltaje, 74 
circuito(s) abierto(s), 32 
reemplazo de fuentes de corriente 
independientes, 53 
voltaje, 51,54 
de un transformador, 608 
circuito(s) con parámetros unidos, 23, 41 
circuito(s) de un puerto, 610 
circuito(s) resistivos, 
circuitos de primer orden, 178, 273 
sin fuentes, 187 
par de nodo sencillo, 42 
simplificado, 316 
circuito(s) simples(s), 37, 64 
circuitos balanceados, 
estrella-estrella, trifásico, de cuatro 
hilos, 409, 429 
circuitos con n-puertos, 82 
circuitos de ac, 2 
circuitos de cuatro-hilos, 409 
circuitos de dos puertos interconectados, 
631-640 
cascada, 633 
paralelo, 635 
series, 636 
circuitos de dos puertos, 82, 85, 610-617 
interconexión de, 631-640 
transformadores, 598 
tres terminales, 627 
circuitos de estado estable de DC, 
163-164, 170 
circuitos de primer orden, 
respuesta de estado estable, 197, 495 
respuesta transitoria, 197 
sin fuentes, 187,223 
superposición en, 198 
circuitos de trayectoria cerrada, 75 
circuitos equivalentes de 
Thevenin-Norton, 22, 36, 48-52, 
en circuitos fasores, 308 
para análisis de estado estable de AC, 
319,320 
en el dominio-s, 486 
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circuitos equivalentes, 22, 37, 41 
subcircuitos, 33-34,36, 48, 49 
circuitos estrella-delta, 421 
circuitos estrella-estrella, 407 
circuitos fasores, 303, 308 
análisis nodal de, 323 
circuitos generales de primer orden, 187 
circuitos monofásicos, de tres hilos, 404 
terminal neutral, 404 
circuitos no lineales, 97, 102 
circuitos no planares, 114 
circuitos planares, 114 
circuitos resonantes, 535 
frecuencia, 535, 536 
circuitos RLC, 164,277,540 
no lineales, 31 
paralelo, 238 
simplificación de, 301 
circuitos simples RC y RL, 178 
circuitos singulares, 150, 159, 167, 170 
circuitos trifásicos, 402, 413 
análisis usando SPICE, 426 
voltajes de línea, 408 
circuitos, 
alta O, 539 
análisis de transformada de Laplace, 232 
bilineal, 559 
circuito cerrado, 75 
circuitos de cuatro hilos, 409 
circuitos de primer orden, 178, 232 
sin fuentes, 187, 190, 191 
circuitos de segundo orden, 234 
características exponenciales, 238 
circuitos paralelo RLC, 238, 539, 540 
circuitos serie RLC, 164, 232, 540 
frecuencia resonante de, 537 
circuitos trifásicos, 402, 412 
circuitos estrella-delta, 421, 429 
circuitos estrella-estrella, 406, 429 
voltaje de línea, 408 
circuitos Y conectados, 406 
con dos o más elementos de 
almacenamiento, 233-234 
con dos puertos inductivos, 584 
con fuentes de DC, 191-194 
con fuentes dependientes, 66 
con inductancia mutua, 590 
conectados en delta, 417 
constante de tiempo, 183 
conteniendo fuentes de corriente, 118 
dos puertos, 82, 610, 617 
eléctricos, 2 
en el dominio-s, 483 
estabilidad de, 495 


estado estable de DC, 163-164, 170 
excitación sinusoidal con RLC, 277 
fasor RL, 341 
fasor rms, 367, 370, 394 
fasor, 303,362 
inestable, 306, 346 
lineal, 94, 136, 517 
monofásico, trifásico, 403 
n orden, 232 
n puerto, 82 
no lineal, 97, 102 
no planar, 114 
parámetros unidos, 23 
planar, 114 
práctico, 168 
resistivo, 41, 42 
nodo par sencillo, 42 
resonancia, 535-541 
ancho de banda de, 537 
respuesta de frecuencia, 516, 575 
respuesta natural, 178, 232, 492 
respuesta total, 
circuitos de segundo orden, 251, 
263 
seguidor de voltaje, 74 
simple, 37 
RC y RL sin fuentes, 178, 188 
singular, 150, 159, 167 
un puerto, 610 
círculo unitario, 280 
coeficientes de Fourier, 662, 666-667 
condiciones Dirichlet, 663, 694 
conductancia, 32, 296,296 
de resistencias paralelas, 43-44 
conductores perfectos, 23, 33 
conductores, 
perfectos, 23 
conservación, 
de carga eléctrica, 147 
de energía compleja, 384-387, 394 
constante de tiempo de un circuito, 184 
control de salida, 
declaraciones de SPICE, 742 
convención de signos pasivos, 11, 12, 
31,53,600 
convolución, 
de funciones en el dominio del tiempo, 
502 
corriente alterna, 8 
corriente convencional, 6 
corriente de fase, 
de circuitos trifásicos, 410,419 
corriente de fuga, 585 
corriente diente de sierra, 8 


corriente eléctrica, 6 
corriente exponencial, 8 
corriente filtrada, 166 
corriente rms, 366, 394 
corriente, 3, 6,16 
alterna, 8 
diente de sierra, 8, 660 
dirección de referencia, 7, 11,30, 37 
divisores, 44 
exponencial, 8 
fluyendo hacia los nodos, 27 
fuente, 41,118 
fuentes paralelas, 46 
corrimiento en tiempo, 
de transformada de Fourier, 696 
transformada de Laplace en función del 
tiempo, 451 
cortocircuito, 32, 51,54 
reemplazo de fuentes de voltaje 
independientes, 53 
coulomb, 3, 4, 6 
Coulomb, Charles Augustin de, 4 


D 


Davy, Sir Humphry, 143 
declaración de entrada, SPICE, 127 
declaraciones de control de salida de 
SPICE, 742 
.PLOT, 742 
.PRINT, 742 
WIDTH, 743 
declaraciones de control de solución de 
SPICE, 738 
.DC, 739 
.FOUR, 739 
IC, 740 
.LIB,740 
.OP, 740 
.SUBCKT, 740 
.TF, 741 
.TRAN, 741 
declaraciones de control de SPICE, 127 
declaraciones finales de SPICE, 743 
END, 743 
«ENDS, 743 
descripción de parámetro-z de circuitos 


de tres terminales, de dos puertos, 627 


descripción de parámetros de dos 
puertos, 622, 646 
determinantes, 709 
cofactores, 710,711 
devanado, 598 
dieléctrico, 144 


Índice 


diferencia, 
de voltajes en op amps, 84 
por funciones periódicas pares o nones, 
657 
Dirac, Paul, 445 
dirección de referencia, 
corriente, 7, 11 
función de fuente, 13 
voltaje, 9, 11 
diseño de circuitos, 15-16, 17 
divisor de corriente, 44 
en circuitos fasoriales, 317 
divisor de voltaje, 
en circuitos fasores, 317 
principio de, 38, 39 
divisor de voltaje, 38 
dominio del tiempo, 
corrientes, 299 
transformación de Laplace, 464 
voltajes, 299 
dominio-s, 
circuitos, 483-484 
solución de ecuaciones diferenciales, 
467 
transformadas de Laplace, 436 


E 


ecuación de respuesta de frecuencia, 519 
series exponenciales de Fourier, 669 
ecuación diferencial homogénea, véase 
ecuación diferencial sin forzar 
solución general, 237 
ecuaciones de transferencia de voltaje, 
76,77,82 
de OPAMPS en configuraciones básicas 
cascada, 83 
ecuaciones de transferencia, 
voltaje, 76, 82, 89 
ecuaciones descriptivas, 232 
segundo orden, 255 
ecuaciones diferenciales de primer orden 
no acopladas, 234 
ecuaciones diferenciales no forzadas, 235 
Edison, Thomas Alva, 315 
editor de texto, SPICE, 127 
electricidad animal, 1 
electricidad estática, 1 
electricidad metálica, 1 
electrones, 6 
electropuro, 1 
elementos dinámicos, 144 
elemento(s), 
dos terminales, 2, 13, 34 


en paralelo, 42 
general, 7 
ley(s), 34, 51 
multiterminal, 3 
sin pérdida, 364, 371 
elementos activos de un circuito, 13 
elementos de almacenamiento, 144 
elementos de circuito, 
activo, 13 
pasivo, 12, 14 
elementos de dos terminales, 2, 13, 34, 
51,361 
elementos de red, 
elementos en serie-paralelo, 
en el dominio-s, 482 
elementos sin pérdida, 364, 371 
eliminación gaussiana, 106-107, 113, 713 
en el dominio-s, 486 
en paralelo, 42, 46 
energía reactiva, 373 
energía, 9, 11 
almacenamiento en una bobina, 
159,170 
elementos de almacenamiento, 183 
entrada no inversa, 67 
equivalente de Norton, 49, 52,78 
equivalente de Thevenin, 49, 52, 78 
resistencia, 234 
equivalente(s), 
bobinas en paralelo, 161 
capacitancia en paralelo, 152 
capacitores conectados en serie, 153 
conductancia en paralelo, 45 
fuentes complejas, 279 
impedancia, 299,606 
resistencia paralela, 44-45 
serie-paralelo, 18, 316, 329 
escala de decibel, 521,576 
escala de tiempo-frecuencia, 453 
escala, 563 
espectro de amplitud discreta, 679 
espectro de fase discreta, 679 
espectro discreto, 684 
estabilidad de circuitos, 495, 517 
excitaciones, 272 
expansión por fracciones parciales, 458, 
469, 695 
externos, 
corrientes y voltajes, 36 


F 


factor de amortiguamiento, 
de funciones de transferencia, 525 
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factor de calidad, 539 
factor de potencia, 388, 394 
corrección para impedancia, 389 
sinusoidal, 388 
farad, 145 
Faraday, Michael, 143, 177 
fasor de referencia, 337 
fasor(es), 285, 308, 336 
correspondiente a diferentes frecuencias, 
335,394 
diagramas, 337-341, 349, 409 
cargas conectadas en delta, 419 
entrada, 518,675 
leyes ¿-v para, 288-293 
propiedades de, 285-286 
relacionados con funciones sinusoidales, 
286 
relaciones entre el fasor de voltaje 
y corriente, 289-290 
salida, 518,675 
fasores rms, 367, 394 
filtro pasivo, 551 
filtro(s) pasa-bajas, 
con frecuencia de corte, 546 
filtros de alta O, 539 
filtros pasa-altos, 546 
filtros pasa-banda, 547 
final, 
declaraciones de SPICE, 743 
filtro(s), 327, 546-552 
pasivo, 551 
forma de Norton, 49-50 
forma de Thevenin, 49-50 
en el dominio-s, 486 
fuente(s) de voltaje, 49 
resistencia equivalente, 49, 168 
forma polar de números complejos, 
279-280, 718 
forma polar exponencial, 
de números complejos, 280 
forma rectangular, 279 
de fórmula de Euler, 722 
de números complejos, 718 
forma vector-matriz, 708 
Fourier, Jean Baptiste Joseph, 
653 
Franklin, Benjamin, 6 
frecuencia angular, 273 
frecuencia baja de mitad de potencia, 
538, 547 
frecuencia natural sobreamortiguada, 
238,239 
frecuencia natural, 
de función de transferencia, 525 
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frecuencia superior de potencia media, 
538, 547 
frecuencia, 
de funciones sinusoidales, 273 
escala, 565 
fuente de energía trifásica balanceada, 
402 
impedancia de fase conectada en delta, 
425 
fuente de voltaje controlada por voltaje, 
64,67, 73 
fuente de voltaje y controlada por 
corriente, 64 
fuente(s) de corriente, 
en paralelo, 44 
fuente(s) independiente, 
con diferentes frecuencias, 333 
corriente, 13, 34 
en circuitos AC, 333 
voltaje, 13,34 
suprimido, 53 
fuente(s), 
elementos ideales, 15 
potencia absorbida, 14 
potencia entregada, 14 
trifásico, 406 
fuentes complejas, 279 
circuitos RLC, 282 
exponenciales, 280, 308 
para fuentes cosinusoidales y 
sinusoidales, 286 
fuentes controladas, 
corriente, 65 
voltaje, 65 
fuentes de voltaje, 
análisis nodal de circuitos conteniendo, 
109, 136 
cadena de, 40 
controlada por corriente, 64 
en paralelo, 47 
controlada por voltaje, 64 
fuentes dependientes no lineales, 65 
fuentes dependientes, 
conteniendo circuitos, 66, 88 
corriente, 64 
en análisis nodal, 107-108, 136 
lineal, no lineal, 65 
voltaje, 64 
fuerza electrodinámica, 155 
fuerza electromotriz, 9 
fuerza electrostática, 155 
función de la parábola unitaria, 442 
función de la rampa unitaria, 442 
función de rueda de impulso unitario, 448 


función(es) de escalón unitario, 203, 
224, 441, 446 
tiempo corrido, 205 
tiempo inverso, 206 
transformada de Laplace, 439 
función(es) de fuente, 13, 34, 46 
compleja, 279 
dirección de referencia, 13 
fuentes de corriente en paralelo, 46 
fuentes de voltaje en paralelo, 47 
función(es) impar, 656 
función(es) pares, 656 
funciones complejas exponenciales, 
280, 517, 721-723 
cambio de fase, 722 
de fasores, 285 
funciones de impulso unitario, 444, 468 
integral de, 446 
regla del producto de impulso, 446 
transformada de Laplace, 449 
funciones de la transformada de 
Laplace, 438, 688 
funciones de respuesta de frecuencia, 
518 
de circuitos lineales, 517 
funciones de transferencia bicuadrática, 
556 
funciones de transferencia bilineal, 556 
funciones de transferencia, 
bicuadrática, 556, 561 
bilineal, 556 
forma estándar, 525 
implicaciones de estabilidad, 496 
razón en el dominio-s, 488 
realización de problema, 553 
salida en el dominio-s, 488 
funciones exponenciales, 
complejas, 280 
funciones forzadas, 
soluciones para pruebas forzadas, 247 
funciones generalizadas, 445 
funciones periódicas, 655, 665, 700 
funciones polinomiales importantes, 443 
funciones sinusoidal, 
amortiguadas, 232 
propiedades de, 273 
representación cuadrática, 276 
funciones singulares de alto orden, 448, 
497 
funciones transformables de Fourier, 688 
fundamentos de matriz, 707 
forma vector-matriz, 708 
inversas, 712 
juntas, 712 


multiplicación, 708 
no inversas, 711 
transposición, 708 
triangularización, 714 


G 


Galvani, Luigi, 1 
ganancia de lazo abierto, 
amp(s) op, 68, 73, 542 
ganancia de voltaje, 65 
ganancia, 
corriente, 65 
en respuesta a entradas periódicas, 675 
escala de decibel, 521,522 


funciones de respuesta de frecuencia, 519 


gráfica de ganancia de Bode, 526 
lazo abierto, 68, 75, 542 
voltaje, 65 
gráfica de circuito, 725 
conectados, 725 
gráfica de red, véase gráfica de circuito 
gráficas de fase de Bode, 51 
gráficas de ganancia de Bode, 516, 
524-534 
circuitos resonantes, 535 
frecuencia de corte, 527, 532 


H 


Heaviside, Oliver, 203, 445, 477 
Helmholtz, Hermann von, 515 
henry, 155 

Henry, Joseph, 155, 177 

hertz, 274 

Hertz, Heinrich R., 274, 515 
HSPICE, 126, 731 


ideal, 

amplificador de voltaje, 68, 74, 88 

elementos, 15 

filtros, 546 

fuente de corriente, 34, 41 

fuente de voltaje, 34 

interruptor, 149 

transformadores, 604, 646 
identidad de Euler, 279, 669 
impedancia de fase conectado en delta, 

425 

impedancia de fase, 

circuitos trifásicos, 409 
impedancia reflejada, 600 


Índice 


impedancia(s), 294, 308 
conversiones serie-paralelo, 32 
de bobinas, 290 
de capacitores, 292 
de resistencias, 289 
dependencia en frecuencia, 333 
en el dominio-s, 480,507 
en forma polar, 295 
en paralelo, 348 
en series, 317-318, 348 
equivalente, 299, 606 
escala, 564 
representación gráfica de, 295 

inducción electromagnética, 
ley de, 156 

inductancia mutua, 585-589 
circuitos con, 590 
transformadores, 598 

inductancia reactiva, 296 

inductancia, 
mutua, 586 

integrador inversor, véase integrador 

integrador, 210 

inversión, 712 


jarra de Leyden, 1 
joule, 4 
Joule, James Prescott, 4,357 


Kk 


Kelvin, 3 
kilogramo, 3, 4 
Kirchhoff, Gustav, 22, 93 


L 


Laplace, Pierre Simon, Marqués de, 435 
ley de elementos, 13 
ley de Joule, 357 
ley de Ohm, 22, 30-32 
circuitos de elementos paralelos, 43 
circuitos simples, 37 
ley inversa-inversa, 44 
leyes de ¡-u, 
para bobinas acopladas, 591,595 
leyes de Kirchhoff, 
aplicados a circuitos de dos puertos, 
611 
aplicados a circuitos lineales, 94, 136 
aplicados a circuitos trifásicos, 405, 
410 


aplicados a fasores, 297-301, 308,319, 
348 
aplicados al análisis nodal, 104, 136, 
726 
de corriente, 22-25,29,37,51, 54-55, 
93 
análisis nodal, 325-327 
supernodo(s), 111,324 
de radiación, 93 
de voltaje, 22, 25-26, 29, 37, 54-55, 
93 
análisis de malla, 114-117 
aplicado a capacitores en serie y 
paralelo, 151-153 
transformación(es) en el dominio-s, 
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 


LO F(s) 
1. Linearidad z cf (0) +2 f21t) c¡F¡ (s) + c2Ex(s) 
2. Diferenciación d/dt f(t) sE(s) — F(0—) 
3. Diferenciación plegada-n dd f(0 sE(s) = si 71f(0-) —-5"2f"(0-) 
==... —sfe2M0—) — PO=D(0-) 
3. Integración f far F(s)/s 
4, Corrimiento en tiempo F(t— toJu(t — to), to > 0 e7**E(s) 
5. Corrimiento en frecuencia eu RtO F(s + so) 
6. Escala en tiempo-frecuencia Fíct),c>0 1/c F(s/c) 
7. t-multiplicación 1f() —d [ds F(s) 
8. n-pliegue t-multiplicación ef (—-D"d"/ds"E(s) 
9. Respuesta al impulso y función A(t) - H(s) 


. de transferencia son pares en 
Laplace y en tiempo 
10. Teorema del valor inicial 


11. Teorema del valor final 


o 


f0%)= limas F() 
Fo) =limsF0) 
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Tabla No. 


1.1 
7.1 


12.1 
12.2 
14.1 
14.2 
15.1 
15.2 
16.1 


Símbolo de circuito :- 
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Respuestas forzadas de prueba para funciones 
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Propiedades de la transformada de Laplace 455 
Pares de la transformada de Laplace 456 
Propiedades de los circuitos RLC en serie y paralelo 540 
Block de circuitos construidos 554 
Descripción de los parámetros de dos puertos 620 
Conversiones de los parámetros de dos puertos 623 
Operaciones de la transformada de Fourier 693 

ELEMENTOS RLC 
Resistencia Bobina Capacitor 


pel A «| UN 
+ + 
vit) v(t) Il v(t) 


Elementos en las leyes d. NE 
del dominio del tiempo: v(t) = Ri(t) v(t) = LIO vt) = 5] ¿(tdt + víto) 
Y 
Y 
Impedancia en fasor Z R joL joC 
1 
Impedancia en Laplace Z(s) R sL se 
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